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Pieni ratahairio tangentiaalisessa
komponentissa



Pieni hairio tangentiaalisessa komponentissa |

Lahdetaan liikkeelle pintanopeuden yhtalosta
r’¢ ~ RoOq ,
ja tehdaan rataan pieni radiaalinen hairio, r = Rg + £.

Kulmanopeus ¢

- Ro@o Ro@o 1 @O f
= = ~— [1T-2=>+ ..
i re RS (1+&/Ro)>  Ro < " )

Ro

Sijoitetaan tama seka edellisella luennolla johdettu &:n
ratkaisu
g = @sin Kt
K
ratanopeuden © lausekkeeseen:
© = ¢r = $(Ro + &) = dRy = Qg <1 — % sirmt)

0



Pieni hairio tangentiaalisessa komponentissa Il

Maaritellaan n-koordinaatti:
201
H=0-0 = —GOTOsinnt

KIxQ

Tama on siis p-koordinaatin aikaderivaatta. Itse koordinaatti
saadaan integroimalla:

20
/ﬁdt =n= Z—O@o cos Kt
k*Ro

Tekijalle 200 /(k?Ro) saadaan Oortin vakioiden avulla arvo (ks.
Luennot 9 ja 10)
200 2A-B) 1

K2Ry —4B(A—B) 2B




Pieni hairio tangentiaalisessa komponentissa Il

n ja i Oortin vakioiden avulla

Mo A—
nf—ﬁcosmt, N=0—0y=— 5

g sin kt

©-suunnan varahtelyn periodi sama kuin r-suunnan (sama ).

Episykliradan yhtalo 1y° (48l

£ e
2 + = =1 ,
no/[—4B(A - B)] ﬂo/(482) N~ - 6

Tahti kulkee episyklia pitkin vastakkaiseen suuntaan kuin
keskimaarainen rataliike ©:

Kunr > Rg, ©(r) < ©y, kunr < R, ©(r) > O

Episyklikuvaus on riittava, kun eksentrisyys pieni



Tangentiaalisen ja radiaalisen nopeuskomponentin suhde |

Tangentiaalisen ja radiaalisen varahtelyamplitudien suhde:

tang. Mo 24/—B(A—B) _ \/A—B 15
rad.  —2B Mo VB T

Koordinaatit £ ja n mittaavat poikkeamia kunkin tahden oman
episyklin keskipisteen suhteen.

©0(Ry) edustaa taman keskipisteen nopeutta ympyraradalla.
Kullakin tahdella on eri Ry ja ne ovat eri vaiheissa episykliliiketta.
Tahtien nopeudet havaitaan kuitenkin LSR:n suhteen.

Tasaisen ympyraliikkeen nopeus auringon etaisyydelld on
Ocire(Ro) = ©0(Ro) ~ 230 kms™!

Paitsi etta auringon kiertonopeus, @, poikkeaa tasta +12kms™*, joidenkin
ldhteiden mukaan myos LSR:n kiertonopeus on n. 12kms~! suurempi (Hayes
2018, Ap) 867,L.20).



Tangentiaalisen ja radiaalisen nopeuskomponentin suhde Il

Olkoon ©.(r) tasaisen ympyraliikkeen nopeus etaisyydella r

Todellisen ratanopeuden ©(r) poikkeama tasta:

o -eu(n = 2 e~ e (1 - Ri) —0o- (dfrC)R ¢




Tangentiaalisen ja radiaalisen nopeuskomponentin suhde IlI

Nopeuskoordinaatistossa (©, M) kutakin tahted edustava piste
sijoittuu ellipsille jonka koko riippuu tahden alkunopeudesta
HQZ

15 [@(I’) - @circ(r)]2 _
o -B/(A-B)MG

Tahden paikka ellipsissa riippuu siita missa vaiheessa tahti on
episykliradallaan.

Jos My on normaalisti jakautunut = Ellipsoidinen
nopeusjakautuma tahdille, kuten on havaittu!

on A—B
0o —B




Tahden liike z-akselin suunnassa



Liike kohtisuorassa Linnunradan tasoa vastaan |

Lasketaan voima f; kohtisuoraan Linnun-
radan tasoon nahden olettaen, etta Lin-
nunrata on tasapaksu aareton levy, jossa
tiheys on vakio xy-tason suuntaisissa ta-
soissa.

Levysta leikatun x-sateisen ja dx-
paksuisen sylinterin vetovoima tahteen T =7
(korkeus Z'): ol

s= T @Z-2)

cosa = (Z —2)/s

dfy = —G 2mxdx p(2)dz s,lz (7 —2)/s



Liike kohtisuorassa Linnunradan tasoa vastaan Il

Koko voima saadaan integroimalla:

fr = —2mG /Oo p(2)(Z —z)clz/OO X[+ (Z — 2)?]3/%dx

—00 0

Integraali dx:n yli antaa tulokseksi +£1/(z — z), joka supistuu
vastaavan tekijan kanssa dz integraalissa, joten

fr = —27G /OO p(2)dz

Valitaan Z > 0

Integraali voidaan jakaa kolmeen osaan, josta symmetrian
vuoksi saadaan:

= 7 00 4
fr = —27G [/ de—l—/ pdz — / de] = —47TG/ p(z)dz
—69 _7 7! 0



Liike kohtisuorassa Linnunradan tasoa vastaan Ill

Pienille z:n arvoille p(z) ~ vakio = pg

fr = —4mGppz harmoninen voima

Liikeyhtalon ratkaisu on jalleen sinimuotoa:

7z = Qsin A\t
Z = QX cos \t = Zy cos A\t

Alkuehdot: z = 0 (paikka), Z = Zy (nopeus) kun t =0
7z = ZTO sin At, A = v/C = 4nGpg = 80.5kms~ ! kpc ™!

Tassa oletettu keskimaarainen massatiheys po = 0.12 Mg pc > (Widmark &
Monari 2019, MNRAS 482, 262)

10



Liike kohtisuorassa Linnunradan tasoa vastaan IV

varahdysaika z-suunnassa: P, = 2w /A = 76.3 x 10° vuotta.
Suhde kiertoaikaan: P,/Pyot = 0.33.

Varahdysaika z-suunnassa on selvasti lyhyempi kuin
Linnunradan pyorahdysaika tai tasossa tapahtuvan
episykliliikkeen periodi.

n



Auringon nykyinen paikka radallaan




Auringon nykyinen paikka radallaan |

Auringon tamanhetkinen nopeus LSR:n suhteen on

Mo = —87kms™!
05 = +12kms™!
Zo = +72kms™!

Bobylev & Bajkova 2018; Hayes et al. 2018; Widmark & Monari 2019

Widmark & Monarin mukaan Aurinko on talla hetkella
korkeudella z = 15.3 + 2.2 pc ja liikkuu ylospain galaksin
tasosta nopeudella 7.2 £ 0.2kms™".

Kayttamalla kaavoja z = 270 sin \t ja Z = Zp cos At voidaan
ratkaista Zp ja liikkkeen amplitudi Zp/A, kun oletamme, etta A on
tunnettu (= 80.5kms~! kpc™1). Jatetdan tama
harjoitustehtavaksi.
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Auringon nykyinen paikka radallaan I

Nopeuskomponenteille LSR:n suhteen johdettiin tulokset:

B
M=TMgcoskt , 8 =0(r) — Ocirc(r) = — . BI'Io sin Kt

Jakamalla yhtalot saadaan ratkaistua tekija tan xt:

A—B b, —15x12
tankt= —y )P o 22 = T2 XL 507
anr B Ny -87

= Kt = 244°

Ratkaistaan nyt radiaalisuunnan alkunopeus:

I I
=— ="M= = 20kms~!
cosrt = Mo cos 244° >

Episykliliikkeen koordinaatit saadaan nyt yhtaloista:

Mn Mo
f——osm/ft , n——cosnt
K

—2B 13



Auringon nykyinen paikka radallaan Il

Yhtaloista voidaan ratkaista varahdys-

P

amplitudin suuruus: T?
1 1 R
Kk =2+/—B(A—B) =~ 36kms™ " kpc~ _ v \ —,
Mo Mo , ’ “
— ~ 560 —— ~ 830 ™
- pc , B pc |

Aurinko poikkeaa siis keskimaaraiselta ympyraradaltaan
maksimissaan 560 pc radiaalisessa £-suunnassa ja +830 pc
tangentiaalisessa n-suunnassa

Auringon tamanhetkinen radiaalinen etaisyys keskipisteesta:
& =560 pc - sin 244° ~ —500 pc

Auringon keskimaarainen etaisyys Linnunradan keskuksesta on

noin 500 pc suurempi kuin nykyinen etaisyys Rq = 8.2 kpc.
14



Poisson’n yhtalo




Poisson’n yhtalo |

Linnunradan paikallisen massatiheyden maaraamista varten
palautamme mieleen Poisson’n yhtalon.

Gravitaatiopotentiaali ® ja kentta ]?(voima massayksikkoa kohti
= vetovoiman aiheuttama kiihtyvyys) etaisyydelld r massasta m

Gm - Gm ,
q)(r):_T f:_vq):—rTer

Gaussin laki painovoimakentalle: kentan vuo suljetun
mielivaltaisen suljetun pinnan S lapi on verrannollinen pinnan
sisaan jaavaan massaan:

J[7-¢5=—6m // 98 _ e
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Poisson’n yhtalo Il

Divergenssiteoreema (Gaussin lause):

//f-d§://'v-fdv

Tarkastelu voidaan yleistaa koskemaan joukkoa massapisteita
tai jatkuvaa tiheysjakaumaa

o fff e



Poisson’n yhtalo Il

Kayttamalla Gaussin lakia saamme

6 [[ [ pav= [[[v-Fav= [[[ v (-ved

Koska valitu pinta on mielivaltainen, integroitavat funktiot ovat
samat:

V20 = 4nGp

Tama on Poisson’n yhtalo gravitaatiopotentiaalin ja
tiheysjakauman valilla



Linnunradan paikallinen massatiheys
z-suuntaisen liikkeen perusteella




Linnunradan massatiheys Auringon lahiymparistossa |

Tutkitaan massatiheytta Linnunradassa p = p(x,y,2) = p(R,0,2)

Tama massajakautuma aiheuttaa vetovoimakentan, jonka
potentiaali saadaan Poisson’n yhtalosta:

V20 = —V - f = 47Gp

Massa aiheuttaa siis painovoimapotentiaalin, joka liikuttaa
tahtia

Havaitsemalla tahtien liikkeita voidaan saadaan selville
massan jakauma Auringon lahella

Poisson’n yhtalo sylinterikoordinaateissa:

10(rfr) 10fy  Of
T or roe oz 4mGp(r, ¢, 2)




Linnunradan massatiheys Auringon lahiymparistossa Il

Kun oletetaan, etta massajakauma on aksiaalisymmetrinen,

Yo _ 0 poisson’n yhtalosta ja jaljelle

36 —
o) of
T Tor oz 4rGp(r, ¢,2)

Voimme arvioida radiaalista termia Auringon lahiymparistossa
edellisella luennolla johdettujen tulosten avulla:

@2
fr:—?:>

C10(f,) 1 (90%\ 20, (dO
roor Ro Ro_

missa A ja B ovat Oortin vakioita
19



Linnunradan massatiheys Auringon lahiymparistossa lll

Sijoittamalla A = 15kms~'kpc™!, B= —12kms~! kpc™!
—2(A—=B)(A+B)~ —160km?s 2 kpc ™2 = —1.7 x 103" 572
Massatiheys Auringon lahelld (johdetaan alla)

po ~ 0.12Mgpc™3 = 8 x 10~% gcm ™3 (nakyvien tahtien tiheys
on noin 2-3 kertaa pienempi), josta saadaan

4arGpy = 6.8 x 10730572

Tasta nahdaan, etta z-termi hallitsee Poisson’'n yhtaloa.
Kunz < Ro, p(z)=po Ja |fz] xz

Kunz > Ro, |fz] ocz72

= fzlla on maksimi jossain z &~ Rq tienoilla
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Harmoninen z-voima

Kun tarkastellaan Linnunrataa aarettomana levyna, jossa
massatiheys on vain z:n funktio, p = p(z), saadaan
painovoimakentalle
0 0 0
j -0 j -0 fz

ox dy o7~ 4m6el2)

Massatiheys p(z) voidaan maarata kunhan kentan
Z-suuntainen komponentti f; tunnetaan z:n funktiona

Kun z on pieni (= 0), tahti on Linnunradan tasossa ja saadaan:

g];Z = —4mGp(0) = f; = —4nGpo Z

21



Yhden tahden z-suuntainen liike

Tarkastellaan ensin yhden tahden

liikketta. Nopeus z-suunnassa w(z), - 2= Zuax
Linnunradan tasossa w(0) = wy, l."'“\’
kokonaisenergia E 2=
'Y
w-ﬂ
- t=0

| 2 ‘ / | 2
EW (Z)— OfZ/dZ :EWOZE

Seuraamalla tahden nopeuden muuttumista sen varahdellessa
z- suunnassa olisi mahdollista maarata f,(z) ja sen avulla p(2)

Ongelmana on etta, yhteen varahdykseen menee aikaa noin
107 vuotta

22



Tahtipopulaation nopeus- ja tiheysjakauma z-suunnassa |

Tarkastellaan tahtipopulaatiota, jolle z-suuntaiset nopeudet

Linnunradan tasossa, wg, ovat jakautuneet ellipsoiditeorian
mukaisesti.

Nopeuksien jakaumaa kuvaa todennakoisyystiheysfunktio &:

S}

W,

1 _
e
oV 2t
Tassa on siis tahtia joilla erilaiset nopeudet wy ja siis erilaiset
kokonaisenergiat £ = 1/2w3

SIE
N

z=0: ¢0(W0) =

o

23



Tahtipopulaation nopeus- ja tiheysjakauma z-suunnassa Il

Kullekin tahdelle voidaan laskea w(z) energiaintegraalista:

w(z) = \/W% + Z/Zfzfdz’
0

Voimatekija ei riipu nopeudesta wp ja on sama kaikille tahdille
korkeudella z.

Derivoimalla w(z):n lauseke wp:n suhteen saadaan:

dfvﬁ?ﬂﬁ% eli  w(z)dw(z) = wodwo

2%



Tahtipopulaation nopeus- ja tiheysjakauma z-suunnassa Il

Olkoon D(z) tahtien lukumaaratiheys korkeudella z (kaikkien
nopeuksien yli laskettuna).

Merkitaan tahtitiheytta Linnunradan tasossa D(0) = Dy
Tahtitiheys nopeusvalilla [wo — dwg /2, wg + dwp /2] on
Do®o(wo)dwo ,

missa &y on edella maaritelty todennakoisyystiheysfunktio.

Vastaavasti tahtitiheys korkeudella z, nopeusvalilla
[w—dw/2,w+ dw/2], olettaen, etta nopeusjakauma voi
muuttua z:n funktiona:

D(2)®,(w)dw

25



Tahtipopulaation nopeus- ja tiheysjakauma z-suunnassa IV

Muodostetaan naiden tahtitiheyksien osamaara, ja otetaan
huomioon etta tahtitiheys D(z)®,(w)dw on kaantaen
verrannollinen nopeuteen w,
1

D(z2)®,(w)dw o W
jolloin saadaan

D(2)dz(w)dw  wo

D0¢0(WQ)dW0 W(Z)

Kayttamalla edella johdettua tulosta w(z)dw = wodwg =
D(z)®;(w) = Do®o(Wo)

Sijoitetaan tahan viela edella maaritelty ®q(wp):

1
oV 2T

N‘O o

D(2)®,(W) = Dog——e 75
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Tahtipopulaation nopeus- ja tiheysjakauma z-suunnassa V

Yhtalon oikea puoli voidaan kirjoittaa kahden termin tuloksi
sijoittamalla wj energiaintegraalista:

1
oV 2

Olemme saaneet nopeusjakauman ®,(w) ja tiheysjakauman
D(z2) esitykset:

w? Z /
D(2)®(w) = e 752 Dyes? Jo o

w?

1 _ a1 rz /
=) D(Z) — Doe;2 fO fz’dz

e
oV 2T

NI—

o (w) =

1) D(z) antaa f(z):n

2) Nopeusjakautuma ei muutu z:n funktiona, ®, = ®

27



Kiihtyvyyden ja massatiheyden maaraaminen |

D(z):n kaavasta saadaan lauseke

voimalle fz(2), bay !
Do
dIn[D D
fule) = o 0D Dol | |
Havaitaan gK-tahtien jakaumaa ja N K |
kaytetaan havaintotulosta ¢
022161{111871 ool [ 1 X
°© \ N tL,-‘..] 3
Pienilla zn arvoilla —f; < z —fR °
el
- harmoninen voima ' 1‘ A
Suurilla zn arvoilla —f;:n kasvu on W b
hitaampaa Y

o Soo looo 1500

2Lpel 28



Kiihtyvyyden ja massatiheyden maaraaminen Il

Saadun f;(z)-kayran avulla voidaan madrata massatiheys pg
Auringon lahella

Poisson’n yhtalo sylinterikoordinaateissa:

O o

o r 0z

Johdetaan ensin radiaaliset termit jotka ovat paljon pienempia
kuin z-suuntaiset termit
o2 0 20¢ dO
fr:_ﬂj_j_ﬁzicic
r af r rodr

Auringon lahella voidaan kayttaa Oortin vakioita:

— =L L= _2(A-B)(A+B)=-162km?s 2 kpc 2
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Kiihtyvyyden ja massatiheyden maaraaminen I

Sivun 28 kuvasta saadaan z-suuntaiselle komponentille:

— <8f2> =2.510"" cms~2/100pc ~ 81 x 10731572
0z ),

r-suuntaisen komponentin numeroarvoksi saadaan:

9 T —2(A—B)(A+B)~ —1.7 x 10731572

Auringon lahiympariston tiheydeksi saadaan
po =793 x1073"s72 /(47G) =~ 9.5 x 10~ 2* gcm 3

Paikallinen massatiheys on siis
po ~ 1072 gem™> = 0.14 Mg pe 3
Viimeaikaisissa tutkimuksissa on saatu vahan pienempia

arvoja, po ~ 0.12 Mg pc=3 (esim. Widmark & Monari 2019) “



Widmark & Monari (2019, MNRAS 482, 262): Auringon lahitahtien
(d < 160 pc) z-etdisyyksien ja z-nopeuksien (w) jakaumat kayttaen
Tycho-Gaia Astrometric Solution -luetteloa.
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31



Tahti kiertaa Linnunradan keskustaa keskimaarin pitkin ympyrarataa,
mutta samalla varahtelee seka radiaalisessa etta tangentiaalisessa
suunnassa.

Liiketta voidaan kuvata retrogradisella episykliliikkeella, jonka
periodi on Pesc/Prot = 0.74. Tahden rata ei siis ole suljettu kayra.

Vertikaalisessa z-suunnassa varahtelyn periodi on P, ~ 76 miljoonaa
vuotta. Aurinko kulkee aina ajoittain Linnunradan keskustason lapi.

Auringon keskimaarainen etaisyys Linnunradan keskuksesta on noin
500 pc suurempi kuin Auringon nykyinen etaisyys Ry ~ 8.2 kpc.

Linnunradan paikallinen massatiheys saadaan laskettua tahtien
z-suuntaisesta tiheysfunktiosta D(z) seka nopeusdispersiosta o.

Paikalliseksi massatiheydeksi saadaan py ~ 0.12 M, pc—3. Tasta
~ 10 — 40% on pimeaa ainetta. Pimean massan osuus kasvaa

galaktosentrisen etaisyyden funktiona. 5
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