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T E O R E E T T I S E N  A S T R O F Y S I I K A F '  " ' R U S K U R S S I  

TEOREET I SEN ASTROFYS I I KAIJ PA I KKA T&IT IT I ETEESSA 

Tahtitiede voidaan karkeasti jakaa kahteen osa-alueeseen: 

astrofysiikkaan seka klassiseen tahtitieteeseen, joka kasittaa lahinna 

positioastronomian ja taivaanmekaniikan. Astrofysiikka tutkii nimensa 

mukaisesti taivaankappaleita fysiikan menetelmin. Paaasiallisesti analy- 

soidaan taivaankappaleiden lahettamaa sahkzmagneettista sateilya. Taman 

lisaksi havaitaan myos avaruudesta saapuvaa kosmista sateilya (e-, d. , ...), 
neutriinosateilya seka toistaiseksi viela hypoteettista gravitaatiosatc?ilyZ. 

Tahtitieteen nykyisesta tutkimusty8sta varsin huomattava osa (noin 80 %) 
kuuluu astrofysiikan piiriin. 

Teoreettinen astrofysiikka pyrkii yleisiin fysiikan teorioihin 

nojautuen selittamaan taivaankappaleista saatuja havaintoja. Tata varten 

on tunne t t ava 

1) sateilyn ominaisuudet, sen syntymekanismit taivaankappaleissa, sen 

eteneminen ja absorptio seka 

2) taivaankappaleiden fysikaaliset ominaisuudet kuten dynaamiset 

tekijat , rakenne ja kehitys. 
Jotta havainnot voitaisiin tyydyttavasti selittza, laaditaan kohteesta 

teoreettinen malli, joka on aina yksinkertaistettu kuva todellisesta 

taivaankappaleesta (esim. tahtimallit, atmosf3arimallit, tahtienvalisten 

pilvien mallit, galaksien massamallit). Vertaamalla mallia havaintoihin 

voidaan mallia tasmentW. Toisinaan vertailu my8s osoittaa, etta 

kohteesta ei viela voida laatia luotettavaa, yksityiskohtaisempaa mallia 

puutteellisten havaintojen vuoksi tai koska ilmi85n vaikuttavia tekij6itZ 

ei viela riittavasti tunneta. 

Astrofysiikka'on sovellt?ttua fysiikkaa siina mielessa, etta labora- 

toriokokeisiin perustuvia fysiikan lakeja sovelletaan sellaisinaan taivaan- 

kappaleisiin. Voidaan tietysti kysya, onko tama oikeutettua, kun tarkas- 

tellaan ajallisesti ja paikallisesti hyvinkin kaukaisia kohteita. Kokemus 



on osoittanut, etta nain menetellen on havainnot voitu selittaa. Koska 

astrofysiikan kehitys on jo noin 100 vuoden ajan ollut hyvin menestykse- 

kasta, ei ole mitaan syyta luopua oletuksesta, etta "taivaallista" 

fysiikkaa ja maanpaallista fysiikkaa hallitsevat samat luonnonlait. 

Tuon tuostakin esiintyy tosin spekulointia siita, etta tahtitieteelliset 

havainnot voisivat johtaa "uuteen fysiikkaan". Tahan on viitattu mm. 

galaksien punasiirtymailmitin, kvasaarien energiantuoton seka pulsarien 

sateilymekanismin yhteydessii. Lahinna voitaisiin "uutta fysiikkaa" 

ajatella 18ytyvan erittain voimakkaista gravitaatiokentista, joita 

esiintyy neutronitahtien ja toistaiseksi hypoteettisten mustien aukkojen 

yhteydessa. 

TahtitikLccL1 9iirissH luotiin viimeksi uutta fysiikkaa Kopernikuksen, 

Keplerin ja Galilein toimesta, joitten havaintoihin nojautuen Newton rakensi 

kokonaan uuden mekaniikan jarjestelman. Planeettojen liikelakien selvitta- 

misen myBta muotoutuivat massojen yleisen vetovoiman kasite seka dynamiikan 

periaatteet. Mekaniikka hallitsi sitten fysiikkaa ja taivaanmekaniikka 

tahtitiedetta aina 1800-luvun puolivaliin saakka. On jotenkin paradoksaa- 

lista, etta juuri taivaanmekaniikkaa ei katsota astrofysiikkaan kuuluvaksi, 

vaikka taivaanmekaniikka tavallaan loi pohjan koko nykyiselle fysiikalle! 

Ta11Z on lahinna historiallinen selityksensa: taivaanmekaniikan havainnot 

perustuvat taivaankappaleiden koordinaattimittauksiin, astrofysiikka sen 

sijaan kayttaa "uudenaikaisempia", etupXHssH sateilya kuvaavia havaintosuu- 

reita. 
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2, T A H T I E N  A T M O S F i i A R I T  

2.1 SATEILYN EMISSIO J A  ABSORPTIO 

Lahes kaikki taivaankappaleista saatava tieto tulee sateilyn valityksella. 

Siksi astrofysiikan kannalta tarkein materian ominaisuus on, etta se 

absorboi ja emittoi sateilya. 

a) Sateilyn intensiteetti Iy (Specific Intensity) 

aan pix 

Tarkastellaan pinta-alkion dA lapi menevZ sateilyenergiaa. Pinta-alkio 

voi olla "tyhjassa" avaruudessa tai taivaankappaleen pinnan osa. Pinta- 

alkion lapaissyt sateilyenergian mI8ra dE, on verrannollinen sateilyn 

taajuuskaistaan (),,t,+dy), avaruu~kulma-alkioon d m ,  tarkastelusuuntaa 

dl - ~ ( 8 ,  $b) vasten kohtisuorasti olev ~ta-alk - kastelu- 

ajan pituuteen dt - 
%. = pinnan - n = tarkastelusuunta (8 ,$) 

dE, (e,+) N dv d A 

dE,,(e,@) = I,(e,#)dvkodA,dt 

Sateilyenergian lausekkeessa esiintyvalle verrannollisuuskertoimelle I,, 

saadaan taten seuraava maaritelma. 

MilliR. Slteilyn intensiteetti IL, tarkastelusuunnassa ( 8 ,  I $ )  on 

(8,# 1-keskisessa avaruuskulma-alkiossa d w  oleva sateil. 

teho taajuusyksikkSa ja pinta-alayksikk uunta) 

koht i . 



MONOKROMAATTISEN 
SATEILYN INTENSITEETTI 

ev W (huom. s.r = steradiaani) 
S ; d . H + S t  

Sateilyn intensiteetti I,, riippuu tarkastelupisteen paikasta (x,y,z) 

tahden atmosfaarissa seka sateilyn suunnasta (sateilyn ei nimittiiin tarvitse 

olla isotrooppista: 

Pa1losymmetrisiss;i geometrioissa riittal argumenteiksi kulma 8 seka tarkas- 

telupisteen syvyys x tahden atmosfZarissZ (tahden pinnalla x = 0). 

Sateilyn kokonaisintensiteetti suunnassa 8 saadaan integroimalla 1. 
yli kaikkien taajuuksien: 

KOKONAISINTENSITEETTI 

HUOM. Mikali intensiteetti I, halutaan ilmoitt 

d X  kohden, on differentioitava yhtalii 

d y = - C d *  v =r 3e 

seka huomioitava, etta kummassakin tapauksessa on sateilyn 

kokonaisintensiteetti oltava sama: 

Vastaavasti 

Than johdosta saman kohteen (esim. galaksin) I> - ja I,- 
spektrit poikkeavat toisistaan: 



I v  kaltevuus johtuu relaatiosta 

Sateilyn keskimlarlinen intensiteetti JL ma8ritelllan intensi- 

teetin keskiarvona yli kaikkien suuntien: - 

MONOKROMAATTISEN SXTEILYN 
KESKI-INEN INTENSITEETTI 

HUOM. Avaruuskulma w mllritelllln seuraavasti. Kun yksikkij- - 
slteiseen palloon sijoitetaan kartio siten, att2i kartion 

karki (jonka kulma = W )  on pallon kaskipisteessl, leikkaa 

kartio pallosta alueen, jonka pinta-ala = 4). Jos pallon 

sade on mielivaltainen slde r, pltee 

Nlin ollen keskimaarlinen siiteilyintensiteetti voidaan kirjoittaa muotoon 



b) Pintakirkkaus ja sateilyn intensiteetti 

Havaittaessa pintamaista kohdetta (esim. Aurinkoa, kaasusumua, galaksia, 
taustasateilya) puhutaan pintakirkkaudesta, joka mitataan yksik8issZ 
W-~HZ-'s~-' (radioastronorniassa) t -1 -2 A-l -1  s cm sr (optisessa 
astronomiassa) tai lom t ~ h t e ; i / ~ ~  ( (taustataivaan fotometriassa) . 

Kun tarkastellaan lahteen pinnasta ulos tulevaa sateilya, puhutaan 
siiteilyn intensiteetista. Merkitazn seuraavassa kohteen sZteilemZi 
intensiteettia I( 8 , $ )  ja havaitsijan rekisterijimaa pintakirkkautta 
I , . Seuraavassa osoitetaan, etta I = I' 

- 
?Z -B - lahde 7~ 

sateileva 
pinta-alkio 

detektorin 
pinta-alkio 

Lah~een pinta-alkion emittoima teho: dE, Ldt = I, cosedAd3 d w  
Havaitsijan rekisterijima pintakirkkaus: 

Voidaan todeta, etta havaittu pintakirkkaus on sama kuin lahteen 

dE,/ d!t - I, cos 8 dA dlydcc, - 
cos 9' df+' dl) dw' 

sateilyintensiteetti seka riippumaton havaitsijan ja lahteen 

use' 4s' 
d o  = t, 

vBlisestl etPisyydestP (niin kauan kuirrP absorptiota ei esiinny). 



ESIM. Jos Auringon etaisyys olisi puolet nykyisestii olisi - 
pintakirkkaus edelleen sama 

= I 

rlnca-alkion dA 1ii1 

kasvaisi nelinkerti 

)L menn 

3iseksi 

~yr: sarrellyceno sen sijaan 

c) Sateilyvuon tiheys ..v9 (Flux d e n ~ i t - ~ ~  

Tarkastellaan kaikista suunnista pinnan dA lhrl m c u c v a a  slteilytehoa, 

jonka taajuus on valissii ( Y ,  Y + dV 1. 

dl- - 4 %  = - - dEv cose A w 
dt d d t  d A c o s 8  AUdW - 

d A l  

cos e A c 3  

MONOKROMAATTISEN 
SATEILYWON TIHEYS 
(pintatiheys) 

Siiteilyn kokonaisvuon tiheys saadaan integroimalla yli kaikkien 

taajuuksien: 

KOKO IN TIHEYS 

. . 

HUOM. 1 Optisessa astronomiassa kutsutaan siiteilyvuon tiheyttii usein 

lyhyesti vain sateilyvuoksi (flux) . 
HUOM. 2 Radioastronomiassa merkitaiin muodollisesti siiteilyvuon tiheyttii 

symbolilla - Su ja liihteen pintakirkkausjakautumaa symbolilla 

dv ( e( , 6 ) , miss= d = rektaskensio ja 6 = deklinaatio. 



Optisessa astronomiassa I Radioastronomiassa 

miss2 
A. = antennin efektiivinen pinta-ala 
A9 = vastaanottimen kaistaleveys 
f = antennin keilakuvio, joka kuvaa 

miten tehokkaasti antenni vas- 
taanottaa radiosateilyg eri 
suunnissa. 
Normalisointi: f(8 = 0) = 1 

Tekija 4 johtuu siita, etta radio- 
teleskoopilla saadaan vain toinen 
polarisaatiosuunta havaittua 

Yhdistettiiessa antenni kohinaputkeen, antaa kohinaputki tietyssa 
lamp8tilassa T saman tehon kuin havaittu radiolshde: 

- - 
'lahde 'kohinaputki = k-hY-T, missa k = Boltzmannin vakio 

Kun yo. ehto on taytetty, kutsutaan kohinaputken lampbtilaa 
anten 

Mittaamalla radiolahteen teho saadaan dekonvoluutiolla lahteen 
pintakirkkaus masritettya. 



TT Erotetaan seuraavassa tar~astelupinnasta ulos tuleva szteilyvuo ( 0  < 8 
pinnan sisazn menevlstl slteilyvuosta ( % <  8 <TT +cosB< 0). Tiillbin on 

r/a 2lr *+ p = 5 (x) ={r  I c e s e s L m e d e d $  
out 0 0 

= v- (X) = - 1r.1 COSG,ilkb de d$ (huom. miinus-merkki, jotta saa- 
In "/I% o L O  taisiin positiivinen tulos) 

Nettosateilyvuon tiheys on taten 

ESIM.l Isotrooppisessa sateilykentZssB intensiteetti ei riipu kulmasta: 

1(x,3,$) = ~(x). TB11Gin 

HUOM. Isotrooppisessa ~Hteilykentlssa on kokonaisvuon tiheys ? = 0 : 

?in = Tout ==$ 9 (x) = Fout(x)-  tin(^ = O 

Kun oletetaan, etta t2ihden ulkopuolella ei ole szteilylahteitii, on tshden 

p innall a - 3 ?(pinnalla) = F . TPllbin .I out 

vst STr J,I I, case ~-ke B B  A@ - - =  - = I  Pr out 1.5 C O S ~  sLe ) e v # 

Tr 
Toisaalta on tahtikiekon yli havaittu keskima8rZiinen intensiteetti 

- S L , miss5 A A  = R ' A ~  I = ,  out 

== Ad @+> havaitsija 

- 0  S.S 1. tx.e.~~s;~.\ectect6 - 
7- a= 

- Tout & I --=k 
out- -n- -rr 



Koska molemmat tarkastelut antoivat saman lopputuloksen, voidaan tulos 
tulkita seuraavasti : tahden pinnalla esitta2 

- - F jV  = 1 -  + keskimiiaraistii sateilyn intensiteettia 

a) yhdesta pisteesta kaikkiin suuntiin 

b) kaikista pisteista yhteen suun~aan a 
ESIM. 2 Auringon kokonaisvuon tiheys Maan ilmakehan ulkopuolella 

6  -1 -2 (ns. aurinkovakio) on 1 . 3 9 ~ 1 0  erg s cm . =Brit2 Auringon 
sgteilyintensiteetti seka kokonaisvuon tiheys Auringon 
pinnalla, kun oletetaan, etta sateilyn intensiteetti on 
suunnasta riippumaton. 

?6' Aur ingolle 

.+ 0 Havaittu pintakirkkaus I '  = - 
cg'o 

Sateilyn kokonaisintensiteetti Aur in? ;on pin 

Kokonaisvuon tiheys Auringon pinnalla: 
T, = -rr -. I 

7 To = 6 . 2 8 ~ 1 0  w/m2 = 62.8 MW/m 2 

nalla c 

2  Auringon energian tuotto on siten melko tehokasta : 10 m alue 
Auringon pinnalla sateilee 628 MW (vrt. Loviisan ydinvoimalat 
I  ja I1 tuottavat kumpikin noin 300 MW). 



d) Sateilyt - u - (Radiation Density or Energy Density) 

Sateilytiheys u on se ~Pteilyenergian mHPra tilavuusyksikkijl kohti, 
joka mielivaltaisena hetkenP kulkee avaruudessa tarkastelupisteen 
tilavuusalkion lPpi. 

sateilyenergia du = t ilavuusalkio 
dE ..P*dt - - = -  sP teho P =I cos8 I ~- d"-dV dAWds Y 

S~~TEILYTIHEY s 
(avaruus t iheys) 

e) Sateilypaine PR (Radiation pressure) 

intaa vasten kohtisuora voima paine = 
pinta-ala 

hv E miss2 fotonin 1iikem;iHrH p = - = - 
C C 

dE ICOS~~W~A gt d p = - =  
C C 

I 2. - - 1 cos dPR - C 



MikPli tarkastelukohteessa sateily absorboituu ja emittoituu sata- 

prosenttisesti (ts. kyseessa on ns. musta kappale), on kohteessa 

vallitseva paine P = PR. 

ESIM. 1. marit2 sateilypaine taysin mustalle pinnalle, kun 

sateily tulee kohtisuorasti pintaa vasten. 

ESIM. 2. Elrit2 sateilypaine tzysin heijastavalle pinnalle 

isotrooppisessa slteilykentassl (I( 0 ,$ ) = I) 

R 
1 [rcos%e $ i q e d * A ~ ,  'P = -  
C 

0 0 d; - 

Verrattaessa tlra slteilytiheyteen u = 1 
havaitaan, ett2 



MZlritellPB ksi viela pari funktiota, joita tullaan kaytt5miian 

sXteilynkuljetusluvussa (Eddingtonin kayttzmat merkinnzt) 

NBitten hieman keinotekoisten suureitten avulla saadaan sateilyintensi- 

teetille "matemaattisesti kauniita" cose -momentteja: 

2.1.2. Mustan kappaleen ssteily 

Musta kappale miiSritellP8n kappaleeksi, joka abso 

mybs emittoi) kaiken siihen osuvan siiteilyn. 

Esimerkiksi szteily, joka tulee ulos pienen 

aukon omaavasta rnustasta laatikosta vastaa 

melko hyvin mustan kappaleen s2teilyS. 

a) Planckin ~Zteilvlaki 

rboi (, ja vastaavasti 

Max Planck havaitsi v. 1900, ettl mustan kappaleen ~Pteilyintensiteetti 
riippuu yksinomaan siiteilyn taajuudesta ja 1Zmpbtilasta (T=T~~) : 



PLANCKIN M I  (v. 1900) 
(mustan kpl :een sateily- 
intensiteetti 

-34 Planckin vakio h = 6.626. erg*s = 6.626-10 Jo 

Boltzmannin vakio k = 1.380*10-~~ erg/K = 1.380*10-~~ J/K 

erg9s-s 2 ' - - erg tai W 
P v l =  s 3 wan 2 1 s 0-• sr s cm2 *HZ. sr s m2*Hz*sr 

L. 

HUOM. 1 . Kaiken sateilyn absorboivan j a emittoivan kappaleen sateily- 

intensiteettil merkitaan omalla symbolilla By (B kuten 

brightness tai black body), jotta se heti erottuisi ei-termi- - - 
sistZ sZteilyintensiteettilausekkeista. 

2. Mustan kappaleen sateily ei riipu kappaleen materiaalista. 

Jos esimerkiksi kahden eri mate- 

riaalista tehdyn mustan kappa- 

leen valiin pannaan suodatin, 

joka lapxisee vain taajuuden Y 

seka oletetaan, etta kappalei- 

den siiteilyintensiteetit ovat 

erisuuret, mutta lampijtila 

sama, niin 
'T' 
taajuus-suodatin 

I > I = energia si i kappaleesta 1 
kappaleeseen L vaikka kappaleillaon 

sama lamptitila 

=> ristiriita termodynamiikan I1 paasPlnn8n 

kanssa 

Ts. musta kappale sZteilee samassa lZmp8tilassa aina samalla 

intensiteetilla riippumatta kappaleen koostumuksesta. 



Johdetaan seuraavassa Planckin laki aallonpituusyksiki3issa. 

Kokonaisintensiteetti oltava sama kumssakin tapauksessa; 

HUOM. B x  # B, .- 

Tarkasteltaessa mustan kappaleen lahettamaa suurtaajuista-tai-hyvin 

pienitaajuista sateilyx voidaan Planckin lakia approksimoida seuraavasti. 

1) Wienin approksimaatio, kun hy/kT >> 1 

W- r8ntgen- ja sateilyn tapauksessa - -9- - - - - - - E-- - - - 

----- 
2) Rayleigh-Jeansin approksimaatio, kun h u l k ~  << 1 

Tam2 approksimaatio pat 

Esim. arvoilla 2 = 1 n 

.tann5llisesti katsoen koko radioalueella. 

= 1 K on virhe vasta noin 1 %. 



HUOM. Koska radioalueella sateilyn intensiteetti on verrannollinen 

lampbtilaan, kaytetaan radioastronomiassa yleensa 1Zmpbtilaa 

sateilyn intensiteetin mittana. Rayleigh-Jeans approksimaatio 

darittelee ns. kirkkauslampbtilan T (brightness temperature) : b 

Mustalle kappaleelle 1, = ' kT - 
2% 

Mybs silloin, kun kyseessa ei ole terminen, mustan kappaleen 

sateily, kaytetaan kirkkauslampbtilaa intensiteetin muodollisena 

mittana. Tallgin Tb vastaa sita lhpbtilaa, mikg mustalla 

kappaleella pitaisi olla, jotta sen sateilyn intensiteetti 

kyseisella taajuudella olisi sama kuin havaittu, ei-termisen 

kohteen intensiteetti. 

Fig. The RnyleighJeawrndiatio Ph*hwdk~t ion  --mic s c d e m v i t k b r i ~ h t n e s e q d  ~ n ~ c ~ e ~ ~ ~ ~ - ~ i + ~ ~ c k ; r a ~  
M a function of f q u m c y  B (v )  (left and bottom da) .ad M a function of wavelength tjo&law C- at  long d e n * ,  wb BI (right and top dm). Wavelength ineraks to the right. the Wien-rndistion-law curve coincides wi 

the Planck curve at short wavelengths. 



b) Wienin siirtmlaki 

ateily avaitsi, ettii ~leen s intensiteetin maksimi 

siirtyy lampotilan kasvaessa kohti pienempia aallonpituuksia siten, 

ettl 

xmax * T  = vakio = 0 .2 ;  :m*K WIENIN SIIRTYMii LAKI 

missa Amax = Planckin f unktion (B~) maks imikohdan aallonpituus 

ESIM. 3K-taustassteilyn = 0.29 cm*K 
3 K w l m  max 

dB ., (T) 
HUOM. - Amax on ni an B -funkti simikohta: = 0 a 

d X  
C 

max # -  koska B, B2 
2 max 

C saadaan maksimoimalla funktio B, = - 
y2  Ba Ht => YmaX = 5.8787-T ?j- 

c) Stefan-Boltzmannin laki 

w 
Sateilyn kokonaisvuon tiheys on * = 5 %' dv 

Y 
0 + ,  Mustan kappaleen isotrooppisessa slteilykentassa . = .. &Y - 

-. 

Stefan- -Bo 1 t zmann in vakio 

STE - .  qIN LAR 

. mustan kappaleen kokonai 



Kokonaisvuontiheys on siten verrannollinen lampiitilan 4. potenssiin. 
Stefan-Boltzmannin lain avulla maariteltya lampiitilaa kutsutaan 

efektiiviseksi larn~otilaksi T --: 

T out = . d ~ ~  eff + Tef, 

HARJ.TEHT. Johda Planckin laista lahtien Stefan-Boltzmannin laki seka 

Wienin siirtymalaki. 

een sat heys 

Isotrooppisessa sateilykentassa on sateilyn energiatiheys 

Mustan kappaleen monokromaattinen energiatiheys on siten 

MONOKROMAATTISEN SATEILYN 
ENERG IAT IHEY S 

Integroitaessa yli kaikkien taajuuksien seka huomioimalla Stefan-Boltzmannin 

-- laki saadaan 

MUSTAN KAPPALEEN SATEILYTIHEYS 

4d 7.5634010 -15 erg vakio a = - = C cm3 * K ~  



ESIM. MZarita sateilypaine Auringon atmosfa2iriss3 (T = 5700 K), 
kun oletetaan, etta Aurinko on isotrooppisen sateilykentan 

omaava musta kappale. 

= 1 x7 .5634x10-l5 x 570 P~ 3 
= 2 - 6 5  

cm" cm 

dyn Auringon atmosfaarissa on kaasunpaine P a 800007  , joten 
gas cm 

sateilypaineella ei merkitysta Auringon atmosfZarissii. (Sen sijaan 
6 -2 

Auringon keskustassa, jossa T ?u, 15*10  K on PR = 1 . 1 8 * 1 0 ' ~  dyncm ) 

ESIM. Sateilypaine ylijattilaisen atmosfllrissl, jossa T = 10000  K. 

1 -2 = - a~~ = 25 dyn cm P~ 3 
- 2 

Koska kaasunpaine P W 100 dyncm on szteilypaine huomioitava 
gas 

ylijattilaisten atmosfaareiss0. 

2.1.3 Sateilyn emissio- ja absorptiokerroin 

a) Sateilyn emissiokerroin 

Tahden tilavuusalkion dV avaruuskulmaan 

d m  sateiled energia taajuusv~lissl 

( 2, , V + 4 9 )  on verrannollinen alkion 
massaan dm = 9 dV. 

Tarkasteltaessa tilavuusalkion kaikkiin suuntiin sateilemZZ energiama8raa 

on integroitava yli kaikkien suuntien ( 4 d ~ 3  = 4TT ) , jolloin 



T a d  earittelee verrannollisuuskertoimen By , jota kutsutaan 
emissiokertoimeksi 

EMISSIOKERROIN 
(massayks ikk6a koht i) 

- i- 51,,dw HUOM. KeskimZlrlinen intensiteetti: J, - q-rr 

b) Sateilyn absorptiokertoimet ja optinen syvyys 
I 

Kaytetaan seuraavia merkint6ja: 

d 2, = yhden atomin absorpt iokerroin 

[o( = cm 2 
go a 

T e  HUOM. Atomin ns. efektiivinen pinta-ala (vaikutusala) = ( d y  A Y  - 
0 me' C 

)t = t ilavuusabsorptiokerroin 
, 

(kts. luku 2.5.2.e) 

(C = N d , , missa N = taajuudella Y absorboivien hiukkasten 
lukumaara kuutiosenttimetriss2 

kemial 3 koost K, riippuu ma lisest; .umuksesta, sateilyn taajuudesta, 

paineesta ja lamptitilasta. 



k,, = massa-absorptiokerroin 

k, = -!b , miss% 9 = absorboivan vgliaineen tiheys 
9 

k, kuvaa siten sateilyn absorptiovaikutusta valiaineen yhta gramma kohti. 

Absorption johdosta pienenee intensiteetti sateilyn kulkiessa valiaineen 

lap i : 
& I V / I V  

A1 = - K ~ ~ X  I,, + I T w = -  Tilavuusabsorptiokerroin Ax 
ilmoittaa tgten intensiteetin 

'Y.. suhteellisen vzhenemisen 

. . .  . . .  matkalla dx , 

KZytettaessP massa-absorptiokerrointa k, on 

dl, = - ~ k , d r I ,  

- {p(*')k,c*')dx' 
I,c4 = I,, e ' 

Earitellaan valiaineen optinen syvyys : 

Tiheyden ja massa-absorptiokertoimen ollessa vakioita on 'F, C X )  = 9 k, X 



1  ESIM. Kun T,= 1  => I, = - 1 ts. intensiteetti pienentynyt osaan e - = 0.37 
e 

Optinen syvyys kuvaa valiaineen "lapinakyvyytta". Mita suurempi y ,  
sita suurempi ekstinktio (ts. absorptio ja sironta) kyseisessz 

valiaineessa eli sit2 huonompi "lHpinakyvyysl'. 

C )  Sateilypaine osittain absorboivassa valiaineessa 

Sateilypaineen aiheuttaman mekaanisen voiman suuruus riippuu siita, 

kuinka suuri osa sateilysta absorboituu tarkastelukohteeseen. 

Jos kaikki sateily absorboituu tarkastelukohteeseen, on paine P yhtasuuri 
kuin mustan kappaleen sateilypaine (kts. luku 2 . 1 . 1  .e) : 

Mutta, jos tarkasteltavaan massa-alkioon absorboituu vain osa sZteilyst2, 

on tietysta suunnasta 8 tulevan sateilyn synnyttad paine 

d'P, (9) = 1 I,@, 4) C O ? ~  d~ Adv dyp , miss2 optinen syvyys dy, 
C kuvaa absorption 

osuutta 

Tasapaksulle levymaiselle massa-alkiolle on optinen syvyys 



LevydisessP valiainekerroksessa on suunnasta 8 tulevan slteilyn 
synnyttad paine siten 

Huomioimalla kaikista suunnista saapuvaa slteilya saadaan 

Integroimalla yli sateilyn kaikkien taajuukslen saadaan 
- 

5 kvvVdv = keskim$arainen 
5 %p ~9 absorptiokerroin 

SATEILYPAINE OSITTAIN ABSORBOIVASSA 

~XLIAINEKERROKSE SSA 

Tarkastelukohteeseen vaikuttava mekaaninen voima on siten 

Voima yhta hiukkasta kohden on taten 

d 

miss2 n = hiukkasten lukumaara 
tilavuusalkiossa . . V 

m = yhden hiukkasen massa 

MASSAHIUKKASEEN m VAI A VOIMA 

Sateilypaineen ansiosta saa massahiukkanen m kiihtyvyyden 

SATEILYPAINEESTA JOHTUVA 

HIUKKASEN KIIHTYWYS 



ESIM. AO-luokan t2ihden atmosfiiarissa on 

T = 10 000 K - 
k = 27 

8 W  ?= 6~~ = 5.67.lO1' erg = 5.67.10 - 
s-cm 2 m 2 

Szteilypaineen gradientti o 18in 

ja :hiukkasen, saama kiihtyvyys 
- 

a = - =  cm k'T . 510 7 = m 
R 5.1 - 2 (vrt. havaittuun aurinkotuulen 

C S S m efektiin a %$ 1 - ) 
S 2 

d) Kirchhoffin laki 

rr 9" 
Sateilyintensiteetin nettomuutos tiihden 
atmosfaiirissii syvyydessz x olevassa 
tilavuusalkiossa on 

d I, = emittoitunut keskimaiir. intensiteetti - ) absorboitunut intensiteettil 
L V 

J 

1 
4 

d ~ .  = -1,dw k,dx I, (kts . b-kohtaa) 
'IT 

= g i ,  & (kts. a-kohtaa) 

MikSli kohteen emittoima sateily riippuu vain lamptitilasta on 
I,= B v ( T )  = Planckin funktio. Ta118in intensiteetin nettomuutos dI, = 0 
Jos esimerkiksi tarkasteltava tilavuusalkio pantaisiin mustan kappaleen 
sisalle, olisi saapuvan sateilyn intensiteetti I, = B, (T). KO. tilavuus- 
alkio asettuisi silloin my8s lffmptitilaan T ja sen emittoima sateily olisi 
myZiskin mustan kappaleen sateilya. 



tarkasteltava 

KIRCHHOFFIN LAKI (v. 1860) 

(patee, kun emissio riippuu 
vain 1ampBtilasta) 

2.2.1 Yleista 

Fotonien liikkuessa valiaineessa tapahtuu t8rmZyksiii viiliaineatomien kans- 

sa. Naissa vuorovaikutusprosesseissa fotoni voi vastaanottaa energiaa seka 

jalleen luovuttaa sen valiaineelle takaisin my8hemmissa t8rmiiyksissa. Ener- 

gian kuljetus slteilyn avulla perustuu siihen, ettP tahden kuumemmassa osas- 

sa emittoituneet fotonit absorboituvat kylmemmassl osassa siirtiien nlin 

energiaa ulospain. Esimerkiksi Auringon keskustassa syntynyt energiapulssi 
6 tarvitsee keskimiiarin noin 10 vuotta, ennen kuin se fotonien ja kaasuato- 

mien satunnaisten tiidysprosessien valityksella kulkeutuu Auringon pinnal- 

le. 



Vuonna 1906 Karl Schwarzschild osoitti, etta Auringon fotosf3arissZ ener- - 
gia siirtyy sgteilyn avulla. Hanen stationagristen sgteilykenttien teori- 
ansa kuuluu tahtien teorian peruspilareihin. 
Energia voi siirtya paitsi sateilyn avulla myijs konvektiolla (massavirta- 
usten avulla) sekl johtumalla. LPmrnijn johtuminen on merkityksetijn taval- 
lisissa tahdissa, valkoisissa kaapiijiss2.i sen sijaan se on tarkea. Vuon- 
na 1930 Unsijld esitti Auringon konvektiokerroksen olemassaolon. Auringon 
energiankuljetuksen rakennernalli oli talltiin seuraava: 

Auringon havaittu sateily on peraisin Auringon eri pintakerroksista. Se, 
mitenka syvalta sateily on peraisin, riippuu ylempien kerrosten absorptio- 
ominaisuuksista - eri kerroksilla on nimittain erilainen lamptitila, emis- 
sio- ja absorptiokerroin. 

alue 

r < 0.76 Re . 

0.76 R < r < 0.9995 Re 
0 

r > 0.9995 Re 

energian kuljetustapa 

sateilynkuljetus 
konvekt io 
sateilvnkulietus 



Toisentyyppinen sateilynkuljetusprobleema esiintyy tahtienvalisessa pil- 
vess:, jossa on huomioitava pilven oma emissio seka pilven takaa tulevan 
sateilyn heikentyrninen. Lisaksi osa pilvessa syntyneesta sateilysta ehtii 
absorboitua pilveen ennen kuin se saapuu havaitsija 

P T.LV I 

HAVAIT SI JA 

Sateilynkuljetuksen probleema voidaan lyhimmassa muodossi rormuloida 
seuraavasti: 

, missa N = fotonien lukumaar3 faa- 
siavaruuden alkiossa (d3r d3 k) 

. - 

- 
k = aaltoluku = 9z 

. . -  - 2 ( =k&) 

Sateilynkuljetusprobleeman yleinen ratkaisu johtaa "hankaliin" differen- 
t iaal i - in tegraal iyhtal i j ih in .  Sopivilla fysikaalisilla approksimaatioil- 
la ratkeaa probleema matemaattisesti yksinkertaisellakin tavalla. Kaytan- 
niissa nam2 likidargiset ratkaisumenetelet ovat osoittautuneet optima- 
lisiksi tarkkuuden suhteen tahtitieteen tietyissa tarkastelukohteissa. 

- Astrofysiikan peruskurssilla tutustutaan vain sateilynkuljetusyhtiiliin 
approksimatiivisiin ratkaisumenetelmiin. 



Tarkastellaan tahden atmosf~arissa syvyydessa x olevaan sylinteri- 

maiseen tilavuus 

tilavuusalkiosta 

alkiool 

avarui sskulma 

taajuus on valissa ( '3, V + d 3  1. 

Merkitaan 

1, = tilavuusalkioon saapuvan 

sateilyn intensiteetti 

I, +dI, = alkiosta emittoituvan 

slteilyn .intensiteetti 

tilavuusalkiosta 

1 energia 

) saapuvaa sateilya seka tasta 

1 '  emittoituvaa sateilya, jonka 

tahden pinta 7 

tilavuusalkioon 

saapuva energia 

tilavuusalk. - 
absorb. 

tilav .allci.on 

emitt. ererg. 

dx  AS = - 
cos e 

dT,, = - k,n dx (AT 4 4  d ! x )  

merkitaan : 

& = S 2 lahdefunktio 
k v  (source function) 



2 . 2 . 3  Lahdefc 

Lahdefunktion muoto riippuu tarkastelupisteessZ vallitsevista fysi- 
kaalisista olosuhteista. Seuraavassa eraita tarkeita rajatapauksia. 

) Oletetaan puhdas absorptio ja paikallinen termodynaaminen tasa- 
paino (LTE = local thermodynamic equilibrium, kts. luku 2 . 3 .  

Riippumatta saapuvasta sateilysta ja absorptiotavasta emittoi,,, 
sateily aina ymparist8nsa vastaavassa lampijtilassa Planckin 
funktion mukaisesti. Tallgin patee Kirchhoffin laki: 

PLANCKIN FUNKTIO 

b) Oletetaan pelkka sironta tai monokromaattinen sateilytasapaino 

Koherentissa sironnassa emittoituu jokainen kvantti valittgrniisti 
samalla taajuudella, jolla se absorboituu. Sironta riippuu siten 
saapuvasta sateilysta. 

Lahdefunktio on tallgin = saapuvan sateilyn keskimZ3rZinen inten- 
siteetti (keskiarvo otettu yli kaikkien 
suunt ien) 



Isotrooppisessa sironnassa: 5 1 ~ 4 ~  
= 9 a w  

, missa I, = saapuvan 

sateilyn intensiteetti 

keskimaarainen mono- 

kromaattinan intensiteetti 

missa vaihefunktio p(cosy) on toden- 

nakbisyys, jolla sateily emittoituu 

suun taan 8' 
Normeeraus : & 4 fP (COS r) = 1 
Esim. 

Isotrooppisessa sironnassa p(cosr)=l 
3 Rayleigh-sironnassa p(cos I= T(l + coS3$) 

HUOM. 1 Kun 

saa 

lahdefunktio sijoitetaan sateilynkuljetusyht~lbbn, 
ntegraali-differentiaaliyhtal6 (ns. Milnen 

HUOM. 2 Kun atmosfaarissa tapahtuu yksinomaan sirontaa kaytetaan 

absorptiokeroimen k, asemasta sirontakerrointa 6 v  , 
jolloin d 7: = - d Y . 9 d x  Elektronisironnassa 6.= d . 

HUOM. 3 Sironta tarkeg planeettojen atmosfaBreissa sek5 tahtien- . 

valisessa pblyssa. Tahtien atmosfaareissa on sironta elektroneista 

huomioitava vain kuumimmissa tahdissa seka tietyissa 

ylijattilaisissa. 

Rayleighin Mien sironta isotrooppinen 
sironta (koko % 2 sironta : p(cos~)=? 
(koko 2 ) 

KUVA : Vaihefunktion p(cos.6) muoto erityyppisissa 

sironnoissa. 



c )  Oletetaan, ettz atmosfzzrissa tapahtuu sekii absorptiota ettii sirontaa 

dI, = - ( b , + d , ) ~ d s I ,  + j ,sds 
7- + 
ekstinktio- terminen emissio + sironnasta aiheutuva 
kerroin (olet. LTE) emissio 

Olettamalla isotrooppinen sironta ja huomioimalla dry = - ( kv + d v )  3 &X 
saadaan 

Me sirontakerroin = 'single scattering albedo' 
ekst inktiokerroin 

ry jolloin 1 -w, ilmoittaa todellisen absorption osuuden, 

saadaan sateilynkuljetusyhtalon lahdefunktion lausekkeeksi : 



Mikali energiankuljetus tahdessa tapahtuu yksinomaan sateilyn avulla 
(ts. konvektiota ei esiinny), vallitsee siiteilytasapaino. Energia- 
periaatteen mukaisesti on tahdessa tiilltiin sateilyn kokonaistehon 
pysyttava vakiona, ts. sateilyn kokonaisintensiteetin nettomuutoksen 
on oltava = 0 tarkasteltavassa tilavuusalkiossa, jossa itsessaiin ei 
oleteta syntyvan ydinenergiaa. 
Sateilynkuljetusyhtalij ilmoittaa szteilyintensiteetin nettom 
ds-pituisessa sylinterimiiisessa tilavuusalkiossa: 

Integroimalla yli kaikkien suuntien ja taajuuksien saadaan sateilyn 
kokonaisintensiteetin muutos dI tot Sateilytasapainossa on siis 

dltot = 0 

Harmaassa atmosfa~riss~ : $ 1 ~ ~ ~ 9  =)d (lyBY 



HUOM. 1 Kun siteilysuureesta jatetaan alaindeksi Y pois, tarkoittaa 

se, etta ko. sateilysuure on integroitu yli kaikkien taa- 

juuksien. 

HUOM. 2 Tietylll taajuudella Y ei yleensa pade: h*i,% = 4s k,9 5 ~ ~ 2  
Talli5in nimittain ei olisi sateilygradienttia tilavuusalkion 

paiden vZliss2, ja mitaan sateilynkuljetusta ei tapahtuisi. 

SBteilytasapainon seurauksena pysyy tasomaisessa atmosfaarissa sateilyn 

kokonaisvuon tiheys % vakiona. (Pallogeometrisisssa tilanteissa 
2 L =4Tr. CFf r vakio, olettaen, etta pallokuoressa ei ole sateily- r 

=a,, g* = i P 9  - 'RPP I,, ax 

= 0 sateilytasapainossa 

f = vakio out in 

HUOM. Kun = vakio, niin slteilykenttl kay sit3 isotrooppisemmaksi, 

mitii syvedlle tahden atmosf33riin mennaan. 

F .  Thc intensilica h mnd 1, innrase with dcpch whik nuinuiniy a . 
caucant diK- 4H. 



2.2.5 Sateilynkuljetusyhtalon maaraama intensiteettilauseke 

a) Sii tei lynkuljetusyhtal i jn  intensiteettilauseke 
- - - .  

Sateilynkuljetusyhtal6 kirjoitetaan yleensa differentiaaliyhtal6n 

muotoon, mutta se voidaan esittaa my5s integraalina. 

w - -  T*' - T,, 
costs &' => ~ , ( y , e ) =  \s,(~;)*e cos e I C G -  - s e c e  

- (T:'- T*)sec 0 
= rs,(ybl-e sec 0 a\' 

+ I 
Tarkasteltaessa tilannettatahden pinnalla, jossa yv = 0 , . 
saadaan sateilyintensiteetin lausekkeeksi : 

go - 7;' sec 8 I ,(o,e)  = I S ~ C T ' ) ~  .me ~7;' 
0 

INTENSITEETTI T m D E N  PINNALLA 



Bskeinen yhtalij voidaan ' j ohtaa' myos suoraan oheisen kuvan avul la 
tiihden pinta 

Optisessa syvyydessa CT, olevan dry paksuisen tilavuusalkion 
emissio on 

S, (T,) . d't, ser 0, 
v 

optinen matka-alkio suunnassa 8 - 
-r, soce 

T a d  emissio heikentyy tekijalla e sateilyn kul 

kohti tahden pintaa. Integrointi yli koko kuljetun matkan 

antaa edella esitetyn yhtalijn I ,(0,8 ) 

Erikoistapauksia : 

1) NakijsHdel kohteen pinta ( 8 = 0) 
go + I ( 0 , ~ )  = 5 su (~;)<~~ar; 
0 

2 funktio S, ei riipu optisesta syvyydesta T, 

Kun >> 1 : Ib(O,O) SSy 
Kun I",<< 1 : Iv(O,O) * sU[1 - (1 - T v +  ..., 

I (0,O) = S, -T, 

I myijs HUOM. Kun '?'+ 0 , ni in - I,+ 0 

Taten esimerkiksi koronan korkea 1;impijtila 

ei juuri lainkaan lisaa sateilyn intensiteettia. 

Edellisella sivulla ~SLLCLYLL sPteilynkulj=LubylltHlijn intensiteetti- 
lausekkeen avulla voidaan selvittPH lahdefunktion riippuvuus optisesta 

syvyydesta seka kytkea se havaitun I,(O,8) intensiteetin 0 - riippu- 
vuuteen (kts. luku 2.2.6.b : Auringon reunatummumisilmiij) seka 

emissio- ja absorptiokertoimien valiseen yhteyteen. 



b) Suureitten ja Ty yhteys sateilynkul jetusyhtiilijijn 
U 

Sate i lynkul je tusyht i i l i jn  mukaisesti on intensiteetti tahden pinnalla 

bD -YYV sec 8 
I, (o,@ = 5 S. (7;') e sere  dyM' 

ama sijoitetaan pinnasta ulos tulevan sateilyvuon tiheyden 

kkeeseen, saadaan > 
rr/qwoo r, cose  1 

(0) = S i , (o ,e )cos~dw ={ (5 ~,(r;)e - cos -. 8 ~ c s e - ~ i v ~ 8 d e & $ d ~ '  
W - 0  0 0  shema4 

huom. avaruuskulma integroidaan 
b- 

lT yli puolipallon (0 f. 8 C- y) 

'vrt. integraali- 
eksponenttifunktioon: 

a0 2 - T.! 

, = 2-n. ( s , c ~ ) A ~ :  5 e 
cos 8 k e d e  

0 0 

S~TEILYNKULJETUSYHT&~N 

MUKAINEN WONTIHEYS TAHDEN PINNALLA 

Merkitaan 

Kun lahdefunktio S, tunnetaan optisen syvyyden funktiona, voidaan 

integrointi suorittaa. Olettamalla, etta tahden atmosfaBrissZ 

vall it see paikall inen termodynaaminen tasapaino , voidaan S, (T:) ' 

korvata Planckin funktiolla B,, (TI. Jotta yo. integrointi 

voitaisiin suorittaa, on tallijin tunnettava T = T(T,). Mikali 

myijs sirontaprosessit on huomioitava, on l~mp8tilariippuvuuden T(Y,) 
IV &v lisaksi tunnettava sironta- ja ekstinktiokeroimien suhde a,= - "%+% 

seka vaihefunktio p(cosy). 
Ratkaisutien idea esitetty seuraavassa kaaviokuvassa ja siihen 

palataan viela luvussa 2.4 (tzhtien atmosfii~rimallien laskeminen). 



Olet. tunnetuiksi:T=T(T,,) atmos- 1 
f aar i- t Ep( 7; 1 
malleista * S,,( 'l', 1 => teorett. rY,OUt 

30 
p(c0st ' 

4 
vertailu . 

havaittuun Ty,Out 

M - 
"f eed-back" oletusarvoille - 

3hdetaan seuraavassa lauseke keskimaaralsel~e sateilyintensi- 
zet ille tahden atmosf aarissa opt isella syvyydella Tw . 

tahden pinta 

:a kerr oksista y l S s ~  enevan 

Sec 8 

'40 : - (T,'- T,, sece 1 , = s,(v) e sec 8 A T '  (huom. T: > T, ) 
'G 



YlemmistB kerroksista alaspain etenevan sateilyn intensiteetti 

tarkastelupisteessa P on 

'9 - Cyp - T,,' 1 sece I, (f,e) = - \s , (T: )  e sec a?' (huorn. T: < rv ) 
? o 
jott aisiin posit. lauseke (cose (0) 

Keskimaarainen intensiteetti : 

ylgspiiin suuntautuva alaspain suuntautuva 

sateily: integroitava sateily: integroitava 

ylemman puolipallon yli alemman puolipallon yli 

Sijoittamalla tahan sateilynkuljetusyhtal6n mukaiset lausekkeet 
+ - 
I, ja I saadaan 

00 ='% T"'-T* Ts -- = 'rw-ry) -- 
\s,~r:)67,'5e C O S ~  sihe de -$[s,(?,~tSe cos €3 s;r\e &".\ = y cos e Case b e  
TY 

0 0 ?'& 

Merkitaan 1 .  termissa 1 3' CoSB 'a 

integraaliek~~onetti £kt :n argument in 

oltava positiivinen 



Jotta viimeinen integraali olisi integraalieksponenttifunktion 

E muotoinen, on integroimisaajat. vaihdettava keskenaan 1 - 

SATEILYNKULJETUSYHTXL~N 

MUKAINEN KESKIM. INTENSITEETTI 

Integrointia varten on jllleen tunnettava lahdefunktio S ( T,'). 

Kun termodynaamisessa tasapainossa olevassa atmosfaarissl 

sateily seka absorboituu etta sirottuu, on llhdefunktio 
- 

n t  
Tama integraaliyhtllij voidaan ratkaista, kun W, , El ja 

,( r,' > r; ) ) tunnel 

~unnetaan:T=T(V~ ) atmosf.. >,,( 'r, I 
malleisti 

ry 

W, 

1 
L 

HARJ.TEHT. Osoita, etta tahden atmosfl~riss~ (optinen syvyys 

sateilyvuon tiheys on 
01 't" 

TV ((7, = -9n 5 S, W,.E,(T~-T,,)A~ -~~(s,cT~)-E+(~-T)~~~ 
'5 0 



a) Eddington-Barbierin menetelma 

Sateilynkuljetusyhtal8n maiiraama intensiteetti tahden pinnalla 

Integrointi voidaan suorittaa, kun lahdefunktio S,( Tv)  tunnetaan. 

Nykyaan lahdefunktio johdetaan nemeerisin menetelmin. Aikaisemmin se 

esitettiin analyyttisten funktioitten sarjakehitelmana. Esimerkkina 

Eddington-Barbierin menetelma, jossa S,( T') kehitetaan Taylorin 
Sc 

sar jaksi tietyn optisen syvyyden 7, ymparistijss;i : 

Sijoittamalla tama sateilynkuljetusyhtal88n seka integroimalla 
termeittain saadaan 

SC 
Kun yb =cos 0 3 1 2. termi = 0 

3. termi minimissaan 

Nlin ollen arvolla <= cos e saadaan hyvl likiarvo sateily intensi- 
teetille tahden pinnalla: 

Tama on yksinkertaisin yhteys, joka selittaa Auringon reunantummumis- 
0 

ilmiijn (Auringon kiekon keskipisteessa 9 = 0 + case.= 1 ja reunalla 

8 = 90' cos 8 = 0) sekl lahdefunktion riippuvuuden atrnosfaarin 

syvyyde sta , 



Tahden pinnalla on sateilyvuo yksikkzpinnan lapi 

Esittamalla S,('Y,) Taylorin sarjakehitelmana seka integroimalla 

termeittain saadaaan 

* 
Hyvl likiarvo talle lausekkeelle saadaan arvolla T, = 213 - 

Ts. tahden pinnalla vallitsevan sateilyvuon tiheyden avulla voidaan 

arvioida lahdefunktion suuruus optisella syvyydella T = 213 - 
Yhdistamalll molemmat tulokset saadaan 

HUOM. 1 Eddington-Barbierin relaatiot patevat tarkasti, kun lahde- 

funktio on lineaarinen (S, = a + b T,) ja pysyy vakiona 

fotonien vapaan matkan aikana. 

HUOM. 2 Eddington-Barbierin relaatiot patevat likimaaraisesti 

(virhe < 10%) liihdefunktioille, joiden muoto on 

missa a,b, ja L ovat vakioita. 

Tamantyypp inen lahdef t vastaa tilannetta r 2ssa 

tahtiatmosfaarissa. 



b)  Eddingtonin approksimaation antama likidarainen ratkaisu 
harmaalle atmosf3Brille 

Eddingtonin approksimaatiolla saadaan moniin tahtitieteen sateilyn- 

kuljetusprobleemoihin kaytt8kelpoinen likimaarainen ratkaisu. 

Eddington maaritteli seuraavat sateilyintensiteetin cosB-momentit: 

I I r r $ ~ d d w  (keskimaarainen kokonaisintensiteetti) 

' , misad -yksikkE- ( H = *  
pinnan lapi kulkeva nettovuo ulospain) 

Isotrooppisessa sateilykentassa I = I (ts. suunnasta riippumaton), 
0 

joten 

Tam2 relaatio ei pade ainoastaan tahden syvemmissa atmosfaari- 

rroksis 

nessa n 
;sa (jossa varsinainen isotrooppinen sateilykenttZ),vaan 

iuussakin tilanteessa kuten esimerkiksi 

I: tyypill inen reunaehto pinnalla - jos [I (') = 1. . kun 0 6 5 - 
lrce)= o , kun TI 9, G G 5  T 

I+ 
51r I c e ) =  I+. kun 0 5  0 s  0 ulostuleva sateily 

I Ce') = 1- , kun 2 . e ~ ~  6 sis2Pn meneva slteily 



Naitten huomioitten perusteella Eddington teki seuraavan yksinker- 

taistavan approksimaation: 

Kaikkialla atmosfaarissa patee: K = 5 2 EDDINGTON IN 

APPROKSIMAATIO 

Seuraavassa naytetaan, etta Eddingtonin approksimaatio mahdollistaa 

pienen anisotrooppisuuden sateilykentassa. 

iso t rooppinen epaisotrooppinen 

osa osa 

7r 7r * H = .?- 'IT ~ I U S ~ A G )  =+ [{T,~ote~;he& +k~ose<hede'J = 3 

:-y-~ - 
2. = 0 = -r 
3 1 

~Zteilytasapainossa = vakio ._ 
3 =$ 1, = 3 H I - T = vakio slteilytasapainossa 

- - Ct TT 

T lT 
a K = qr L $ ~ r o ? a o = i [  ~ ~ , i ~ s  sij. 

0 0 
I v = o  * K =$a -  myijs, kun I (78) = I,(Y) + I , C O L ~  



Ratkoessaan sateilynkuljetusyhtal6a teki Eddington seuraavat fysi- 
kaaliset oletukset : 

- lahes isotrooppinen sateilykentta ( <=> Eddingtonin approksimaatio 
voimassa ) 

- siiteilytasapaino ( => 1 k , S , d ~  = k,ap dr ) 
- ns. harmaa atmosfaiiri eli absorptiokerroin ja optinen syvyys eivat 
riipu taajuudesta ( k, = k ja rv=  'P ).TSma oletus yksinkertaistaa 
yhtZl8n matemaattista kiisittelya ratkaisevasti . 

=? k Z, s,dv = k { a , d v  = S = 2 
Sijoittamalla ratkaisuyrite I('Y,B) = Io(Y) + I, cose taajuuden 
yli integroituun sateilynkuljetusyhtal66n saadaan 

(kts. edellinen sivu) 

"."+c0:6 dY  a d'P = $ + ~ , ~ ~ ~ e  -149 + T  ? , t ~  i c e  
-I. 

- 3 5  
4 

=> I,cr) - -r + C I Integroimisvakio C saadaan reuna- 

: L O S ~  

Sijoittamalla Io(T) seka I1 ratkaisuun I = I + I cos 0 saadaan 
0 1 

L.r' =I = b  
3%' =0, koska I = - = 1 qTT vakio ~Iteilytasapainossa 

~ATEILYNKULJETUSYHT;~~,ON 
RATKAISU EDDINGTONIN 
2. APPROKSIMAATIOSSA 



Eddingtonin 1 .  approksimaatiossa tarkastellaan taysin isotroop- 
pista sateilykenttiia (kts. Eddingtonin alkuperaista ratkaisun 

johtoa Novotnyn kirjassa luvussa 4.2). 

Saadusta ratkaisusta voidaan.tehda seuraav 

1 )  Kun ?" >> 1 dominoi isotrooppinen osa 

Kun r<< 1  voimistuu anisotrooppinen osa 7 1  

telmat : 

ae cos 9 L V )  - - 

* ~- 
3 2) Kun?'= 0, on intensiteetti tahden pinnalla 1 (ole)  = - (I + q ~ 0 5 9 )  9Tr 

n - %  
Jos lislksi cos 0 = 5 3 I ( 0 , c o r 9 = ~ )  - - 77- 

Saatiin siis sama relaatio kuin Eddington- 

Barbier-menetelmassa . 
Verrataessa keskenlan 

Havaittaessa Auringon kiekon keskikohtaa "nlhdaan" opt iselle 

syvyydelle ?" = cosoO = 1. Siirryttaessa kiekon reunoihin pZin 

pienenee havaittu intensiteetti sekS lahdefunktion optinen syvyys 

cos9-riippuvuuden mukaises 



3) Auringon reunantunnnuminen 

3 i (o,9o0) - - = 0 .90  Esim. 
r ( 0 ~ 0 )  - 5 

A > havaits 
r =Rsike 

v 

Eddingtonin approksimaatiolla saadaan hyva yhteensopivuus havaintojen 

kanssa laajalla aallonpituusalueella, joten Eddingtonin tekemat fysi- 

kaaliset oletukset patevat melko hyvin Auringon atmosfa3rissa. 

Pimennysmuuttujien valokayrista on havaittu reunantunnnumisilmiijt~ 

myijs muissa tahdissl . 

TABLE 
LIMB DARKENINO IN THE SVI 

' 
1.00 
0.00 
0.80 
0.70 
0.60 
0.50 
0.40 
0.30 
0.20 
0.10 
0.00 

Eddingto~r 
Approxi~n:~tion 

1 .ooo 
0.940 
0.880 
0.820' 
0.760 
0.700 
0.640 
0.580 
0.520 
0.4W 
0.400 

Observed 
Intensity 

1 .000 
0.044 

. 0.898 
0.842 
0.788 
0.730 
0.670 
0.602 . 
0.522 
0.450 

Exlrct Solution 
(Clrandrasckhar) 

1.000 
0.930 
0.878 
0.810 
0.755 
0.602 
0.629 . 
0.505 
0.409 
0.429 
0.344 

Mtit~ch 
(Blanketing Ellect) 

1,000 
0.946 
0.802 
0.838 
0.781 
0.725 
0.066 
0.615 
0.541 
0.4G7 
0.3G3 



4 )  Lam~Btilan rii~~uvuus o~tisesta svwvdesta 

Isotrooppisessa sateilykentassa 2 = & $ 1 4 w =  I 
+ H J = ~ T ~  

LTE:n vallitessa on tilhden pinnalla ? = =+ =TI = dTL) 

Anisotrooppisessa sateilykentassa ei 1ZmpEtilaa voida yksikasit- 

teisesti magrittag. Seuraavassa maaritelliian lZmp6tila siten, 

etta se Stefan-Boltzmannin lain yhteydessa antaa oikean keski- 

miiaraisen intensiteetin a- 

Toisaalta: 
6 ~ :  + ~ T * ( O ) = ?  

= T 

b T' (7.) = ~~a (T ) 

Vertaamalla tata Chandrasekharin tarkan mallin aatamaan efektii- 

- 
Eddingtonin approksimaatiossa 

w 3 a =  5(~+Tr)  

viseen lampgtilaan T - [  rz 1.233~~(0) havaitaan, ettll 
ef f- (T I *  .- 

Eddingtonin approksimaatio antaa melko tarkkoja tuloksia Auringon 

atmosfaarissa. 

Don vir :la era 
A - 

s mielc yhteys: 

~ u n  T =2/3, niin 

eli sama kuin Eddington-Barbierin relaatio : sb ( I"= $) = ? ( 0 )  

Tarnan perusteella kutsutaan arvoar=2/3 efektiiviseksi optiseksi 

syvyydeksi , 



c) Schuster-Schwarzschildin menetelma ( two-stream menetelma) 

Fysikaaliset oletukset: 

- sateilytasapai 
- harmaa atmosfi 
Integroimi alla sl iteilynkuljetusyhtZlB yli kaikkien taajuuksien saadaan 

- ' i j ~ ( r , e ) a ~  
Lf TT 

Tama integraali-differentiaaliyhtalc voidaan muokata tavalliseksi 
. ~ 

di f fe ren t iaa l iyh ta l t ipa r iks i  jakamalla intensiteetti kahteen komponettiin : 

I+ pinnasta ulos tuleva 

T keskimagrainen 
intensiteetti 

1- intensiteetti 

nn site 

1 

In esittaa seuraavasti: 

1 ' 'I*- ~ + ( r )  - - (I++ I-) I L K -  % 
& 

T/% - d I+ d ( , - . , s e ~ ~ s ; ~ 8 d ~  = case - * Huom. : Vasen puol i : 8 .- A?' 



Taman mukaan keskimaarainen ulos tuleva sateilyintensiteetti havaitaan 

suunnassa cos e =  112 & 8 = 60". 

F (muodollinen merkinta) 

F = vakio 
- 

aivan kuten sateilytasapaino 

edellyttaa 

Reunaehto: 

I++ I- - 
Sateilytasapainossa s z I = ~ -  3. 

Sijoittamalla tama lahdefunktio s~teilynkuljetusyhtal6n maarZ8maan 

intensiteettilausekkeeseen saadaan 



SATEILYNKU I RATKAISU 

SCHUSTER-SCHWARZSCHILDIN 

APPROKSIMAATIOSSA (v. 1 905) 

Tam2 ratkaisu poikkeaa Eddingtonin ratkaisusta vain viimeisessa 

termissa: 2 . ~ 0 ~ 9  on Eddingtonilla (3/2)mcose . 
d) Chandrasekharin menetelma 

Chandrasekharin "method of discrete ordinates" on Schuster- 

Schwarzchildin menetelman yleistys: intensiteetti jaetaan osiin 

(i kappaletta) ja naita intensiteettiosia I. tarkastellaan suunnissa Q.. 
1 1 

Fysikaaliset oletukset : 

- harmaa atmosfaari7 -I 

d =  = I - -  p d r  ' 1 I (y ,p )d-  , miss2 p = cos 8 
9, 

-I  

Suurimman vaikeuden yhtal6n ratkaisemisessa tuottaa kulman yli otettu 

integraali. LikimaZrZisesti se voidaan esittaa Gaussin summana : 



Gaussin numeerisen integrointimeneteldn tarkkuus riippuu seka 

kerta 3 n ettl tarkasteluvalin jakopisteiden valinasta. Tasa- 

valisen jaon sijasta valitaan jakopisteet siten, etta ne ovat 

Legendren polynomi cos 8 )  nollakohtia. 

Sateilynkuljetusyhtal5ksi saadaan taten lineaarinen differen~laali- 
yhtZlGryhd, jonka kerta luku or 

(Huom. Kun tarkastellaan pinnan sisaan menevaa sateilya, on i < 0) 
Nailla differentiaaliyhtalaill~ on erikoisratkaisut - 

, miss2i k maaraytyy yht2lSsta = 1 

seka yksityisratkaisu 

, missa b ja Q ovat v; 

Ratkaisuna saadaan siis intensiteettijakauma I -n '- ..., I tietyissa n 
suunnissa 8 ...,en. -n9 

Tarkempi esitys edella hahmotetulle menetelmalle l5ytyy esim. kijoista: 
4 

S. Chandrasc Radiative Transfer, Oxford 1950 

V.V. Sobolev :A Treatise of Radiative Transfer. Van Nostrand 

Company 1963 (luku 2.3) 

D. Mihalas: Stellar Atmospheres. Freeman and Freeman 1970 (luku 2.3) 

HUOM. 1 ~handrasekhariqkeneteld antaa harmaalle atmosf alril le seka 

likimaaraisen ratkaisun (sarjan su ldeks i 11 inen) 

etta tarkan ratkaisun (n -3 DC) 1. 



HUOM. 2 1. kertaluvun approksimaatiossa (n-1): , = a_, = 1 

jolloin stiteilynkuljetusyht216 

L 

vastaa Schuster-Schwarzchildin sateilynkuljetusyhtZl6a sillii 

erolla, etta Chandrasekharilla on cos@= 112 tilalla 

cos e = 1 . 



Tahtitieteellisissa kohteissa on kaasumainen tila vallitseva aineen 

olomuoto: tahdet ovat kaasupalloja, planeettojen atmosfaarit ovat 

kaasua, tshtienvalisesta aineesta 99% on kaasua. 

2.3.1 Ideaalikaasun tilanyhtal8 

Ideaalikaasun tilanyhtal8 on voimassa ttihdissa paitsi mahdollisesti 

degeneroituneissa keskusosissa (degeneroituneen kaasun painetta 

kasitellaan luvussa 3) . - 

miss8 I#= moolien lukum5iira 

R= yleinen kaasuvakio = 8 . 3 1 4 ~ 1 0 ~  erg/K mol = 8.314 J/K rnol 

Yhdelle kaasumoolille: 

T V  = 'RT : N (No = 6.025 = Avogadron luku I 0 =hiukkasten lukum~ara/mool i) 

V R a H 'P-=-T 
N o  k = 1 .380x 10-I erg/K = 1.380 1 4 ~ ~ ~  J/K 

N o  = Boltzmannin vakio 

p =bkT I merkitlln hl. V = N = 1 moolin molekyylien 
lukumiiara/cm 3 

TILANYHTALO YHDELLE KAASUMOOLILLE 



Paineen riippuvuus lamp8tilasta ja tiheydesta: 

sen tai 

= N m = 1 moolin massa 

m = molekyylin massa 

- kok  , q - - -  - -  
/Q No* - 
nissa m I = molekyylin massa 

miss2 P. = komponentin i aiheuttama osapaine. 
1 

- 1 N;Ai 
Merkitaan A = - = seoksen keksimZ8rainen hiukkaspaino atomi- Z N; 

massayksik8issa 

ESIM. Vetykaasun keskimiiarainen hiukkaspaino eri 12mp8tiloissa: 



Eri hiukkaslajien Ni summan maarittamiseksi merkitlan: 

X = vedyn massaosuus (0 < X 1) 

Y = heliumin massaosuus 

Z = "metallien" massaosuus (metalleiksi kutsutaan alkuaineita, joiden A >5) - - 
A - %  protonien lukumaara metalliatomissa = elektronien lukumlara 2 

Ionisoituneessa tilassa ovat eri hiukkaslajien hiukkaslukum~ariit 

seuraavat: 

TILANYHT~~LO TfiYSIN 
ION I SO ITUNEELLE . 
KAASUSEOKSELLE 

HUOM. Kokonaispaine on kaasunpaineen ja s2teilypaineen summa: 

-- * 
x.5 2- 
" m ~  

3 Y.3 - 
Lt W W  

2,s , I 3.53 I + - - - -  
9%" % %,, 

1-1 tot 

elektronien 

lukumaara/cm 3 

X.3 
m,, 

Y -s  - Yes 3- - -  
wwe 2m"\n - -- A 2 S . U  

2 &w, 2 w H  

vety 

he 1 ium 

"metallit" 

ionien luku- 

mlara/cm 3 

X - 3  X T ~ M  H v\. - =- .-.- =- 
m, M Vm, V 

Y.9 , Y-!? - 
%he Yww 

2.9 : 
Aahn 



23.2 Kaasun adiabaattinen tilanvhtalii 

a) Systeemin ominaislamp8 

Energian sailymislain lamptiopillinen muoto on 

du =dQ+$' ' 

, miss5 dQ = systeemiin tuotu lZmp8energia 

dQ : JU +PBV dW = systeemiin tehty ty8 = -PdV (dW = PdV, 

kun kaasu itse suorittaa ty8n) 

dU = sisaisen energian muutos 

- Merkinta & ilmoittaa, etta kysymyksess2 ei ole 
kokonaisdifferentiaali (ts. vain alku- ja loppu- 

tilasta riippuva £kt.), vaan prosessista riippu- 

va suure. 

Systeemin ominaislamp8: 

dU 
Kun V = vakio : C, =[%I = - v 47- 

b) Adiabaattinen tilanyhtZl8 

u=- -$~T = $ ~ R T  

dU A T  = C , = $ f i ~  

K u n ~ = v a t i o  : Cp=[%] =dU+h(?Ad) 
? 4T AT 

- 

Adiabaattisessa muutoksessa b~ = 0 ,  jolloin 0 

'Py = J R T  
?d\l +Vd? = J R d T  -eo 
PAV =&RT 

Cr = - +NU 
dT w 

, miss2 x= moolien lukumlZr2 



L T  r - ( c - l ) & V + c o n s t  
kaasulle tai taysin ioni- 

(7/5 kaksiatomiselle kaasulle 

Naista kaasun adiabaattisen tilanyhtaltin eri esitysmuodoista klytetlln 

jatkossa eniten yhtaltia 

ESIM. M;iarita$, kun paine on slhktimagneettisen sltellyn aiheuttama. 

I vr = vakio 

I U = sateilyn energia 

KAASUN ADIABAATTINEN T I L A N Y H T a 0  

bQ = Lj ~ T ~ V  AT + Q T ~ ~ V  + % o;TS = 0 adiabaattisessa ---- muutoksessa 
: Q T * ~ V  =L(PdV 

@*~Q.~v~T + Y ? h V  = 0 p = J- CJ-r'' 

O = $ a T 3  dT 



Interstellaarisessa avaruudessa 413 < )f < 513 riipuen siita, 
mZiiriiZk8 sateily vai kaasu paineen. 

Adiabaattista tilanyhtalbg on kgytettava t eltaessa mm. tahtie~ 

konvektiota (massavirtausta) tai interstellaarisen pilven kuumenemib. 

ta, kun se Xkillisesti kutistuu esim. supernovarajahdyksen synnyttaman 

iskurintaman johdosta. 

2.3.3 Kaasun paineen ja lkimpbtilan kineettinen tulkinta 

Paine voidaan selittaa kineettisen kaausteorian pohjalta. Kaasun- 
.- paine ilmoittaa molekyylien liikemazran muutoksen aikayksikbssa 

hiukkasten liikkuessa yksikkbpinta-alan lapi, joka on kohtisuorasti 

molekyylien liikesuuntaan nahden: 

Merkit Han 

3 n( 8 ,C$ ,v) = niitten molekvvlien lukum;ilrii/cm sr, joilla nopeus 

issa (1 

1 - - - + - 1 4  v cos 9 = t a r h a ~ ~ ~ r ~ ~ ~ ~ a a  trrliLa-alkiota vasten kohtisuora nopeus- 

komponentti 



dV = CIA. dt.v cose = tilavuusalkio, jossa ovat kaikki ne molekyylit, 

jotka aikayksiktissa "iskeytyviit" kohtisuoraan 

pintaan dA 

Sl(n(e ,+ ,~)d,GdVdu = yksikktipinta-alaan kohtisuoraan "iskeytyvien" 
vY 0 hiukkasten 1ukumaZrZ aikayksik8ssa 

Tallgin paine pinta-alkieta vasten on 

r A Ps = hiukkasten lkm/s r .ose - ( - m ~ c o s - ~ J  

Jos molekyylien nopeusjakautuma on isotrooppinen, on 

missz n(v) = kuutiosenttimetrissa olevien molekyylien lukumZ4r2, 

joilla nopeus valillz (v,v+dv) 

, missa N = molekyylien lkm/cm 3 

= $ Sv2*n(v) dv 
0 

0 

Keskiarvon m2ilritelman mukaan 
a0 - 

v= = ,I 2. +LcIT) dlw 
go 



2.3.4 Maxwellin no~eusiakautuma 

YHDEN MOLEKYYL IN 
KE SKIWINEN 
LIIKE-ENERGIA 

Oletetaan seuraavassa, etta hiukkasten faasitiheys ~(x,~,z,u,v,w,t) 

ei riipu paikasta (x,y ,z) , ajasta eika nopeuden suunnasta (t,;,a . 
Talltiin voidaan faasitiheys hajogttaa ajasta ja paikasta riippuvaan 

2 funktioon f,(~,~,z,t) seka nopeudesta riippuvaan funktioon f (v 1. 2 

Jos lisaksi oletetaan, etta nopeuskomponentit u,v,w ovat toisistaan 

riippumattomia, voidaan hiukkasten nopeusjakautuma esittaa muodossa 

TBdn funktionaaliyhtaltin ratkaisut ovat muotoa 



Vakiot A ja xseka edellaolevan ratkaisun muoto saadaan seuraavalla 
typistetylla tarkastelulla. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan 

edellZolevan funktionaaliyhtiiltin kaksidimesionaalista muotoa: 

eli 
=I 

Vastaavasti saadaan y:n 

suhteen derivoimalla 

Koska saadussa yhtalSssa vasen puoli riippuu vain x:sta ja oikea 

puoli vain y:stZ, on yhtal8n molempien puolien oltava vakio, jota 

merkitiian - a : lla. 

vastaavasti = G ( 3 = A e  -2% 

Soveltamalla tgta tulosta nopeusjakautumaan saadaan 

- a CY? + v,' + 0:) $ ($+II:+v:) = (3-dimensionaalinen muoto) 

(1-dimensionaalinen muoto) 



Vakio A maaritetaan nopeusjakautuman normitusehdosta 

- 1  

Vakio 2 saadaan rms-nopeuden (rms:"root mean squarel'd vt 
maaritelmasta : 

~ ' d u  &%?A+ pallokoordinaatistossa 



Toisaalta 

:t. jak nktio 

r n x  - -  i h T  vx 
1 T k T  1-ulott. jakaumafunktio 

Merkitaln dN(v) = N(v).dv =nopeusvalissZ (v,v+dv) olevien mole- 

kyylien lukumaarZ/cm 3 

Huomioimalla nopeuc skauma f knktio f saadaan 

MAXWELL IN NOPEU S JAKAUTUMA 
( I-ulotteinen tapaus) 



missa m = hiukkasen massa 

N = hiukkasten lukumaara tilavuusyksik8ssa 
- ~ 

normitusehto: 

Kolmiulotteinen tapaus: 

a) suorakulmaisessa koordinaatistossa 

MAXWELL IN 
dv,dv dy NOPEU S JAKAUMA 

(suorakulmaisessa koor- 
dinaatistossa) 

- 
b) pallokoordinaatisto 

MAXWELLIN NOPEUS-  
JAKAUTUMA (pallo- 
koordinaatistossa) 

1- ulotteinen nopeusjakautuma 3-ulotteinen nopeusjakauma 

esittiia Gaussin kayraa 



HUOM. Maxwellin nopeusjakautuman maksimikohta 

maarit taa hiukkasten todennak5isimman nopeuden d . (osoitus 

Keskinopeus P = S gcv) ' 4 ~  

rms-nopeus 



2.3.5 Boltzmannin hiukkasjakautuma potentiaalikentassa 

Tarkastellaan seuraavassa potentiaalikentassa V(z) olevaa kaasua, 

jonka tiheys pienenee korkeuden z kasvaessa. 

Merkitaan 

voima , 
missa dM= FdAdz = tilavuusalkion 

massa 

Paineen synnyttam: voima tilavuusalkion alapint ?(z)dA - - .- dA m 
missa m =  hiukkasen massa . 
Paineen synnyttama voima tilavuusalkion y aan = ?(t+di )d .A = 9(r+42)kT &, 

'w 
Paineen aiheuttama nettovoima yl8spZin or 

aan = I 

4 
Tasapainon vallitessa F + F2 = 0 1 

TIHEY S JAKAUTUMA 
POTENTIAALIKENTASSA V(Z) 



Tarkastelfaessa aim* , planeetan atmosf Haria, jossa atmosfalrin 

korkeus z on hyvin pieni verrattuna planeetan sateeseen R r On 

Huomioimalla em. tiheysjakautuma saadaan kaasun faasitiheyden 

lausekkeeksi 

F , )  = q(a) { (- .  +u: +v.) 

HLUKKASTEN PAIKKA- JA 

NOPEU S JAKAUTUMA 

2.3.6 Boltzmannin laki atomienviritystilojen miehityksille -. 

Sidoselektronien lukumaara atomirl e r ~  viritystiloissa riippuu atomin 

potentiaalikentasta seka lamp8tilasta. 

energia 



Viritystilojen n ja m miehitysluvuille johti Boltzmann yhtal8n 

missa 

BOLTZMANN IN LAKI 

N = viritystilassa n olevien atomien lukumaara n ] ns itysluvut 
Nm = viritystilassa m olevien atomien luk 

g = tietyn energiatilan statistinen pain 

1 .  mieh 

L n. vedylle gn = 2n 

Merkit semalla X En-El = tilan n virlrysenergia saadaan 

1 

partitiofunktio u(T) 

missa N = atomien kokonaislukum~2ira 



HUOM. Partitiofunktiota laskettaessa on summa katkaistava tietysta 

kohdasta - viimeistaan silloin, kun paakvanttilukua n vastaavat 
Bohrin sateet ovat ytimien valimatkojen suuruusluokkaa ja 

sahkSinen repulsio voimistuu. Taman vuoksi partitiofunktic 

arvo riippuu kaasun tiheydesta. 

elektroniverho 

ESIM. Vetyatomille saadaan 10000K lamp8tilassa seuraavat miehitysluvut 

x = h ~ , ( +  - - ) , missI Rydbergin vakio on Hz-yksikGissa : 
'k da 

./ Huom. normaalisti Rydbergin vakio ilmoitetaan pituus- 

yksikkGB kohti : 

'I 1 9  
k y  = = kc 'R, (s- p) , missa 'Roo -- 

Vedylle a,+ 109667.6 -& = 'R 



Todetaan, ettki 10000 K lkimptitilassa suur in  osa vetyatomeista on 
p e r u s t i l a s s a  ( k t s .  a l l a  olevaa taulukkoa) . 

Kun T = 10000K : 

- Table Relative Populations of Levels in Hydrogen 
(P, = 10dynecrn-9). 

Table Logarithms of Partition Functions.. [From I. L. Swihart, !968 (6), pp. 
274-275. based on unpublished calculations of A. N. Cox.] 

N 0 -X,/~T 
N '* e - 
n 

B - s 
3.9 * IdC 

The following ions have partition functions which are nearly independent of tempera- 

- X  e 
2 

5.78 

4.  qs x l d S  

ture and electron pressure as long as the abundance of the ion is not negligibly small: 

'I 4 - 7  
0 

0.35 

0.883 

n 
f 

e 
3 

ION 

anZ 
4L 

8 

11 8 

log Uc ION log 4 ION log ur 



2.3.7 Ionisaatioyhtal5 (Sahan yhta18) 

Megh Nad Saha J V L ~ L L  1920 ~tati~trpcrl ~ysiikan ~ c ~ ~ c ~ e l m i n  tahtien atmos- 

faarin virityksen ja ionisaation teorian. Ionisaatioteorian perusideana 

on, etta tasapainotilassa ionisaatioiden lukum2iira sekunnissa on yhta- 

suuri kuin rekombinaatioiden lukumaara sekunnissa . 

0: e- 

ionisaatioaste i 

ion - + - 
rekombinaatio 0 

.saat ioaste 

Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan vtl lr l  vierekkaisia ionis.asteita i .ia i+l 

Ionisaatioiden lukumaara/s: 

Rekombinaatioiden lukumaarg/s : d~ ( i + ~ +  t 
dt - C+ 9 - l1e $ n ( ~ , ~ i o , )  

Tasapainotilassa: 

Saha sai g-funktlon lausekkeeksi 

IAN Y H T a 6  



missa Ne = elektronitiheys [~m-~] 

m = elektronin massa 

Xi= ionisaatioenergia asteelta i asteelle i+l 

Huom. Ensimmginen alaindeksi ilmoittaa ionisaatioasteen 

ja jalkimmiiinen alaindeksi viritystilan. Partitio- 

funktion u edessa oleva luku 2 on vapaitten i+ 1 
elektronien statistinen paino. 

Sahan yhtalEss2 kaytetazn usein elektronipainetta P elektronitiheyden e 
asemesta: 

Mikali e-kantainen potenssi halutaan muuttaa 10-kantaiseksi, on 

Sijoittamalla vakioitten lukuarvot, saadaan Sahan yhtalz muotoon 

HUOM. Elektronipaineen yksikksn2i kaytettava dyn/cm 2 



Astrofysiikassa kaytetxan seuraavia merkintbjz: 

ionisc 
2 kertaa 

jitunut - 
neutraali 
a 

r kertaa 
ionisoitunut 

1. kerran 
I tunut 

Vapaita elektroneja 
atomia kohden 

I 

Kaikkien atomien lkm. 
ko. ionisaatioasteella I No 

0 

- 

Ionin merkinta 
(esimerkkina Rauta Fe) 

Perustilassa olevien 
ionien 1ukum;iZra 

I % 

Viritystilas 
olevien ionien LKm. I 

Fe 3 

Alkuaineitten partitiofunktiot eri 13mp5till ja elektronipaineessa 

esitetty alla olevassa taulukossa. Beuraava mlla ovat alkuaineitten 

ionisaat iopo.tentk1i.t. 

The following table gives log u, for other ions as a function of temperature and electron 
pressure : 

TEMPERATURE (OK) TEMPERATURE (OK) 
ION log P, 5,040 . 7,200 10,080 IOh ava r e  5,040 7.200 10.080 

Fe IL 

The electron pressure is expressed in dyne ~ r n - ~ .  
Note in proof. A. N. Cox (1972) finds additive corncrions as large as 2.3 for comc entries. 

F e  lI5 ~ ~ ( - + l )  



Table Ionization Potcnli.b.* [C. E. Moore. 1970 (W).l 
AT. tarwm .onmu I-ON v a n )  - 
NO. w m  I 11 111 I Y  Y Vl VII Ill I X  X ~murnm rorvrnu I- v a n )  - XI  XI1 Xlll  XI I '  XY XYI  XYll 1 )'I11 11.1 XX 

I n 1 3 . ~ 8  - 
1 Hc X U 7  Y.416 
I Li 1.392 7J.638 122451 
4 Be 9.322 18.211 IJJ.893 217.711 
J B 8.298 = . I S  37.930 2R.3bV 340.117 
6 C 11.264 24.111 47.817 64.492 392.077 U9.981 
7 N 4.534 29.60 47.448 77.472 97.888 JJ2OJ7 667.02s 
8 o 13.611 15.116 9.934 77.412 1 1 3 . m  138.116 719.315 n l . 3 n  
9 F 17,421 Y.970 62.707 87.131 114.140 IJ7.161 I8J.182 953.886 1.103.W9 

10 Ne 11.W 40.961 63.45 97.11 12631 IJ7.91 207.27 239.09 1.195.7V7.I.MZI64 
I1 N. 1.139 47.186 71.64 98.91 138.39 171.15 208.47 264.18 299.87 1.46S.RI 
12 MI 7 . M  1J.035 10.141 109.24 14126 186.0 214.94 261.90 327.9J 367.Jl 1.641.6J9 
I3 A1 9 6  18,818 28.447 119.99 153.71 190.47 241.3 TU.R 330.11 39837 1 , 7 6 1 . 6 0 1 1 . ~ 6 1 1  
I4 Si 8.IJ1 16.34J 13.492 4J.141 6 6 .  205.0~ 246.52 301.17 351.10 401.41 U2.07 ZM5.9832)O(.MO 
I5 P 10.486 I9.7U 30.18 J1.n 6J.021 1 4 1  263.22 309.41 171.71 414.0 476.06 J13.0 2437.676 2673.IM 
16 S 1 0 . 3  2333 34.83 47.30 72.U 88.049 160.93 19.23 379.10 U7.R 4 . 7  W.41 611.83 1.816.943 3.M9.762 
I7 CI 12.967 23.81 39.61 13.46 67.8 97.0J 114193 348.9 a .03  4JJ.61 W.78 564.65 651.63 707.14 1.l23.836 3.4Pr.W 
18 Ar IJ .79  17.629 40.74 J9.81 7J.02 91.041 114,319 143.4% 422.44 478.61 529.26 J91.97 6S.69 749.74 809.39 1.6J8.42J 3.946.193 
19 K 4.341 31.625 4J.71 60.91 62.66 1m.o 117.56 19.86 17J.84 0 3  538.9J 618.l4 616.1 755.73 8 7  918 4.120.7784.4lb.114 
20 C. 6.113 11.871 O.W 67.10 84.41 106.76 127.7 147.14 1U.Y 2 1 1 m  W.13 619.09 714.02 787.11 861.77 966 4 4.610.9JJ4.911.931 
21 k 6.Y 12.80 24.76 73.47 91.66 111.1 1~6.0 158.7 180.01 225.32 J9I.2J 656.19 716.03 816.61 89J.11 974 1.067 l.lJ7 J.129.MJJ.469.7 
12 Ti 6.12 '13.J8 17.491 41.266 99.22 119.36 140.8 ltd.J IVJJ 2IJ.91 149.831 tdJ.89 731.47 8 916.03 
13 V 6.74 14.6J 29.310 46.707 6J1) 121.11 10.17 173.7 WJ.6 UOJ 161.23 4 87.33 861.11 W.% 
14 Cr 6.766 16.0 l0.W 49.1 693 9 0 , s  161.1 184.7 iV9.J 244.4 255.04 3Cd.Z 3)6.167 WS.J8 974.01 
2J Mn 7.435 15.640 31.667 1 . 2  72.4 9J 119.27 196.46 l21d 24d.J 270.6 m O  3JJ 184.30 1.010.64 
16 Fe 7.870 16.11 30.651 Y.6 7J.0 W I2J 1111.06 lJJ.W ldZl  286.0 JI4.4 YJA 4X 415.3 I.IJJ.2~ 
27 Co 7.86 17.06 33.0 S I J  79.J 102 12V 151 186.13 176 290.4 JbJ.6 361.0 J92.J 4J7 489.3 1366.1 
28 Ni 7.635 11.166 35.17 54.9 7JJ 106 IJJ 162 IVJ 224.5 303 JJ6 379 411 444 111 %.I 1.401.0 
29 Cu 7.716 20.192 36 .0  JJ.1 7V.9 IOJ IJ9 166 1W 2J2 321.1 JS2 JM 4J0 464 4W J71 bQ7.1 1.Y7 
30 Zn 9.394 17.964 39.721 J9.4 62.6 106 IJ4 I74 WJ 2ld 2M JM.8 401 4IJ 4 J N  J?7 6JJ 671 1.698 
31 Ga J.999 20.51 30.71 64 2 310.6 419.7 434 4W J42 379 019 69s 738 
12 Ge 7.899 15.934 J4.22 41.11 93.J 

A% 9.81 18.633 l8.311 0 .13  61.63 127.6 
~r 9.7~2 21.19 m.sm 4 2 . w  MJ 8t.m 1n.4 

-73 Br 11.814 11.8 36 47.3 J9.7 m.6 103.0 1928 
16 Kr 11.999 24.119 36.9s J2.J M.7 7 6  111.0 126 230.9 
37 Rb 4.177 27.9 40 J2.6 71.0 4 99.2 IJb IJO m . 1 .  
38 Sr 5.695 11.030 43.6 J7 71.6 PO.# IM I 162 In 
39 Y 6.38 12.14 20.51 61.6 77.0 93.0 I16 IfD 1462 191 124.1 
40 1 6.Y 13.13 21.99 Y.34 81.5 .W 374.0 
41 Nb  6.88 14.32 2J.M 38.3 0 l a 6  I U  
41 Mo 7.099 16.IJ 27.16 46.4 6 . 1  61 116.8 191 
43 Tc 7.18 15.26 29% 
4 Ru 7.37 16.76 28.47 
45 Rh 7.46 I 31.06 
46 Pd 8.54 19.43 32.93 
47 A8 7.576 21.49 34.83 
48 Cd 8.993 16.W 37.4 
49 In 5.786 18.863 9.03 Y 
0 Sn 7 . Y  14.632 3 0 . m  02.734 na 
51 Sb 8.64 16.3 21.3 Y.1 Y 10( 
51 TC 9 . m  18.6 27.96 n.41 n.75 m s  rn 
J3 1 10.4J1 19.111 . JJ 
54 XI I 1 . 2  321 
JJ I3 3.W =.It 
56 8. J.212 1 0 . a  
57 L 5 . m  11.06 19.179 \ 

Table (conrinrred) 
- 

AT. VONI r n ~ r  ( E L E ~ O N  VOLTS) 
NO. ELEMENT I I1 111 I v v! V I I  V l l l  I X  X  



ESIM. 1 Kuinka suuri osa Ca - atomeista on ionisoitunut Siriuksen ... 
atmosfaiirissii, kun T = 10000 K ja Pe = 300 dyn/cmL : 

b (Vertailun vuoksi todettakoon, etta 1 bar = 10 dynlcr 

Sahan yht2ilB : 

Todetaan, ettl lahes kaikki Ca - atomit ovat kerran ic mi- 
soituneet (Ca 11). 

ESIM. 2 Kuinka suuri on kahdesti ionisoituneen kalsiumin osuus 

Siriuksen atmosfiiBrissa (jatkoa edelliseen tehtgvsan). 

MZaritH myBs ionien suhteelliset osuudet; 

Jakauma : Ca I : No = % % 1 0 - ~  N~ 
1 . 4 ~ 1 0  

Ca IV : erittain vHhan 
(~a 111 : XI= 51.2 eV* 10 -0.504~51.2 10 -26) 

Ca I1 :n osuus on N,/N % 13 % 
---- ----- 

CaIII :n osuus on N2/N E8T W 



ESIM. 3 Vedyn seka heliumin ionisoituminen lampijtilan funktiona, 

kun Pe = 10 dynlcm 2 

, 1 .o I I I 
2 - 
"7 

c 
.E! 0.8 - - 
n 
N .- c 
0 
'; 0.6 - .- 
VI Y - 
U .- 
t: 0.4 - 
m 
0. 
L 
0 
g 0.2 - .- - 
U 
E 
LL I I I I 1 I I I 

0 5,000 10,000 15,000 20,000 25,000 30,000 35,000 40,000 
I 

T (' K) 
Fig. Ionization of Hydrogen. An electron pressure P, = 10 dynes cm-a is 
assumed. For this electron pressure, hydrogen is almost completely neutral at 
temperatures below 6,000°K and almost completely ionized above 1 l,OOO°K. 

Table Ionization of Hydrogen (P, = 10 dyne cm-'). 

Fig. Ionization of Helium. An electron pressure P, = 10 dynes cm-l  
is assumed. For this electron pressure, helium is almost complltely neutral 
at temperatures below 10,OOO°K, once ionized in the neighborhood of 20,000°K, 
and almost entirely twice ionized above 37,000°K. 



2.3.8 IonisaatioyhtalBn verifiointi 

a) Auringonpilkut 

Auringonpilkussa T spot = 4500K AT = 1200K 
ympZrist8ssa Tphot = 5740K 

Havainnot osoittavat, etta neutraalien alkuaineittan Na, K, Ca viivat 

ovat tuntuvasti voimakkaammat auringonpilkuissa kuin ymparBivassZ 

fotosfiiarissii. Koska kyseisten alkuaineitten ionisaatiopotentiaalit 

ovat luokkaa 4-6 eV, on Sahan yhtZl6n potenssilauseke 

- m . 5  
4500 - 5.60 

auringonpilkun tapauksessa 10 = 10 
fotosfaarin tapauksessa 

Taten ionisaatiosuhde N IN auringonpilkussa eroaa huomattavasti 
1 0  

vastaavasta suhteesta ymparijivassa fotosfaarissa, mikg on sopusoinnussa 

havaintojen kanssa. 

b)  S~ektriluokituksen selittzminen ionisaation ia viritvksen avulla 

Sahan ja Boltzmannin kaavoja voidaan kayttaa lampBtilaindikaattoreina, 

kun elektronipaine :aan tunnetuk spektriviivoj a, 

joiden lahtgtasona ritystila (es rjan 1ZhtBtason 

n=2) on huomioitava seuraavat vaikutukset: 

si. Tax 

im. vec 

:kastel 

iyn Bal 

taessa 

mer-sa: 

1) LampBtilan noustessa viritystilan miehitys kasvaa - 
2) LampBtilan noustessa seuraavan ionisaatioasteen osuus kasvaa, minks 

seurauksena em. viritystilan miehitys vahenee. 

ESIM. Vedyn Balmer-sarjan viivat: 

Viritystilassa n=2 olevien atomien osuus neutraalivedystg saadaan 

seuraavasti. Boltzmannin yhtalSn mukaan on 



Sahan yhtZl8sta saadaan N 1 ' 

Viritystilassa n=2 olevien atomien osuus kaikesta vedysta on siten 

No,% = %a No = Nc,i, I 
No+ N, N o  N,+N, N o  I t N 1  x 
Olettamalla elektroni 2 = 10 dyn/cm saadaan seuraavat 

lukusuhteet 

paineel 

Vastaavasti voidaan laskemalla osoittaa, etta Ca I 4227-viiva on 
voimakas kylmissa tahdissa spektriluokkaan FO saakka. 

N 
Teff (FO) = 7350 k : 2 x 5 0 0  N, 

Teff (GO) = 6050 k : $ 
Spektriluokan FO kohdalla CaI viivat siis , mutta CaII 
viivat ovat edelleen vahvoja. Viela kuumc ssa (T> 10000K) 

CaIII ja H- ja K- viivat heikkenevat ja He-viivat voimistuvat. 

; heikk 

mmissa 
. . 

enevat 

tahdi: 



Abb. Thermischc Ionisation (17.13) und Anngung (17.6) r ls  Funktion dcr Tempcntur  
T bzw. 8 - 5040fT fiir einen Elcktroncndruck P, - 100 dyn/cma (- Mittclwcd fiir Stcrn- 
atrnosphBren). Dic Tcmpcr;lturskala tihcrdcckt dcn ganzcn Bcrcich von den OAtcrncn 
(links) bis m den M-Stcrncn (rcchts). Die Sonnc (G2) wzrc ctwa hci TP 5H00 "K cinxuordncn. 
Unscrc Kurvcn vcranschnuliclicn dis von Irl. N. Scrlrcr 1920 gqchcnc Dcutung dcr I I;~rv:~rd- 
Scqucnz dcr Spcktraltypcn (Abschn. 15): Zum Ucispicl ist Wassurstoff(lII) bis 7 ' r  10oW "K 
vorwiqcnd neutral; dic Anrcgung d m  2. Quantcnzustandcs, von dcm PUS die Bi~lrncrlinicn 
irn sichtbaren Spcktmlgcbict ubsorbicrt wurdcn. nimmt mit T zu. Obcrhalb 1'6 10000°K 
wird der Wasserstoa rasch wcgionisiert. So verstcht man. daO dic Wasscrstofllinicn ihr 

lntensitiitsmaxirnum bei den AO-Sternen mit 7s 10000 "K haben 

Spektrum 
Angeregter Zustand 
und Anregungsspannung 

x..,eV 
n-2; 10.15 
2'P"; 20.87 1 (WCI)= ~ W S ;  
n-3; 48.16 -. - 

K H 110 110 - g 
C a l i :  CIS 

Abb. Schemrtischc Drrsrcllur\~ der Spektralwqucnr. 



c) Luminositeettiefektit 

Sahan yhtalln mukaisesti N INi on kzantaen verrannollinen elektroni- i+ 1 
tiheyteen N . Taten saadaan erilainen luminositeettiluokka tzhdille, e 
joilla sama pintalhpEtila, mutta jotka lzpimitaltaan poikkeavat 

huoma t t avr isistaan : 

jHttillistHhti (tiheys ~ieni) : pieni Ne+ tehokk ionisaa ltio:Ni*l suuri *, 
kaapiE ( suuri tiheys) : suuri N e Ni+l /Ni pieni 

ESIM. 1 Teff(a) = 5750K: kliipil, Sp G2 

Teff = 5750K: jiittillinen, Sp F8 
- 

ESIM. 2 Teff Pe ~dyn/crn~] Cal/Ca(total) 

M4 kiiapi2i 3150K 0.5 0.82 

M4 jattillinen 3150K 0.008 0.07 

CaI 4227-viiva on hyva luminositeettiindikaattori (kts. kuvaa.alla) 

HUOM. Luminositeettikriteerit ovat yleens: empiirisells pohjalla, eivatkz 

aina noudata Sahan yhtSl8a edes kvalitatiivisesti. 

CaI X 4 2 ~ 7 ~  i ~ ~ b a n d  

FIG. COMPARISON OF TAE CA I LINE, X42!27, IN DWABIS, GIANTB, AND SUPERQUNTB OF SPECIZIAL Cum M2 
The synibole Ia, 111, and V denote the luminosity c e  of the rtar in the claesification scheme of the Morgan-Keenan-Kellmsn Atlas 

of Slcllot Spcdra. The rmperginnt p Cephei ia one of the brightest stars known, HD 169746 is a giatit, and HD 199305 is a dwarf. Notice 
that the Ca I line, A m ,  the most conspicuous feature in the dwarf spectrum, eteadily weakens in stare of increasing luminosity, until 
in p Cephei i t  ia weaker than the lines on either side. The red edge of the "G-band," A4308, strengthens in the brighter stars. (Courtesy, 
P. C. Keenan and J. J. Nseeau, Ap. J .  101, 458, 1946, Univemity of Chicago Prees.) 



2.3.9 Kaasun paineen ja elektronipaineen valinen riippuvuus 

. Kylme 
- - . ., 

Vedyn ionisaatiopotentiaali X,(H) on 13.6 eV ja "metallien" 
ionisaatiopotentiaali x,(metallit> on 4.5- 
tahtiatmosfa~reissa (TS8000K) tuottavat siten "metallit" paaosan 

atmosfaarin vapaista elektroneista. Kuumemmissa tahdissa (T>,10000K) 

vety puolestaan vastaa elektronien tuotosta. 

Merkitaan 

N = alkuaineen E neutraalien atomien lukum28rZ 
0 ,E 
N = kertaalleen ionisoituneiden alkuaineen E atomien lukumZ8ra 
1 ,E d 

= N +N N~ 0,E l,E % alkuaineen E atomien kokonaismZiarZ 

= (N1 ,E/NE) = alkuaineen E ionisaatioaste 

Na = NE = kaikkien atomien lukumaara 
E 

Ne = X - N  + X2-N2 + ... 1 1  = XE-NE = elektronien kokonaisdara . 

~lektroni~aine P = NekT e 

Kaasun paine P = NkT = (N +Ne)kT 
g a 

- 
Elektronitiheyden N ja atomien kokonaisdaran N selville saamiseksi e a 
oletetaan tietty lampgtila, elektronipaine seka alkuaineille tietyt 

P runsaudet N ( N = ,L, NE). Sahan yhtaltista saadaan kulleldn alku- E a E 
aineelle N IN (huom. korkeamman kuin 1. asteen ionisaatiota ei 

1 0  

tsehuomioida, koska nama tuottavat niukasti elektroneja). 

-0nitiheys saadaan taman jalkeen yhtalijsta N e =CX E E E  .N , jonka 
jalkeen kaasunpaine voidaan laskea ku1laki.n elektronipaineen arvolla. 

Laskujen tuloksia esitetty kuvassa 3-9. Kuvasta voidaan esimerkiksi 

todeta etta, kun T,)10000K on kaasunpaine P N1 2Pe (tilll5inhln 

%"-I 
g 

ja Ne%N => P /P =(1+N IN )/(Ne/Na) =2). a g e e a 



Log 

LOP pg 
Fxa. . Tm RGLATXON BETWEEN CAB Pacsermc, ELCC~~ON Pmmu 

'~ICPEEATIJEE FOB NORMAL COMPOEITIONB, P,(P.,T) 
(Court- Anne and Charles Chley.) 

m, AND 

ESIM. Oletetaan, ett2 alkuaine E vastaa yksin elektronien tuotosta. - 
S E  - - =  NE -mE N,(E) +N,W = N,k)+N, 

Sahan yhtal8 antaa suhteen 

3 Nz (E) voidaan ratkaista 

- 
A = kaasuseoksen keskidlrai- 

nen molekyylipaino 

mW = vetyatomin massa 



2.3.10 Termodvnaaminen tasa~aino TE ia LTE 

Seuraavat tekijat miiaraavat materian ominaisuudet tahtien 

atmosf aareis 

1 . Atomien ja mo 

Termodynaamis 

ien ene 

~sapain 
I -  .. 

lojen miehitysluvut . 
ilannetta kuvataan 

Boltzmannin kaavalla (lampotllasuure : T 1. ex 

2. Ionisaatioaste. 

essa ti 

la (: - 

3. Molekyylien dissosic 

lsapainossa tilannetta kuvataan 

1 i tumin 
. - - - - - - 

Len atomeiksi ja painvastoin. 

Termodynaamisessa tasapainossa t5ta kuvataan 

dissosiaatiokaavalla (1ampBtilasuure : Tdiss) 

I 4. Atomien ja elektronien nopeusjakautumat. 

Termodynaamisessa tasapainossa tata kuvataan 

Maxwellin nopeusjakautumalla (lampijtilasuure : Tkin ). 

5. Kaasun sateilyintensiteetin aallonpituusriippuvuus. 

Termodynaamisessa tasapainossa tata kuvataan 

Planckin sateilylain avulla (1;impiitilasuure : mustan 
kappaleen 1ampBtila Tbb ) 

- 
Termodynaamisessa tasapainotilassa kaikki yll2 luetellut 

ominaisuudet seuraavat yksiklsitteisesti kemiallisesta koostumuksesta, 

tiheydesta ja lampGtilasta, joka on vakio koko tarkasteltavassa 

alueessa . 
Termodynaamisessa tasapainossa TE (thermal equilibrium) : 

Jokaisra prosessia vastaa yhta nopeasti tapahtuva vastakkais- 

suuntainen prosessi. 


























































































































































































































