
Tilastollinen päättely
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Tentissä saa olla mukana kirjoitusvälineet ja laskin.

1. Tilastollisen mallin parametri on θ, ja estimoitavana on sen reaalinen funktio eli
muunnos g(θ). Selosta lyhyesti (mutta kuitenkin täsmällisesti), miten määritellään
estimaattorin T a) harhattomuus ja asymptoottinen harhattomuus b) keskine-
liövirhe c) tehokkuus ja täystehokkuus.

2. Olkoon Y1, . . . , Yn riippumattomia ja jokainen Yi (i = 1, . . . , n) noudattaa jakau-
maa, jonka tiheysfunktio on

f(y; θ) =
1

2
θ−3y2 exp(−y/θ), y > 0,

ja jossa θ > 0.

a) Etsi parametrin θ suurimman uskottavuuden estimaattori θ̂.

b) Osoita, että θ̂ on harhaton θ:n estimaattori ja laske θ̂:n varianssi.

c) Johda malliin liittyvä Fisherin informaatio i(θ). Onko θ̂ täystehokas?

3. Olkoon Y1, . . . , Yn riippumattomia ja jokainen Yi (i = 1, . . . , n) noudattaa jakau-
maa, jonka tiheysfunktio on

f(y; θ) =
1

θ
, 0 ≤ y ≤ θ.

a) Johda parametrin θ suurimman uskottavuuden estimaattori θ̂.

b) Johda parametrin θ momenttimenetelmään perustuva estimaattori θ̃

c) Ovatko estimaattorit θ̂ ja θ̃ harhattomia θ:n estimaattoreita?

4. Olkoot Y1, . . . , Yn ∼ N(µ, σ2) ⊥⊥. Tarkastellaan parametrin σ2 estimointia muotoa
cV olevilla estimaattoreilla, kun c > 0 on vakio ja V =

∑n
i=1(Yi − Y )2. Näytä,

että estimaattorin cV keskineliövirhe on

[(n2 − 1)c2 − 2(n− 1)c+ 1]σ4

ja se saa pienimmän arvonsa (c:n funktiona) täsmälleen pisteessä c = 1/(n+ 1).
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Muistin tueksi

• Satunnaismuuttuja X noudattaa gammajakaumaa parametrein κ ja λ, jos sen
tiheysfunktio on muotoa

fX(x;κ, λ) =


λκ

Γ(κ)y
κ−1e−λy, kun x > 0,

0, muulloin.

Tällöin merkitäänX ∼ G(κ, λ), jossa κ > 0 ja λ > 0. Gammajakauman odotusarvo
on κ/λ ja varianssi κ/λ2. Kun X1, . . . , Xk ⊥⊥ ja Xi ∼ G(κi, λ), niin

∑k
i=1Xi ∼

G(
∑k

i=1 κi, λ).

• Olkoon Y1, . . . , Yn ∼ N(µ, σ2) ⊥⊥. Tällöin (n − 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1, jossa S2 =

1
n−1

∑n
i=1(Yi − Y )2.

• E(χ2
p) = p ja V ar(χ2

p) = 2p
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