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Harjoitusten 9 vastaukset (16.11.)

1. Väite on intuitiivisesti ilmeinen, mutta todistetaan se. Keskineliövirheen
mielessä optimaalinen lineaarinen ennuste toteuttaa ehdon

E[(Yt+1 −α0Xt)X
0

t] = 0
0, (4.1.10)

jossa α0 = [α1 α2 α3]. ValitaanX0
t = [ut ut−1 vt] (Yt+1:n ennustamisen kannalta

ut−2, ut−3, . . . ja vt−1, vt−2, . . . ovat hyödyttömiä). Ehto saa muodon

E{(Yt+1 −α0[ut ut−1 vt]0)[ut ut−1 vt]}
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= 00.

Yllä toinen yhtäsuuruus seuraa innovaatioiden ut−i ja vt−j (kaikille i,j) kor-
reloimattomuudesta. Koska σ2u 6= 0 6= σ2v, optimaalisen kerroinvektorin täytyy
olla

α0 = [α1 α2 α3]

= [δ 0 0].

Näin ollen optimaalinen lineaarinen ennuste Yt+1:lle on

∧
E(yt+1|ut, ut−1, vt−1) = δut + 0× ut−1 + 0× vt = δut.

2. Osoitetaan, että
∧
E(yt+s| εt, εt−1, εt−2, . . .) = μ+ψsεt+ψs+1εt−1+ψs+2εt−2+

· · · konvergoi kvadraattisesti μ:hyn. Huomataan, että

E[(μ+ ψsεt + ψs+1εt−1 + ψs+2εt−2 + · · · )− μ]2 = σ2
∞X
i=0

ψ2s+i.

Kertoimet ψj ovat oletuksen mukaan absoluuttisesti summautuvia, joten ne ovat
myös kvadraattisesti summautuvia (kirjan s. 69). Näin ollen σ2

P∞
i=0 ψ

2
s+i → 0,

kun s→∞, eli
∧
E(yt+s| εt, εt−1, εt−2, . . .) konvergoi kvadraattisesti μ:hyn.



3. Osoitetaan, että n−1
Pn−1

j=0 yt−j konvergoi kvadraattisesti κ
(i):hin eli että

lineaarikombinaatiolla n−1
Pn−1

j=0 yt−j voidaan ennustaa κ(i):tä mielivaltaisen

tarkasti. Ensin osoitetaan, että E(n−1
Pn−1

j=0 yt−j − κ(i))2 = σ2/n:

E(n−1
Pn−1

j=0 yt−j − κ(i))2 = E[n−1
Pn−1

j=0 (εt−j + κ(i))− κ(i)]2

= E(n−1
Pn−1

j=0 εt−j)
2

E(εtεt−j)=0
= n−2

Pn−1
j=0 E(ε

2
t−j)

= n−2
Pn−1

j=0 σ
2

= σ2/n.

Kasvattamalla n:ää saadaan σ2/n mielivaltaisen pieneksi, eli n−1
Pn−1

j=0 yt−j :llä
voidaan approksimoida κ(i):tä mielivaltaisen tarkasti. κ(i) on myös korreloima-
ton εt−s:ien (s = 0, 1, . . .) kanssa:

cov(κ(i), εt−s)
E(εt−s)=0
= E(κ(i)εt−s)

= limn→∞ E(n
−1Pn−1

j=0 yt−jεt−s)

s∈[0,n−1]
= limn→∞(n

−1σ2)

= 0.

Näin ollen κ(i) on Woldin hajotelmalauseen mukainen κt.
Edelleen:

∧
E(yt |yt−1, yt−2, . . . ) =

∧
E(εt + κ(i)

¯̄
εt−1 + κ(i), εt−2 + κ(i), . . . )

E(εtεt−j)=0, cov(κ(i),εt−j)=0
= κ(i)

ja

yt −
∧
E(yt |yt−1, yt−2, . . . ) = εt + κ(i) − κ(i)

= εt.

εt on jäännös, kun yt:tä ennustetaan lineaarikombinaatiolla yt:n menneitä ar-
voja. εt on oletuksen mukaan myös valkoista kohinaa. Näin ollen εt on Woldin
hajotelmalauseen lineaarinen ei-deterministinen osa.

yt = εt + κ(i) on siis Woldin lauseen mukainen hajotelma.


