STATIONAARISET AIKASARJAT, 10 OP. 13.9.-14.12.2012. Kirjallisuus: James
Hamiltonin Time Series Analysis, luvut 1-5 ja Terence Millsin The Econometric Mod-
elling of Financial Time Series, luku 2. Luennoi: yliopistonlehtori Pekka Pere.

Harjoitusten 2 vastaukset (21.9.)
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Témé on tésmiilleen samaa muotoa oleva yhtdloryhmé kuin lemmassa 2 (p li-
neaarisesti riippumatonta yhtilod (perustele!); p tuntematonta), joten Aj:ien
kertoimet yo. yhtélossd ovat [H§:1 i (Ni — ML r=0,1,...,p—1, el
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Selvyyden vuoksi muistutetaan, ettd yhtdlon [1.A.4] mukaan t;; = AV -1
(matriisin T 1. rivin ¢. alkio). Sijoitetaan t1; = Aff1 ja ylla t!:lle johdettu
muoto yhtéloon [1.2.21]:
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Tamé on lauseen 1.2 yhtilo [1.2.25].

Lause 1.2. ei ole vieldki#in tdysin todistettu, koska lemmaa 2 ei todisteta.
Jos ei tahdo lukea sen todistusta (esim. Chiangin (1980) kirjasta), voi itsedinsi
vakuuttaa kokeilemalla, etté mielivaltaiset luvut toteuttavat sen.

b) Valitaan esimerkiksi p =3, A\ =4.76 (= a), A2 =3.9 (=), ja A3 =2.1
(=0).

i) Asetetaan r = 2:

(a”r)/((a-b)*(a-c))+(b"r)/((b-a)*(b-c))+(c"r)/((c-a)*(c-b))=1.

ii) Asetetaan r = 1:
(ar)/((a-b)*(a-c))+(b"1)/((b-a)*(b-c))+(c 1) /((c-a)*(c-b))=5.5511151231258e-017.



iii) Asetetaan r = 0:
(a~r)/((a-b)*(a-c))+(b 1) /((b-a)*(b-c))+(c"r)/((c-a)*(c-b))=-8.3266726846887¢-017.

(Esimerkit on laskettu Survolla.)

2. Kirjan sivut 22-23.

3. Differenssiyhtiloon liittyvi karakteristinen yhtls ([1.2.16]) on

p
=D gt =0,
k=1

Merkitddn yhtdlon juurta A, = Rexp(if):lla (yhtéls [A.2.6]). Oletetaan, etté
. sijaitsee kompleksitasoon piirretylld yksikkympyrélld tai sen ulkopuolella eli
|Rexp(if)| = |R|| exp(if)| = R > 1. Viimeinen yhtésuuruus seuraa siité, etti i)
R > 0ja i) exp(i6) (= cos(0) +isin(f)) sijaitsee yksikksympyralld eli exp(if):n
itseisarvo on yksi (cos?(#) + sin®(#) = 1). Oletuksen mukaan differenssiyhtélon
IVF on epéstabiili (s. 34). Sijoitetaan juuri A, karakteristiseen yhtaloon:

A= AT =0 =
RPexp(ipl) = L O RP* expli(p — k)6).

Kompleksiluvut RP exp(ipd) ja > r_, ¢, RP Fexpli(p — k)f] ovat yhtdsuuria.
Kompleksitasossa niitd kuvaavat vektorit ovat siten yhté pitkia eli

P
|RP exp(ipf)| = | Y ¢ RP~* expli(p — k)0]].
k=1
Merkitéén 0* = pf ja huomataan, etté exp(if*) sijaitsee yksikkoympyrélld eli
| exp(ipf)| = | exp(if”)| = L.
Saadaan
| RP exp(ip0)| = |RP|

RP
| 270 =1 Sk RP " expli(p — k)|

< k1 [0 RP™F expli(p — k)6
= Z:l Rpik|¢k|
k21 1P
< RP=E5 70 o]
Z§:1<|¢k|<1 Rr—1

Oletus oli, ettd pitee seki Y 1 _; |¢p] < 1 ettd RP > 1. Jos néin olisi pétisi yll4

olevan laskun mukaan
RP < RPT1,



mutta se ei vol pitdé paikkaansa, kun RP? > 1. Ep#yhtalst > 7_, [¢,] < 1 ja
RP > 1 eiviit voi siis pitéié yhtéaikaa paikkaansa. Néin ollen jos Y h_; o] <1,
niin R < 1, eli karakteristisen yhtilon juurten tdytyy sijaita yksikkéympyrian
sisdpuolella ja IVF:n téytyy olla stabiili (s. 34).

Tehtdvi on perdisin Smithiesin (1942) Econometrica-artikkelista The Stabil-
ity of Competitive Equilibrium.

4. Merkitéén p. asteen differenssiyhtélossé y,—;:den kertoimia ¢;:114,7 = 1,...,p.

a) Jos ¢ = 0, niin tehtévin differenssiyhtélo typistyy 1. asteen differenssi-
yhtéloksi, jossa ¢; = 1. Télloin IVF ei ole stabiili sivun 3 perusteella.

2. asteen differenssiyhtéilon IVF:n stabiilius riippuu yhtélén parametreista
kuvion 1.5 osoittamalla tavalla. Parametriparit suoralla ¢, = 1 liittyviit stabi-
ileihin IVF:hin, kun ¢, on rajoitettu vilille (—1,0). Tehtdvin differenssiyhtélon
IVF on siis stabiili, kun ¢ = (—1,0).

Huoml. Tilanne ¢ = 0 (epéstabiili IVF) voidaan tulkita 2. asteen differens-
siyhtéloksi, jossa ¢y = 0. Piste (¢1,¢5) = (1,0) sijaitsee kuvion 1.5 kolmion
reunalla. Kolmion reunalla olevat pisteet liittyvit siis epéstabiilin IVF:n tuot-
taviin (¢, ¢,)-kombinaatioihin.

Huom?2. Pienikin ero ¢,:n suuruudessa ratkaisee, onko IVF stabiili vai ei!
(¢ = 0 =epéstabiili; ¢ = —0.0001 =-stabiili.)

b) Karakteristinen yht&l [1.2.16] on 5. asteen differenssiyhtdlon tilanteessa
A° — ¢1)\4 - ¢2)\3 - ¢3)\2 — QA — d5 = 0.

Valitaan téssi ¢ = 1, ¢y = ¢ ja 3 = —¢/2, ¢, = ¢/2 ja ¢p5 = —¢ (tehtdvin
differenssiyhtilo on y; = yi—1 + dyr—2 + (—=¢/2)yt—3 + (¢/2)yt—a — PYt—5 + wy).
Saadaan

PR ) S <_§)A2 - %A —(—¢)=0.

Yht&lolld on juuri A arvolla 1:

15—14—¢13+§12—§1+¢=0.

Karakteristisen yhtdlon kaikki juuret eiviit ole itseisarvoltaan pienempid kuin
vksi, joten differenssiyhtdlon IVF ei ole stabiili milldéin ¢:n arvolla.

c¢) Erityistapaus on 1. asteen differenssiyht#ls, jossa y;—1:n kerroin médria
IVF:n stabiiliuden.

d) Karakteristinen yht#lo on

AP — i@.v—" =0.

i=1



Edellisen kohdan tapaan silld on juuri A:n arvolla 1:

1P*Xp:¢z‘1p7i:1*i¢i =0,

=1 i=1

jossa viimeinen yhtédsuuruus seuraa oletuksesta > ©_; ¢; = 1.

e) Ehto >¥_, ¢; < 1 ei ole riittévé stabiiliudelle. Tarkastellaan 2. asteen dif-
ferenssiyhtilod kisittelevid kuviota 1.5. Stabiileihin IVF:hin liittyvit ¢,-arvot
rajautuvat kuvioon piirrettyyn kolmioon. Kolmion oikea reuna on osa suoraa
Z?Zl ¢; = 1. Suoran ”lounaispuolella” pétee 23:1 ¢; < 1, mutta vain kolmion
sisdpisteet niistd liittyvit stabiileihin IVF:hin. Néiin ollen Zle ¢; < 1 on vilt-
tdméiton mutta ei riittédvi ehto 2. asteen differenssiyhtélon IVF:n stabiiliudelle.

Huom. Ehto Y7 | ¢, < 1 on vilttdméiton myos p. asteen differenssiyhtélon
IVF:n stabiiliudelle.

f) Ehto Z?Zl |p;] < 1 on riittévi ehto 2. asteen differenssiyhtélon IVF:n
stabiiliudelle. Tarkastellaan taas kuviota 1.5. Helposti ndhdésin, ettd ehto pé-
tee ainakin kolmion sisilld, jonka rajaavat koordinaatit (0,0), (1,0) ja (0,1).
Itseisarvomerkkien takia ehto pétee myos origon ympérille ”muihin suuntiin”
piirrettéivien vastaavien kolmioiden sisélld. Néin ollen ehto pétee nelion sisélld,
jonka rajaavat koordinaatit (0,1), (—1,0), (0,—1) ja (1,0). Neli6 sijaitsee ku-
vioon piirretyn varsinaisen ”stabiilisuuskolmion” sisillé, joten ehto on riittéivi
muttei vilttdméton stabiiliudelle.

Huom. Ehto >-%_, |¢;| < 1 on riittévé myds p. asteen differenssiyhtélon
IVF:n stabiiliudelle (HT 2.3).

Huom! Edelld mainittujen kaltaisia ehtoja on muitakin. Katso esimerkiksi
viitteet kirjasta Gandolfo (1997, s. 90-91): Economic Dynamics.



