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Harjoitukset 9 (16.11.)

Palautetaan mieleen Todennäköisyyslaskennan kurssilta kvadraattisen konver-
genssin käsite: Jono satunnaismuuttujia {XT } konvergoi kvadraattisesti vakioon
c, jos jokaista ε > 0 kohti on olemassa N siten, että kaikille N ≥ T pätee

E(XT − c)2 < ε

(esim. Hamiltonin kirjan s. 183). Käsitettä tarvitaan tehtävissä 2—3 – mutta
ei kokeessa.

1. Noudattakoon xt MA(1)-prosessia

xt = ut + δut−1,

jossa ut on valkoista kohinaa eli E(ut) = 0, E(u2t ) = σ2u > 0 ja E(utut−j) = 0,

kun j 6= 0. Prosessi yt on
yt = xt + vt,

jossa vt on valkoista kohinaa (E(v2t ) = σ2v) eikä korreloi ut:n kanssa. Oletetaan,

että ut ja vt havaitaan. Osoita, että

∧
E(yt+1|ut, ut−1, vt−1) = δut.

Johda siis oleellisesti kaava kirjan sivulla 105. (Vihje: Kaava [4.1.10].)

2. Noudattakoon aikasarja yt MA(∞)-prosessia

yt − μ = ψ(L)εt,

jossa ψ(L) =
P∞

i=0 ψjL
j , L on viiveoperaattori, ψ0 = 1,

P∞
i=0

¯̄
ψj
¯̄
< ∞ ja

εt on valkoista kohinaa (E(εt) = 0, E(ε2t ) = σ2 > 0 ja E(εtεt−j) = 0, kun
j 6= 0). Kaavan [4.2.4] mukaan keskineliövirheen mielessä paras lineaarinen
ennuste yt+s:lle on

∧
E(yt+s| εt, εt−1, εt−2, . . .) = μ+ ψsεt + ψs+1εt−1 + ψs+2εt−2 + · · ·

Osoita, että
∧
E(yt+s| εt, εt−1, εt−2, . . .) konvergoi kvadraattisesti μ:hyn kun s suu-

renee kohti ääretöntä.



3. Olkoon yt = εt+κ
(i), jossa εt on valkoista kohinaa (E(εt) = 0, E(ε2t ) = σ2 > 0

ja E(εtεt−j) = 0, kun j 6= 0), E(κ(i)) = 0, var(κ(i)) = σ2κ ja cov(κ
(i),εt−j) = 0,

j = ±1, ±2, . . . (κ(i) on vakio kullekin prosessista generoidulle i. aikasarjalle.)
Osoita, että κ(i) on kirjan s:lla 109 määritellyn Woldin hajotelman κt ja että
yt = εt+κ

(i) on prosessin Woldin hajotelma. (Vihje: Osoita, että n−1
Pn−1

j=0 yt−j

konvergoi kvadraattisesti κ(i):hin.)


