3 Regressioanalyysi

Regressioanalyysi on kiytetyimpié tilastotieteellisii menetelmid. Ei liene ole-
massa ainakaan kaupallista tilasto-ohjelmistoa, joka ei sisiltéisi regressioana-
lyysid. Yksi syy lienee, ettd se mahdollistaa muuttujan vaikutuksen suuruuden
toiseen muuttujaan tai vaikutuksen olemassaolon ylipéditédén arvioinnin ja tes-
taamisen. Ne ovat polttavia kysymyksid monen tutkijan mielessd. Regressio-
analyysi on téssi mielesséd usein hyvin antoisaa ja tuloksellista.

3.1 Yhden selittéjin lineaarinen regressiomalli

Tarkastellaan kahta muuttujaa y ja x. Edellisen pitédé olla vilimatka-asteikolli-
nen; jilkimméinen voi olla myos luokitteluasteikollinen. Muuttuja y méirdytyy
lineaarisen regressiomallin

y=08y+Bir+e (1)

mukaisesti z:n arvoista. Muuttujaa y kutsutaan selitettéiviiksi muuttujaksi ja
muuttujaa x selittéviksi muuttujaksi, selittéijiksi tai regressoriksi. Viimeinen
termi € ("epsilon") on mallin jainnss eli satunnaistermi, jonka odotusarvo on
0 ja varianssi on o2 ("sigma toiseen"). Kreikkalaisilla kirjaimilla — esimerkiksi
Bo:lla ja B1:114 ("beeta-nollalla" ja "beeta-yhdelld") — tavataan merkitd tilas-
tollisten mallien parametreja ja niin edelldkin. Mallin parametrit ovat kiinteits
lukuja (esim. S, = 90 ja 8; = 0,5), joiden suuruudet (tyypillisesti) ovat tun-
temattomia ja joiden selvittdmiseen regressioanalyysilld pyritéddn. Parametria
B, kutsutaan usein mallin vakioksi ja parametria 3, (regressio)kertoimeksi.

Luvussa 1 viitattu systemaattinen komponentti on yhden selittéjan regres-
siossa selitettédvin (selittéjin « arvolle ehdollinen) odotusarvo

E(y) = E(By + 817 +¢) = By + B2

Y14 E(+) on odotusarvon symboli ja on kiytetty oletusta E(e) = 0.

Tavalliseen x, y-koordinaatistoon funktio y = 5,43, piirtyy suorana, jonka
kulmakerroin on 3, ja joka leikkaa y-akselin kohdassa 3. Periaatteessa 3, ker-
too siten selitettdvin odotusarvon, kun selitettéivin arvo on O:

E(y) = E(By + B, x 0 +¢) = By

Empiirisesséd analyysissa tamé tulkinta ei ole aina jirkevi, mihin palataan myo-
hemmin (jaksot 3.1.1 ja 3.3).

Mallin mukaan y:n suuruus riippuu x:n suuruudesta lineaarisesti parametrin
5, vilitykselld: Jos  muuttuu yksikon verran, niin y muuttuu 8;:n verran. Esi-
merkiksi jos y on lapsen pituus, = on isén pituus ja 8; = 0, 5, niin mallin mukaan
lapsen pituus tapaa olla 0,5 senttimetrid pidempi, jos isé on senttimetrin pi-
dempi. Vakio 3, asettaa mallin kuvaaman suoran sopivalle korkeudelle. Jois-
sain tilanteissa vakiolla on selkeé tutkittavaan ilmioon liittyvé tulkinta mutta
monesti ei ole (jaksot 3.1.1 ja 3.3). Jddnnos e kuvaa y:n vaihtelua, joka ei selity
x:n vaihtelulla. Esimerkiksi lapsen pituuteen vaikuttaa muitakin tekijoité kuin
iséin pituus (luku 1). Ne j##iviit mallissa huomioimatta ja puristetaan e:iin.



Erikoistapaus on 8; = 0. Té&llsin malli (1) typistyy niin, ettd y on satun-
naisesti jakautunut vakion S, ympaérill:

y=0+0xzx+ec=p,+e. (2)

Kiinnostavin asia mallissa (1) onkin tyypillisimmin parametrin £, suuruus —
esimerkiksi poikkeaako se nollasta eli pateekd malli (1) vai (2).

Regressioanalyysi on keino arvioida parametrien suuruutta ja systemaattista
komponenttia, kun mallin kuvaamasta ilmitstid on havaintoaineisto. Mallin (1)
kohdalla aineisto koostuisi havaintopareista (x1,y1), (2,Y2), - - -, (Tn, Yp ). Tssdl
n > 2 on havaintojen lukumé&éra.

Galtonin herneen siemen -vanhemmat ja niiden jélkipolvi seké vanhempien
ja lasten pituudet -esimerkit (luku 1) havainnollistavat regressiota odotusarvoa
kohti mallin (1) mukaisesti, kun 0 < 8; < 1. Kuvitteellinen sosiaalitukien saa-
jat -esimerkki (luku 1) vastaa mallia (2): Sosiaalitukien saajien lukuméira edel-
lisend vuonna () ei auta ennustamaan heidéin lukuméirasnsd kuluvana vuonna
(y): Kerroin 8; = 0 ja lukumééarat pyrkiviit palautumaan kohti odotusarvoaan
Bo-

Oheiseen hajontakuvioon on piirretty keinotekoinen aineisto (n = 50) —
vaikkapa helsinkildisten isien (x) ja heidén lastensa (y) pituuksista aikuisina.
Kukin piste vastaa yhté havaintoparia (x;, y;). Mitd pidempi isé on, sité pidempi
vaikuttaa lapsi olevan. Mutta kuinka paljon? Voitaisiinko havaintopisteiden
yhteys tiivistdd suoraksi, jonka parametreista voitaisiin péstelld vaikutuksen
keskiméériinen suuruus?

3.1.1 Yhden selittdjin lineaarisen regressiomallin estimointi

Yhden selittédjin regressiossa aineistoon sovitetaan regressiosuora, joka sum-
meeraa muuttujien viilisen riippuvuuden eli systemaattisen osan. Regressiosuo-
ran parametriarvot ovat vastaus edelld esitetyn tapaisiin kysymyksiin.

Sovittaminen voidaan tehd# periaatteessa monella tavalla. Ylivoimaisesti
kiiytetyin tapa on pienimmién nelissumman (PNS) menetelmé. Siind parametrit
By ja B, valitaan niin, ettéd y;-havaintojen poikkeamat sovitettavasta suorasta
nelividdén ja nelividen summa minimoidaan:

n

min » [y — (8o + f12:)]* = min Z(yz — Bo — Byzi)*.
BO)ﬂl i=1 60»;81 i—1

Y14 merkintd "min" tarkoittaa, ettd sen oikealla puolella oleva lauseke mini-
moidaan min-merkinnén alapuolelle merkittyjen suureiden suhteen. Minimoin-
nin voi ajatella tapahtuvan ikéén kuin kokeilemalla eri lukuarvoja 3, :1le ja 3, :1le
ja valitsemalla sellainen 3, 8;-pari, ettd lauseke > 1" (y; — By — Bqxi)? el voi
saada pienempié arvoja. (Todellisuudessa tilasto-ohjelmisto ratkaisee minimoin-
titehtdvin yhdelld laskutoimituksella eikéi kokeile eri arvoja.) Poikkeamien suo-
ralta y; — By — Byx; kasvaessa (itseisarvoltaan) kasvaa nelissumma y ., (y; —
Bo — B12:)? nopeasti. PNS-menetelmsi pyrkii siten tuottamaan regressiosuoran,
joka ei koskaan sijoittuisi kovin kauas yhdestikidn havaintopisteestd. Termien



(y; — By — B1x;) nelidinnin takia minimoinnin kannalta ei ole vili&i, onko y; su-
urempi tai pienempi kuin mallin mukainen arvo 3, — 8, 2;. Kaikkia poikkeamia
kohdellaan téssd mielessé samanarvoisesti.

Nelissumman minimoivia parametriarvoja kutsutaan PNS-estimaateiksi ja

A A
niitd merkitddn S,:1la ja Bq:lla ("A" luetaan "hattu"). Suureita

A A A
Y; = Bo + B1wi
kutsutaan sovitteiksi ja suureita

A A AA AA
gi=yi—Y; = Yi — (Bo + B12i) = yi — Bo — B17

AA
residuaaleiksi (¢ = 1,...,n). Regressiosuora (8, + $,x;) saadaan piirtdmélla
hajontakuvioon suora sovitteiden (@z) kautta. Residuaalit (/6\1) ovat jiinndsten

(e) estimaatteja.
Téarked kiisite on residuaalineliosumma

n A A
RNS = Z(yz —Bo — 61551‘)2-
i=1

Nimityksensd mukaisesti se on summa residuaalien nelidistd. Se on sitéd suurem-

pi, mitd enemmén y;-havainnot poikkeavat sovitteista ;@Z Sen avulla lasketaan
estimaatti jadnnoksen varianssille:

A2 1

n—2

Z(yz - %o - %1$i>2~
i=1

2
Jadnnosvarianssin estimaatti o mittaa residuaalin nelion kesklm%aralsta suu-

ruutta eli vaihtelevuutta aineistossa.'® Yleensi toivotaan, etté & olisi pieni,
koska silloin malli selittés hyvin y:n vaihtelun.
Miaritellddn vastaavasti kokonaisnelivsumma

n

KNS = "(y: —9)*. (3)

i=1

Siind y = Z;;l y;/n eli y;-havaintojen keskiarvo. Kokonaisnelissumma kuvaa,
kuinka suurta on y;-havaintojen vaihtelu keskiarvonsa ympérilla.
Neliosummista saadaan mallin selityskyvylle mittari selitysosuus
KNS — RNS RNS
= =1——. 4
KNS KNS (4)

2

R2

108yy jakaa RNS n — 2:1la eiki n:1ld liittyy niin saadun o2:n estimaatin teoreettisiin omi-
naisuuksiin ja jaksossa 3.1.2 kisiteltdviiin jakaumateoriaan. Muistiséénto on, ettd PNS-es-
timoinnissa havaintoja "menetetddn" yksi kutakin estimoitua parametria kohti. Vrt. RNS:n
kaava monen selittéjin regressiomallissa (7).



Selitysosuus saa lidhelld yhtéd olevia arvoja, mikiili residuaalinelisumma on pieni
suhteessa selitettidvin kokonaisnelissummaan (RNS/KNS = 0). Téllsin y selit-
tyy hyvin x:114. Mikéli z:114 ei ole selityskyky#, residuaalineliosumma ei eroa
paljoa kokonaisnelissummasta (RNS/KNS = 1). Téllsin selitysosuus on 1&helld
nollaa.

Selitysosuus on siten hyvin intuitiivinen mittari mallin hyvyydelle. Nyt
esilld olevassa yhden selittéijén regression tilanteessa se liittyykin aiemmista
opinnoista toivottavasti tuttuun otoskorrelaatiokertoimeen (r) yksinkertaisella
tavalla:

R? =2, (5)

Oheinen kuvio havainnollistaa kisitteitéi isd-lapsi -aineiston avulla. Regres-
siosuora madrittiia sovitteen kunkin x;-havainnon kohdalla. Residuaalit ovat
x;, y;-havainnoista regressiosuoraan pystysuorasti menevi viivoja. Toisenlainen
suora tuottaisi toisenlaiset residuaalit; kuviossa esitettyjen residuaalien nelioi-
den summa on pienin mahdollinen.

Mallin (1) PNS-estimointi tuotti téistd aineistosta tulokset

2
y=93,853+ 0,478z + £, & =3,725, R? =0,323.

Malli ennustaa lapselle lisdé pituutta 0,478 eli noin 0, 5 senttimetrié isén pituu-
den kasvaessa senttimetrilld ja selittdd noin 32 % lasten pituuden vaihtelusta
aineistossa. Kaavasta (5) seuraa, ettd otoskorrelaatio on selitysosuuden nelio-
juuri: r = V/R2. Pituuksien otoskorrelaatio on siteny/0, 323 = 0, 569.

Koska aineisto oli keinotekoinen, estimointituloksia voidaan verrata aineiston
tuottaneeseen todelliseen malliin. Suureiden todelliset arvot ovat 3, = 90, 5; =
0,5, 02 ~ 4,5, korrelaatio populaatiossa p = 0,5 ja selitysosuus populaatiossa
R? = (0,5)? = 0,25. Kaikki suureet tulivat estimoiduksi varsin hyvin.

Kuten usein on, estimoidulla vakiolla ei ole jirkevid tulkintaa. Estimoidun
mallin ja vakion mukaan lapsen pituus olisi noin 94 senttimetrii, jos isén pituus
olisi 0 senttimetrié (kuvio), miké on jirjeton ajatus. Malli ei vélttamétta antaisi
luotettavaa ennustetta edes periaatteessa mahdollisen mutta poikkeuksellisen
lyhyen iséin (esim. z = 155) lapsen pituudelle. Regressiomalleja ei ylipdéinsi
kannata yrittiéd soveltaa aineiston vaihteluvilin ulkopuolella.

Edells implisiittisesti oletettiin, etté kaikki x;-havainnot eivit ole yhtésuuria.
Jos ne olisivat, 8- ja 3;-parametreja ei voisi estimoida (oheinen kuvio havain-
nollistaa B;:n estimoinnin mahdottomuutta). Seuraavassa jaksossa tarvitaan
muitakin oletuksia.

3.1.2 Yhden selittdjin lineaarisen regressiomallin testaus

Ei ole harvinaista, ettd tutkijan pdidmielenkiinto on testauksessa. Vaikka se ei
olisi, padsidntoisesti ei koskaan tulisi rajoittaa regressiomallin tarkastelua vain
estimointituloksiin. Mallia tulisi aina testata. Filosofia on sama kuin muutenkin
tilastotieteessi: Pelkkid estimaatin tai yleisemmin tilastollisen tunnusluvun sub-
jektiivinen arviointi ei ole riittdvid; tulee myos testata, poikkeaako tunnusluku



nollasta tai muusta oleelliseksi katsotusta arvosta tilastollisesti merkitsevisti.
Hedelmiillisen tilastotieteen soveltamisen tunnusmerkkeji on, ettd on arvioitu
seké laskettujen tunnuslukujen merkittéivyytti sovellusalan kannalta ettd niiden
tilastollista merkitsevyytté.

Regressioanalyysilld voidaan testata parametreihin liittyvid nollahypoteeseja
(Ho). Sellaisia voisivat olla esimerkiksi Hp: ($; = 0 tai Hp: $; = 1. Vakion
suuruutta testataan harvoin muun muassa, koska silli ei ole usein selked# sovel-
lukseen liittyvad merkityksellistd tulkintaa (vrt. isd-lapsi -mallitus edell).

Hypoteesien testaukseen tarvitaan lisdoletuksia:

e Selittéivd muuttuja = on kiinte# (siiné ei ole satunnaisuutta).

e Jiinnos noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla 0 ja varianssilla o2
gi ~N(0,02),i=1,...,n.

e Jainnokset ¢; eivit korreloi keskenédn eli ne ovat riippumattomia toisis-
taan (normaalijakauman tilanteessa korreloimattomuudesta seuraa riip-
pumattomuus).

A

Oleellista on ymmértdd, ettd §; on satunnaismuuttuja. Se saa yhden tie-
tyn arvon tutkittavana olevassa aineistossa. Jos tutkittavana olisi toinen —
esimerkiksi espoolainen 50 havainnon aineisto isien ja lapsien pituuksista —

A
saataisiin toisensuuruinen 8. Samoin estimaatti muuttuisi, jos tutkittaisiin 50

vantaalaisen, 50 kaunialaisen jne. aineistoa isien ja lasten pituuksista. Koska
A

B, on satunnaismuuttuja, on sillé (ilmeisesti) my6s keskihajonta, jota kutsutaan
téssé yhteydessé keskivirheeksi. ("Virhe", koska tavoitteena on estimoida [,
missé ei tdysin onnistuta.)

Edella lueteltujen oletuksien pétiesséd estimaatteihin liittyvd jakaumateoria

A
tunnetaan. Tavalla, jota téssé ei selitetd, voidaan laskea (otos)keskivirhe 3;:lle

A
(SD(3;)) ja muodostaa niin sanottu ¢-testisuure eli ¢-arvo

Bi-8Y
SD(3,)

Nollahypoteesin Ho: 3, = 89 pitiessi se noudattaa ("~"-merkki ylls) ¢-jakaumaa
vapausasteilla n — 2. Huomionarvoista on, ettd jakauma riippuu havaintojen
lukumairistd mutta tunnetaan kaikilla havaintomaérilld. Testisuure on hyvin

tﬁlzﬁrl) = tnfg.

A
intuitiivinen. Estimaatin 8; poikkeama nollahypoteesin mukaisesta arvosta ,6(1)
suhteutetaan estimaatin keskivirheeseen. Suurikaan poikkeama ei ole tilastolli-

A
sesti merkitsevi, jos §;:n keskivirhe on suuri. Toisaalta pienikin poikkeama on

A
tilastollisesti merkitsevi, jos 3, :n keskivirhe on hyvin pieni. Keskivirhe pienenee
havaintojen lukuméirin kasvaessa. (Muutkin tekijéit vaikuttavat keskivirheen
suuruuteen.)



Tyypillisimmin testataan nollahypoteesia §; = 0. Télloin testisuure on
yksinkertaisesti 3;:n estimaatti jaettuna keskivirheelldéin:

A

B
SD(5,)

Monet tilasto-ohjelmistot tulostavat timén testisuureen regressoitaessa selitet-
taviid yhdelld selittdvilld muuttujalla. Toiset ohjelmistot raportoivat PNS-
estimaatin ja sen keskivirheen, jolloin kiyttéjéin tehtéivd on muodostaa osaméirs

tg,=0 = ~t,_9. (6)

3 1/ SD(%l). Tieteellisissé artikkeleissa kiytanto vaihtelee: Joissain raportoidaan
estimaatti ja t-arvo ja toisissa estimaatti ja sen keskivirhe. Jilkimméaisessé tilan-
teessa lukijan tulee osata itse muodostaa t-arvo, jos haluaa tietéé sen suuruuden.

Testaaminen etenee téméin jilkeen tavanomaiseen tapaan eli valitaan sopi-
vaksi katsottu riskitaso (esim. 5, 1 tai 0,1 %), ja katsotaan, onko testisuureen
itseisarvo suurempi kuin riskitasoon liittyvé kriittinen arvo (kaksisuuntainen tes-
taus). Esimerkiksi 5 %:n riskitasoa kéytettiessd kriittiset arvot olisivat isi-lapsi
esimerkissd t-jakauman 50 — 2 = 48:1la vapausasteella 2, 5. tai 97, 5. persentiilit.

Tilasto-ohjelmistot usein raportoivat testisuureeseen liittyvin p-arvon, joka
on todenniikoisyys saada havaittu tai vield poikkeavampi testisuureen arvo nol-
lahypoteesin pitiessd. Jos ohjelmiston raportoima p-arvo on esimerkiksi alle
0, 05, niin nollahypoteesi hylétésin 5 %:n riskitasolla. Jos ohjelmisto ei raportoi
p-arvoa, voi kriittiset arvot silti usein laskea tilasto-ohjelmiston avulla. Vaih-
toehtoisesti voidaan kriittisid arvoja katsoa t-jakaumataulukoista. Niisté ei ole
taulukoitu kriittisid arvoja kaikille mahdollisille havaintojen lukuméérille mutta
on tietenkin kdytinnon kannalta riittdville méaarille.

Isé-lapsi -esimerkissé %1 :n keskivirhe on 0, 099, joten t-arvo on 0,478,/0,099 ~
4,788. Esimerkin laskussa kiytetty R-ohjelmisto'! raportoi seki keskivirheen
etté t-arvon, joka tdsméi juuri lasketun kanssa. Ohjelmiston mukaan p-arvo on
pienempi kuin 0,0001, joten selviistikin nollahypoteesi 5; = 0 hylédtéén 5 %:n
riskitasolla ja paljon pienemmillikin riskitasoilla. Samaan tulokseen piddadytédn
vertaamalla t-arvoa 4, 788 t-jakauman 50. vapausasteella 97, 5. persentiiliin 2, 009
(oheisesta taulukosta). Taulukosta ei 16ydy persentiilejd ¢-jakaumalle 48. va-
pausasteella, joten vertailujakaumana kiytettiin ¢-jakaumaa 50. vapausasteella.

Testin mukaan isien pituus vaikuttaa lasten pituuteen (8; # 0). Tulos on
tietenkin odotettu. Mikili tutkittava ilmio olisi tuntemattomampi. keskeinen
osa regressioanalyysia olisi testata, poikkeaako parametri 3; nollasta. Mikali
nollahypoteesia ei hyléttéisi (¢-arvo olisi itseisarvoltaan pienempi kuin kriittiset
arvot), padteltiisiin, ettd muuttujien vililld ei ole yhteytté tai ettd aineisto ei
ainakaan anna tukea yhteyden olemassaololle. Mallin selitysosuus olisi télléin
lahelld nollaa (mieti miksi!), ja kaavan (5) perusteella muuttujien vélinen otos-
korrelaatio olisi samoin lidhelld nollaa.

1 R-versio 2.15.0 (2012-03-30). Copyright (C) 2012 The R Foundation for Statistical Com-
puting.
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3.2 Monen selittijin lineaarinen regressiomalli

Selitettivih muuttuja y médrdytyy nyt monen selittivin muuttujan z; (i =
1,...,k) lineaarisesta regressiomallista

y=PBo+Bix1+ -+ Brar +e. (7)

Mallin tulkinta on samantapainen kuin mallin (1). Selitettévé y on viilimatka-
asteikollinen, selittéjit x; voivat olla my6s luokitteluasteikollisia ja jdsinnos € on
satunnaistermi odotusarvolla 0 ja varianssilla 2. Siihen tiivistyy y:n vaihtelu,
joka ei selity x;:den vaihtelulla. Parametrit f,...,, ovat kiinteitd yleensi
tuntemattomia lukuja, joiden suuruudet pyritddn selvittdméin regressioana-
lyysilla (eritoten [:std (j:hon). Parametria 3, kutsutaan vakioksi ja para-
metreja B,. .., 3, (regressio)kertoimiksi.

Mallin (7) systemaattinen komponentti on selitettéiviin (selittdjien x; arvolle
ehdollinen) odotusarvo

E(y) =E(By+ Byz1 + -+ Bz +€) = By + 8171 + - + Brxk- (8)

Vakio kuvaa nyt selitettdvin odotusarvoa, kun kaikki selittéjit saavat arvon 0:

E(y) = E(By + 1 X 04+ + B x 0+ &) = f.

Kuten yhden selittdjin regressiossa (jakso 3.1.1), tdméi tulkinta ei ole aina
jarkev.

Kerroin 3; kuvaa z;:n yksikon suuruisen muutoksen vaikutuksen y:hyn, kun
muut selittéjiat eivit muutu. Monesti mielenkiintoisin kysymys on, ovatko f3;-
kertoimet nollia eli selittéiako x;:den vaihtelu lainkaan y:n vaihtelua.

Monen selittdjin regressiomallin (7) systemaattisen komponentin ja para-
metrien selvittdminen edellyttéé n:std havaintovektorista [z11 ... z1k 21],. ..,
[Zn1 -.. Znk yn] koostuvaa aineistoa (n > k). Muuttujien ensimméinen indeksi
on havainnon numero (¢ = 1,...,n) ja jilkimmé&inen indeksi kertoo, mist# selit-
tdjéstd havaintoarvo x;; on (j = 1,...,k). Jos selittéjid on kaksi, niin aineisto
[11 Z12 y1],.--, [Tn1 Tna Yn] On esitettdvissd kolmiulotteisessa koordinaatis-
tossa vaikkapa tietokoneen nayttéruudulla. Jos selittdjiéd on enemmén, vastaava
visualisointi ei ole mahdollista.

3.2.1 Monen selittdjin lineaarisen regressiomallin estimointi

Monen selittdjdn regressiossa aineistoon sovitetaan selitettdvin ja selittéijien
vilisen riippuvuuden summeeraava lineaarinen funktio eli mallin (7) systemaat-
tinen osa (8). Systemaattisen osan geometrinen tulkinta ei ole yht# helppo kuin
yhden selittdjin regressiossa, jossa aineistoon sovitettiin suora. Mikili selittéjid
on kaksi, sovitetaan aineistoon kaksiulotteinen taso (kuvio)'2.

12Kuvio on kirjasta B. Burt Gertsman (2008): Basic Biostatistics — Statistics for Public
Health Practice. Jones and Bartlett.
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Sovittaminen tehdéén yleisimmin PNS-menetelmilld jaksossa 3.1.1 esitet-
tyyn tapaan. Parametrien f,.. ., 8, lukuarvot valitaan minimoimaan y;-havain-
tojen poikkeamien systemaattisesta komponentista neliiden summa;:

mln Z —(Bo P11+ A+ Brrr)]? = mln Z Brz1i— - —Brrr)?
0B i Ol =1
A A
Neliosumman minimoivat parametriarvot ovat PNS-estimaateja 3,,. . ., 8. Jak-

sossa 3.1.1 selitetyt kisitteet yleistyvit muutenkin suoraviivaisesti k:n selittéjén
tilanteeseen. Sovitteet (/y\z), residuaalit (g;), residuaalinelivsumma ja jisinnoksen
varianssin estimaatti ovat nyt

AN AN N
Y; = Bo + B + -+ BrTik,

A A N N A N N N
=Y —Y; =Y — (Bo+ Lz + -+ Bpxix) =i — By — B1®i1 — - — BrpTiks
p 2
RNS = Z 51%1 s = Brik)
ja
A2 1 n AN A
T T k-1 ;(yi —Bo = Brza — -+ — Brzar)*.

Kokonaisnelissumman ja selitysosuuden kaavat (3) ja (4) eiviit muutu. Merkit-
tévi ero on, ettd selitysosuuden ja otoskorrelaation neliot sitova kaava (5) pétee
nyt, kun otoskorrelaatiokerroin r on laskettu selitettdvin muuttujan y; ja sen
sovitteen ;@ivalille. (Tamé tulkinta on mahdollinen myos yhden selittéjin re-
gression mallin kohdalla.)

3.2.2 Monen selittidjan lineaarisen regressiomallin testaus

Testaamista varten jaksossa 3.1.2 tehtyja oletuksia pitéé tdydentédd olettamalla
nyt, ettd kaikki selittéiviit muuttujat x; ovat kiinteitd (niissé ei ole satunnai-
suutta). Lisiksi yhdenkiifin selittéjin x; arvot eiviit saa riippua tédydellisesti
lineaarisesti muiden selittdjien z;, j # 4, arvoista.'®
Ehki térkein ja useimmin testattu monen selittéjin regressiomallin (7 )

kertoimia koskeva nollahypoteesi on, ettd ne ovat kaikki nollia (Ho: 8; = -+ =
B, = 0). Nollahypoteesin mukaan selitt&jilld z; ei ole télloin lalnkaan 5eli-
tyskykyéd selitettivin muuttujan y suhteen. Tdméin hypoteesin péteminen tai

13Fi saa olla olemassa 7j-kertoimia niin, ett#i pitisi x; = vg + 121 + - + V;_1%i—1 +
Vit1Ti+1 + -+ + 7,2k kaikkien havaintojen kohdalla. Yhden selittdjin tilanteessa jélkim-
méinen ehto merkitsee, ettd kaikki ainoan selittéjéin havainnot eiviit saa olla samoja. Tété
tilannetta sivuttiin jakson 3.1.1 lopussa. Asia on matemaattinen ongelma, johon harvemmin
torméd empiirisessé tyossé ja se sivuutetaan siksi tdssd enemmittid pohdinnoitta.
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pitemittomyys on tutkijalle usein keskeisimpis kysymyksié. Nollahypoteesia
testaava F'-testisuure on hyvin yksinkertainen:

_ R*/k N
TR k) Rk ®)

Nollahypoteesin Hp: §; = --- = [, = 0 pétiessi se noudattaa F-jakaumaa
k:lla ja n — k — 1:114 vapausasteella. Jélleen (vrt. jakso 3.1.2) jakauma riippuu
havaintojen lukuméirssti ja on tunnettu kaikilla havaintomésrilla.

Useimmat tilasto-ohjelmistot laskevat F-testisuureen automaattisesti regres-
sion yhteydessd. Testisuureen suuret arvot ovat testin kannalta hilyttivii.
Mikili tilasto-ohjelmisto ei ilmoita F-testisuureen p-arvoa, voidaan testisuureen
arvon tilastollinen merkitsevyys arvioida esimerkiksi F-jakauman taulukoitujen
kriittisten arvojen avulla.

F-testisuureella on selked intuitio. Mikéli selittéjit x; kykenevit selittamaéin
suuren osan selitettéviin y vaihtelusta (KNS), niin jiljelle jadvi selittdméton
vaihtelu (RNS) muodostuu pieneksi ja selitysosuus R? suureksi (kaava (4)).
Kaavasta (9) nidhdiin, ettd mitd suurempi R? on, sitd suurempi on F-testisuure.
F-testi siis hilyttad, kun selittdjilla on aineistossa hyvé selityskyky. Myos
havaintojen lukuméiran kasvattaminen pyrkii kasvattamaan F-testisuuretta ja
kasvattamaan todennikoisyytté hylidtd nollahypoteesi, kun se ei piade. Mikéli
nollahypoteesi pitee, R? tapaa jéids pieneksi ja F-testisuure samoin.

Yleisid mallin (7) parametreja koskevia nollahypoteeseja ovat, ettd i:nnen
selittéijin kerroin on nolla (Hgp: 8; = 0) tai ettél se on tietyn suuruinen (Ho:
B; = 7). Edellisessi tilanteessa i:nnett selittijii ei tarvittaisi regressiossa (7).
N4itd nollahypoteeseja voidaan testata jaksosta 3.1.2 tutuilla t-testisuureilla:

B; - 8
tg,=0 = - ~ LENE S
SD(8;)
ja
8
lg,=0 = Y th_k_1. (10)
SD(8;)

Vastaavan nollahypoteesin pétiessi ne noudattavat t-jakaumaa vapausasteilla
n —k —1. Jakauma riippuu havaintojen lukuméiriastd mutta tunnetaan kaikilla
havaintoméarilla. Tilasto-ohjelmisto raportoi yleensd automaattisesti jalkim-

méisen t-arvon kaikkien selittédjien estimoiduille kertoimille tai niiden keski-
A

virheet SD(8;), ¢« = 1,...,n. Testaus tapahtuu kiyténnossi jaksossa 3.1.2
selitetylld tavalla. Sielld kuvattiin myos t-testisuureiden intuitio.
Monesti on kiinnostavaa testata, olisikovatko mallin (7) d (0 < d < k)
oikeanpuoleisinta selittdjad tarpeettomia eli péteekd By, 1 = -+ = B =
jossa k, = k —d > 0. (Oletus tarpettomien selittéjien sijoittumisesta mallin
oikeanpuoleisimmiksi tehd#sin merkintsjen yksinkertaistamiseksi.) Edelld "r"

)
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viittaa rajoitettuun. Niin rajoitettu malli olisi

y=pBo+ B+ + By, Tk, +E. (11)

Se saadaan mallista (7) erikoistapauksena asettamalla d kappaletta 3,-kertoimia
nollaksi (k. 4+ 1). muuttujasta ldhtien.
Nollahypoteesia Ho: 8y, 1 = -+ = 8, = 0 voidaan testata testisuureella

(R*=R2)/d
(1-RY)/(n—k—1)

~Fyn_k-1.

Testisuure vaatii seké regression (7) ettd regression (11) laskemisen. Jéilkim-
méisen regression selitysastetta on merkitty ylli R2:1la. Nollahypoteesin pitiessi
testisuure noudattaa F-jakaumaa d:114 ja n — k — 1:114 vapausasteella. Testisuu-
reen suuret arvot ovat hélyttévii.

Taménkin testisuureen toimintaperiaate on hyvin ymmérrettava. Mikali
kertoimet 3, .1, ..., poikkeavat tai osa niistd poikkeaa nollasta, mallien seli-
tysasteiden tulisi erota selviisti. Télloin erotus R2—R? testisuureen osoittajassa
muodostuu suureksi ja testisuure samoin. Mikili d. viimeiselld selittdjilld ei ole
selitysvoimaa (nollahypoteesi pétee), erotus ja testisuure jadvit pieniksi.

Muunkinlaisia rajoituksia (esim. 8; = 3, tai 8; + -+ + 5 = 1) mallin (7)
parametreille voidaan testata. Asia jitetéifin téissd maininnan varaan.
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