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5. REGRESSIOANALYYSI

5.1 YHDEN SELITTAJAN REGRESSIOMALLIT

Yhden selittdjan regressiomallia on kisitelty Kirjassa 1. Téhén malliin Littyvat
kaavat on esitetty myos timén luvun lopussa.

5.2 USEAN SELITTAJAN REGRESSIOMALLIT

5.2.1 JOHDANTO

Riippuvuuksien tutkiminen on tieteen tirkeimpid tehtivid. Tilastotieteessd
riippuvuuksia analysoidaan mm. regressiomallien avulla. Regressioanalyysi kisittda
lasjan joukon menetelmid, joissa pyritiin mallittamaan jonkin muuttujan, ns.
selitettivén muuttujan €l vastemuuttujan riippuvuutta toisista muuttujista, ns.
selittavistd muuttujista eli selittdjistd sopivilla selittajien funktioilla. On syytd huomata,
etta selitettivin ja selittivin muuttujan vilinen ero on regressiomalleja sovellettaessa
perustavaa laatua. Regressioanalyysin paimairani on selvittdid riippuvuuden muoto ja
voimakkuus muuttujista kerityn havaintoaineiston perusteella. Analyysin erids
osatehtivistd on selvittid riippuuko selitettiva muuttuja todellakin niistd selittdjista,
joista sen on ajeteltu riippuvan. A

Seuraavassa tarkastellaan sellaisia tilanteita, joissa selitettavin muuttujan ja
selittdjien vilista riippuvuutta kuvataan lineaarisella funktiolla.

Oletetaan, etti tehtivini on selvittas miten selitettivin muuttujan ¥ (satunnais-
muuttuja) keskimiarainen arvo riippuu selittijien xy, X, ..., X, arvoista. Oletamme, ettad
selitettivin muuttujan Y odotusarvo E(Y) = ur on sehttavnen muuttujien X, Xz,..
arvojen /ineaarinen funktio:

E(Y) = ur=Bo + Bix1 + Boxz2 +...+ Bpx,,

jossa kertoimia Po, Bi, B2,..., B, sanotaan regressiokertoimiksi. Koska regressio-
kertoimien arvoja ei tava]hs&stl tunneta, regressioanalyysin erds osatehtivisti on
kertoimien estimointi eli arviointi havaintojen perusteella.

Jos yo. yhtalo patee, vastemuuttujan arvon eli vasteen Y ja selittijien arvojen
X1, Xa,..., X, Vililld vallitsee lineaarinen tilastollinen riippuvuus. Nimitys lineaarinen
johtuu snta, etti yo. lausekkeen oikea puoli maanttelee tason yhtalén p-ulotteisessa
avaruudessa ja taso on esimerkki lineaarisesta funktiosta.'

! Lineaarinen = suoraviivainen tai viivallinen.

IM/Johdatus tilastotieteeseen. 2. kirja.
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Ylli esitetty yhtdlé on vastemuuttujan ja selittdjien vilinen regressioyhtilo
perusjoukossa. Yhtil6a ei voida havaita suoraan, koska Y-muuttujan havaitut arvot eli
vasteet vaihtelevat niiden odotusarvon py ymparilli. On syytd huomata, etti vaste-
muuttujan ¥ odotusarvoa tarkastellaan silli ehdolla, etti selittdjit ovat saaneet arvot
X1, X2,..., Xp. Jokainen selittijien arvojen yhdistelms méirittelee Y'n mahdollisten
arvojen muodostaman perusjoukon osajoukon. Vaste Y vaihtelee niin miaritellyissi
osajoukoissa siten, ettd Y'n odotusarvona on ylli mairitelty selittijien arvojen
lineaarinen funktio.

Lineaarisen mallin formulaatioossa on mahdollista ottaa huomioon myos
sellainen tilanne, jossa selittdjit ovat saturmaismuuttujia, miki onkin tavanomainen
tilanne. Selitettdvin muuttujan odotusarvoa tarkastellaan tillin ekdollisesti selittijien
havaittujen arvojen suhbteen, mikd merkitsee selittdjien arvojen Aiimmittamisti
havaittuihin arvoihinsa. Kiinnittiminen johtaa sihen, ettd selittdjien arvot voidaan
tulkita ei-saturmnaisiksi. Joissakin tilanteissa selittijien arvot ovat aidosti ei-satunnaisia.

Taimi merkitsee yleensd sitd, ettd selittijien arvot on voitu Aiimmitidd tai valita
balutuiksi. Témi on tavallisesti mahdollista vain koeasetelmien yhteydessi ja

talloinkdin ei ole yleensd mahdollista valita kaikkia selitettivdin muuttujaan
vaikuttavien tekijéiden arvoja.

Kertoimia o, B1, B2,-.., B, kutsutaan siis regressiokertoimiksi. Erityisesti
kerrointa Bo kutsutaan regressioyhtalon vakioksi. Vakio kuvaa selitettivin muuttujan
odotettavissa olevaa arvoa, jos kaikilla muilla selittdjilli on arvo 0. Kertoimilla B,
i=12,...p on seuraava tulkinta: Tarkastellaan esimerkiksi kerrointa B;. Oletetaan,
etti selittdjilla on kiintedt arvot x;, X»,..., x,. Oletetaan, etti kerrointa B; vastaavan
selittdjén arvo x; kasvaa yhdelld yksikolia, ts.

_ x-ox+1
kaikkien muiden selittijien arvojen pysyessa ennallaan. Till6in selitettivin muuttujan ¥
odotusarvo muuttuu B; yksikolla, koska
uy = B, +Bi(x +l)+Bzxz+ +B X,
=By +Bix; +Box,+. 4B X, + B,
=u, +B,. »
Regressiokerroin kuvaa siis sitid, miten selitettivin muuttujan odotettavissa oleva arvo
muuttun, jos kerrointa vastaavan selittdjén arvo kasvaa yhdella yksikolld ja kaikkien
muiden selittdjien arvot pysyvit samaan aikaan muuttumattomina. Jos regressiokerroin
B; =0, vaste ei riipu vastaavasta selittdjasts.

‘Seuraavassa tarkastellaan miten timé matemaattinen malli voidaan lLiittss
havaintoihin tilastolliseksi malliksi.

Oletetaan, etta selitettavista muuttujasta ¥ ja selittdjistd x;,x,,...,x, on
kaytettavissd havaintoyksikoitd i = 1,2,... 2 koskevat havaintoarvot:

Havaintoyksikké 1: 1, xu, X12,..., X1p,
Havaintoyksikko 2: Y5, X1, X2, .- ., X2,
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Havaintoyksikko 7: Y5, Xn1, Xu2,. --» Xmp-
Siten _
¥; = selitettidvin muuttujan ¥ arvo havaintoyksikossé 7,
x;; = selittdjan x; arvo havaintoyksikossa j,
n = havaintojen lukumaars, |
p = selittdjien lukumaara.

‘Havainnot toteuttavat vain poikkeuksellisesti ylld esitetyn perusjoukon
regressioyhtalon. Poikkeamat tistd yhtalostd vaihtelevat satunnaisesti havainnosta
toiseen. Tekemilld poikkeamista sopivia oletuksia voidaan havainnoille muodostaa
tilastollinen malli, jota kutsutaan Jineaariseksi regressiomalliksi.

LINEAARISTA REGRESSIOMALLIA KOSKEVAT
STANDARDIOLETUKSET

Oletetaan, etti havaintojen vililld vallitsee yhtilo
Y;=Bo+Pxn +Baxp +...+ Bxp t+ 8 Jj=12,..n,
jossa
&; = poikkeama eli virhe- eli jadnndstermi havainnossa j.
Vastemuuttujan Y arvot Y; voidaan jakaa timin yhtdlon mukaan rakenneosaan ja
jddnnokseen niin, ettd
Y; = rakenne + jddnnos,
jossa
rakerme = Bo + Bix + Baxp +...+ Bxp
on selittijien arvon lineaarinen funktio ja kuvaa systemaattista osaa havaintoarvossa ¥;
Ja '
jadmnos = g;
kuvaa saturmaista osaa havaintoarvossa Y.
Selittajists tehddan seuraavat oletukset:
1. Selittdjien arvot ovat kiinteitd eli ei-satunnaisia.

Tasti oletuksesta on mahdollista luopua, kunhan jaznnGstermin ominaisuuksia
koskevat oletukset 3 ja 4 muunnetaan sopivaan muotoon. Naitd muunnettuja
oletuksia tarvitaan erityisesti aikasarja-aineistojen yhteydessi, mutta myés
monissa muissa sovelluksissa selittdjien arvot ovat satunnaisia. Sivuutamme
tassd niiden muunnettujen oletusten tarkemman kisittelyn.

2. Mink3in selittdjan arvot eivat riipu lineaarisesti toisten selittajien arvoista.

Oletus 2 on tekninen ehto, joka takaa sen, etti regressiokertoimille voidaan
midrati pienimmén neliosumman estimaattorit tavanomaiseen tapaan. Ehdosta
seuraa mm. se, etti sama selittdjd ei saa esiintya kahdesti selittdjien joukossa ja
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se, ettd minkéan selitt4jan arvoja ei voida lausua kahden muun selittijan arvojen
(painotettuna) summana. Jos ehto ei jostakin syystad pade, joutuvat kertoimien
estimoinnissa kiytetyt tilasto-ohjelmat tavallisesti vaikeuksiin. Missiin
tavanomaisessa tapauksessa ei ole pelkoa siiti, ettei ehto patisi.

Virhetermisti €; tehdién seuraavat oletukset:
3. Virhetermin &; odotusarvo on nolla:
E(g) =Okaikille j=1,2,... .
Ehto takaa sen, ettd selitett4dvin muuttujan arvojen eli vasteiden odotusarvot
ovat muotoa =~ -
E(Y) = Bo + Bixn + Baxz +...+ Bpxp kaikille j=12,...n
Tamad merkitsee sitid, etti havaintoarvon Y; odotusarvo yhtyy mallin
systemaattiseen osaan.

4. Virhetermin €; varianssi eli jddnndsvarianssi on vakio:
D*(g) = 6* kaikille j=1,2,... ».
Ehdosta seuraa se, ettid
DY) =6
Téama merkitsee sitd, etti havaintoarvojen Y; keskittyneisyys oman
odotusarvonsa E(Y)) ympérille on kaikille havainnoille j sama. -
Oletusta 4 kutsutaan usein homoskedastisuusoletukseksi. Jos se ei pade
sanotaan, etti virhetermit ovat heteroskedastisia. Homoskedastisuusoletuksen
mukaan virhetermien jakauma keskittyy
Koska o” on tavallisesti tuntematon, regressioanalyysin erds osatehtivisti on
jaannosvarianssin estimointi havaintojen perusteella.
5. Virhetermit €; ovat keskeniin korreloimattomia.
Oletus 5 on merkityksellinen lihinni aikasarja-aineistojen yhteydessa.
Sivuutamme ehdon tarkemman kisittelyn tissi yhteydessa.
Oletuksia 1.—S5. kutsutaan lineaariseen regressiomalliin liittyviksi standardioletuksiksi.
Oletuksiin 3 ja 4 litetain usein normaalisuusoletus:
6. Virhetermi €; on jakautunut normaalijakauman mukaan:
g ~ N(0, ).
On syyti huomata, etti jos oletukset 1.—6. eivit pide saattaa olla syytd kayttii
toisenlaisia tilastollisia menetelmia, kuin niiti, joita kisitelldsn alla.
Lineaarisen  regressiomallin = parametreja  ovat  regressiokertoimet
Bo, B, B2,....B, ja jiinnosvarianssi o”. Regressioanalyysin paitehtavid on niiden
parametrien estimointi ja niitd koskevien hypoteesien testaaminen. Lisiksi analyysiin
pitdi aina liittad mallista tehtyjen oletusten 1.—6. tarkistaminen. On hyvi tiets, etti
standardioletuksia voidaan tutkia graafisesti tai tekemills sopivia tilastollisia testeja.
Standardioletusten tarkistamista kutsutaan usein diagnostiikaksi. Sivuutamme



231

diagnostisten menetelmien kuvailun tissé esityksessi. Jos malli toteuttaa siitd tehdyt
oletukset ja malli on muutenkin jirkevd, estimoitua mallia voidaan kéyttdd paitsi
selitettivin muuttujan ja selittijien valisen riippuvuuden kuvaamiseen, selitettavan
muuttujan  arvojen emmustamiseen ja jopa selitettdvin muuttujan  arvojen
kontrollointiin.

ESIMERKXKI 1.

Alkoholin kulutusta tutkittaessa formuloidaan usein regressiomalli, jolla
pyritdin selittimisn alkoholin vuosikulutusta absoluuttialkoholilitroina per
capita', kun selittzjini ovat alkoholin reaalihinta ja reaalinen vuositulo per
capita’® :
Eris sellainen malli on muodoltaan seuraava: |

XI=BO+BIPJ+32QI+8J3 j=1?29""n9
jossa |

¥; = alkoholin kulutus absoluuttialkoholina (I) per capita vuonna j,

p; = alkoholin reaalihinta (mk) vuonna j,

O; = reaalitulo per capita (mk) vuonna j.
Oletetaan, etti malli toteuttaa standardioletukset sopivasti muunnettuina:
Alkoholin nimellishinta on ALKO:n hallintoneuvoston valittavissa ja on siten
ei-satunnainen. Sen sijaan reaalihinta on satunnaismuuttuja, koska elin-
kustannusindeksi on satunnaismuuttuja. Samoin reaalitulo on satunnais-
muuttuja.
Tillaista mallia voidaan kiyttas seka alkoholin kulutuksen ennustamiseen etta
kontrollointiin: Jos reaalitulojen ennustetaan pienenevin seuraavana vuonna,
voidaan mallin perusteella ennustaa paljonko kulutus tulee muuttumaan. Jos

alkoholin kulutusta halutaan vihentii tietyn masran, voidaan mallin perusteella
misrits paljonko alkoholin hintaa on muutettava, jotta tavoite saavutetaan.

Regressiokertoimilla on seuraavat tulkinnat:
Bo:  Kerroin ilmaisee paljonko alkoholia kututettaisiin, jos alkoholin

reaalihinta ja reaalitulot saisivat arvon 0.
B  Kerroin ilmaisee paljonko alkoholin kulutus muuttuu, jos alkoholin
reaalihinta kasvaa yhdelld markalla.
B, - Kerroin ilmaisee paljonko alkoholin kututus muuttuu, jos reaalitulot
kasvavat yhdelld markalla.
! Per capita tarkoittaa henkilds kohti.

2 poaalihinnalla tarkoitetaan hintaa, jossa on otettu huomioon inflaatio eli rahan arvon
huononeminen. Reaalihinta saadaan nimellishinnan ja elinkustannusindeksin suhteena. Vastaavasti
reaalitulolla tarkoitetaan tuloa, jossa on otettu huomioon inflaatio eli rahan arvon huononeminen.
Reaalitulo saadaan nimellistulon ja elinkustannusindeksin sahteena.

IM/Johdatus tilastotieteeseen. 2. kirja.
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Huomaa, etti regressiokertoimien merkeisti on kiytettivissi priori- eli
ennakkotietoa:

B1<0:

Kerroin B; on negatiivinen, koska mink3 tahansa tuotteen reaalihinnan
nousu vihentid tuotteen kulutusta.

B2=0:
Kerroin B> on luultavasti positiivinen, koska reaalitulojen nousu lisii
sellaisten tuotteiden kulutusta kuin alkoholi.
Regressioanalyysin tarkoituksena on mm. estimoida regressiokertoimien arvot
ja tarkistaa ovatko kertoimien merkit ennakkokisitysten mukaisia. Tillainen
jarkevyystarkistus on Keskeisessi asemassa regressioanalyysissa. Jos hinta-
muuttujaa vastaava regeressiokertoimen f3; estimaatti saa positiivisen merkin,
ollaan pahoissa vaikeuksissa, vaikka malli olisi #lastollisilta ominaisuuksiltaan

kuinka hyvéksyttivi tahansa. @
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5.2.2 LINEAARISEN REGRESSIOMALLIN ESTIMOINTI
Lineaarisen regressiomallin |
Y;=Bo+Bxn+Baxp+...+ BXpte, | j=12,..n,
parametrit estimoidaan tavallisesti pienimman neliosumman keinolla, lyh. PNS-

keinolla.  Regressiokertoimien B, B1, B2,..-, By PNS-estimaattorit  saadaan
minimoimalla neliosumma

ési-Z(Y By —Byxn —B %~ —B,%,)’

parametrien Bo, B1, B2,..., B, suhteen. Jos virhetermit &; ovat normaalijakautuneita,
suurimman uskottavuuden menetelmi tuottaa parametreille Bo, B, B2,..., B, samat
estimaattorit kuin PNS-menetelmi. Sivuutamme tédssi kokonaan regressiokertoimien
estimaattien laskukaavat. Alla tosin esitetéin yhden selittjan malliin ittyvat kaavat.

Oletetaan, etti PNS-estimaattorit kertoimille Bo, B, B2,..., B, ovat bo, by, b,
., b,. Niiden avulla voidaan mairitella seuraavat kisitteet:
Sovite:
ii- =b0+blxﬂ+bzx]2+---+ bpxjp> J= 1’2:---:'”'
Sovite on estimoidun mallin selitettivalle muuttujalle ¥ antama, selittéjien
arvoja X, Xp,..., Xjp vastaava arvo. Y, luetaan y-j-hattu.
Residuaali:
ey=Y;— ¥, = ¥;— bo - bixa - bxp —...— bxp, ji=12,..n

Residuaali on selitettivin muuttujan havaitun arvon Y; ja estimoidun mallin

selitettiville muuttujalle antaman arvon ¥, erotus. Residuaalia voidaan pitéd

jaannostermin €, havaittuna vastineena, jos malli on oikemn muodostettu.

Lienee ilmeistd, ettd malli selittda selitettivin muuttujan arvojen vaihtelun sitd
paremmin, miti ldhempéni sovite on selitettdvin muuttujan havaittuja arvoja eli miti
pienempi ovat residuaalit.

Virhetermin varianssi eli jainnosvarianssi 6> voidaan estimoida residuaalien
avulla: Voidaan osoittaa, ettd

>e

nplrl

on jainnosvarianssin o harhaton estimaattori. s* on residuaalien varianssi ja kuvaa
siten residuaalien vaihtelua niiden keskiarvon ymparilli. Tulkinnan kannalta on tirkeéta
huomata se, etti s° kuvaa selitettivin muuttujan havaittujen arvojen vaihtelua

regressiotason
y= bo - b;x; - bzxz -_— bpxp

srills.

IM/Johdatus tilastotieteeseen. 2. kirja.
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Se, etti edelli esitetty kaava s*Ile on todellakin residuaalien variamssi, seuraa
siitd, ettd residuaalien aritmeettinen keskiarvo

e 1"e 0
= - . =U
n5 "’
aina, kun mallissa on vakio.

. Kuten tunnettua selitettivin muuttujan arvojen vaihtelun mittaaminen voidaan
perustaa neliosummaan

jossa

on selitettivin muuttujan arvojen otoskeskiarvo. Neliosummaa SS7 kutsutaan
kokonaisneliosummaksi, koska se kuvaa vasteiden vaihtelua niiden keskiarvon
vmpérilli. Selitettdvin muuttujan ¥ havaittujen arvojen Yy, >,...,Y. otosvarianssi sy
voidaan maiaritelld kokonaisnelicsumman SST avulla seuraavalla kaavalla:

2 SST

st= )
T n-1

Residuaalien vaihtelun mittaaminen taas voidaan perustaa neliésummaan

SSE = Zejz. )
-
Neliosummaa SSE kutsutaan jaannosneliosummaksi. Jiannosvarianssin estimaattori s°
voidaar maaritelld jasnnosneliosumman SSE avulla seuraavalla kaavalla:
SSE
n-p-1
Regressioanalyysin keskeisid tuloksia on se, etti jiiznnosnelisumma on aina
korkeintaan yht3 suuri kuin kokonaisneliosumma:
SSE < §ST.

2

Erotusta
SSM = SST - SSE
kutsutaan regressioneliosummaksi tai mallineliosummaksi. Voidaan osoittaa, ettd

SSM =Y, -F).
P

Jaannosneliosumman ja kokonaisneliosumman vilinen epéyhtilé mahdollistaa
sen, ettd suuretta
SSE

2 s —
R=1-<7
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voidaan k:.yttéa mallin selitysasteen mittaamiseen. Selitysasteella R° on seuraavat
ominaiqmdet:
1. 0<R<1.
2. Jos kaikki residuaalit ovat nollia, jolloin malli sopii havaintoihin taydellisesti,
R=1
3. Jos kaikki residuaalit ovat muotoa ¥;— Y, jiznnosneliosumma vhtyy kokonais-
nelidsummaan ja
R=0.
Talloin malli ei selita ollenkaan selitett4vin muuttujan arvojen vaihtelua.
Selitysaste kuvaa siis sitd, miten hyvin malli selittaa selitettavin muuttujan vaihtelua.

REGRESSIOKERTOIMIEN OTOSJAKAUMA
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit ovat regressiomallin standardi-
oletuksien 1—>5 pitiessi harhattomia.

E(b)=B:
Voidaan osoittaa, ettd standardioletuksien 1—5 pitiessd regressiokertoimien
estimaattorit ovat suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalisia N(Bi,cz ). jossa

o2 on kerroinestimaattorin b; varianssi:
b; ~a N(B,-_.O'éi )

Jos jainnostermit ovat normaalisia eli, jos standardioletukset 1—6 patevit, regressio-
kertoimen estimaattorin jakaumaa koskeva tulos on eksakti eli tarkka.

IM/Johdatus tilastotieteeseen. 2. kirja.
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REGRESSIOKERTOIMIEN LUOTTAMUSVALI

_ Rergreséiokeﬂoimien estimaattoreiden  varianssit voidaan  estimoida
havainnoista. Sivuutamme tissi varianssien laskukaavat. Merkitiin kertoimen 5;
estimoitua varianssia symbolilla sfi . Kertoimen B; luottamusvili luottamustasolla 1-o
on standardioletusten 1—S5 péatiessd muotoa

b ; =+ ZSI,‘_ R

jossa z on luottamustasoa 1-ot vastaava luottamuskerroin. Luottamuskerroin z saadaan
normaalijakaumasta, jos regressiokertoimen otosjakauma on suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalinen. Jos regressiokertoimen otosjakauma on eksaktisti
normaalinen, z saadaan t-jakaumasta, jossa vapausasteiden lukumari on 7-p-1.

5.2.3 REGRESSIOMALLIIN LIITTYVAT TESTIT

Kisittelemme seuraavassa regressiomallin kertoimille tehtivii testej.

Regressiokertoimille on aina tapana tehdi seuraavat testit:

1. Yleistestind kertoimille kaytetdin testid, jolla tutkitaan auttavatko malliin valitut
selittavat muuttujat yhdessd selittamiin selitettdvan muuttujan arvojen vaihtelua.
Tilla testilla tutkitaan orko mallilla ilmaistua regressiota olemassa.

2. Jokaiselle kertoimelle on tapana tehdi kerroinkohtainen testi, jolla tutkitaan
auttaako se selittavd muuttuja, jonka kerrointa testataan  selittimisn selitettivin
muuttujan arvojen vaihtelua.

' ONKO REGRESSIOTA?
Yleistestissa regressiokertoimille testataan nollahypoteesia
Ho: Bi=B:=.= =Bp=

Jos Hy pitee, selitettivi muuttuja ¥ ei mpu lineaarisesti yhdestakddn selittajasta
Xi, Xo,..., Xp. Tdssd on esimerkki tilanteesta, jossa tavallisesti toivotaan nollahypoteesin

kumoutumista.
Nollahypoteesia Hy voidaan testata testisuureella

P 1 SSM

D SSE

n-p-1 R?
= yZ . 1-R?*’

jossa SSM on mallineliosumma, SSE on jadnnosneliosumma ja R® on selitysaste (kts.
edellinen kappale). Testisuure F on jakautunut kuten F-jakauma vapausastein p ja n—p—
1, jos nollahypoteesi H, pdtee ja, jos standardioletukset 1—6 patevit. Vaikka

normaahszmsoletus 6 ei olisikaan tosi, tulos pitee approksimatiivisesti suurissa
otoksissa, jos regressiokertoimien jakauma on approksimatiivisesti normaalinen

Nollahypoteesin patiessa testisuureen odotusarvo on
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n-p-1_

=~ 1.
n—-p-3

E(F)=

Jos testisuure saa odotettavissa olevaa arvoaan kyllin paljon suurempia arvoja,
nollahypoteesi joudutaan hylkdamaan.
Testia voidaan pitdd variamssien vertailutesting, joka perustuu jddnnds-
varianssin
1
n—-p-1

st =

SSE
ja mallivarianssin
l;S'SM
V4
vertailuun.
YKSITTAISEN SELITTAJAN MERKITYS

Edellisessd kappaleessa esitetyn yleistestin jdlkeen on tapana tutkia jokaisen
selittdjin merkitystd mallissa. Testattavat nollahypoteesit ovat muotoa
Hy: B:i=0, i=12,..p.
Jos nollahypoteesi Hy; pdtee, selitettava muuttuja Y ei riipu lineaarisesti selittdjasts x;.
Tilloin selittdja x; on mallissa turha ja se voidaan poistaa mallista.
Muodostetaan testisuure

7

t,=—,
S,
jossa b; on kertoimen B; PNS-estimaattori ja s, on estimaattorin b; hajonnan
estimaattori. Testisuuretta #; kutsutaan tavallisesti kertoimen B; #~arvoksi.

Testisuure #; on jakautunut suurissa otoksissa approksimatiivisesti kuten
normaalijakauma, jos nollahypoteesi pdtee ja, jos estimaattorin b; otosjakauma on
suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalinen. Testisuure #; on jakautunut kuten
t-jakauma (7-p—-1):14 vapausasteella, jos nollahypoteesi pdtee ja, jos estimaattorin b;
otosjakauma on eksaktisti normaalinen. Nollahypoteesin pétiessé testisuureen odotus-
arvo on :
| E(t) = 0.

Jos kertoimen B; t-arvo poikkeaa nollasta kyllin paljon, joudutaan nollahypotewi

Selittdjat voidaan jakaa mniiden regressiokertoimien t-arvojen avulla
tilastollisesti merkityksellisiin ja merkityksettomiin. Valitaan sopiva, pieni toden-
nakoisyys a.! Jos regressiokertoimen P; t-arvoa #; vastaava P-arvo on suurempi kuin

! Yleenss a = 0.05 tai 0.01.
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«, sanotaan, ettd kerrointa B; vastaavaa selittdji x; on tilastollisesti merkitykseton. Jos
taas regressiokertoimen f; t-arvoa #; vastaava P-arvo on pienempi kuin a, sanotaan,
ettd kerrointa fB; vastaava selittdja x; on tilastollisesti merkityksellinen.

Tavallisesti regrssiomalleja kiytetasn sellaisissa tilanteissa, joissa selittajiksi on
tarjolla useita selzttq;akmdzdaatteja ja tutklmus kohdistuu siihen, misti kandidaateista
selitettavi muuttuja ¥ todellakin riippuu.! Malliin pyritdin valitsemaan ne selittsjat,
jotka auttavat selittimdin vastemuuttujan Y arvojen vaihtelua kerroinkohtaisten t-
testien avulla. Selittijien valinta voidaan tehdi askeltaen. Kaytossd on useita erilaisia
askellusstrategioita. Seuraavassa kuvataan kahta yleisimmin kaytettyd strategiaa, joita
kutsutaan suuntansa takia alaspdiseksi ja ylospdiseksi askellukseksi. Alaspiisessi
askelluksessa mallista poistetaan merkityksettomid selittijid yksi kerrallaan, kunnes
saadaan malli, jossa kaikki selittajat ovat merkityksellisi. Ylospdisessd askelluksessa
malliin lisitadn merkityksellisid selittdjid yksi kerrallaan, kunnes saadaan malli, jonka
ulkopuolelle jétettyjen selittdjakandidaattien joukossa ei ole endd merkityksellisii
selittajid.

ALASPAINEN ASKELLUS

Lihdetédin liikkeelle mallista, jossa ovat mukana kaikki selittdjakandidaatit
ja estimoidaan mallin kertoimet. Poistetaan mallista turhat selittdjat
vaiheittain siten, ettd jokaisessa vaiheessa poistetaan tilastollisesti
merkitykseitomista selittijisti se, jota vastaava t-arvo on itseisarvoltaan
pienin. Jokaisen poiston jilkeen malli estimoidaan uudelleen. Téta jatketaan
kunnes on saatu malli, jossa kaikki selittdjat ovat tilastollisesti merkitsevii.
Niin saadulle mallille tehddin lopuksi kertonmen merkin ja suuruuden

jarkevyystarkastelu.

YLOSPAINEN ASKELLUS

Lahdetaan likkeelle mallista, jossa on mukana pelkki vakiotermi.
Estimoidaan kaikki mahdolliset yhden selittdjan mallit ja valitaan malliin
ensimmaisend merkityksellisista selittdgjakandidaateista se, jota vastaava t-
arvo on itseisarvoltaan swurin. Estimoidaan timin jalkeen kaikki
mahdolliset kahden selittijan mallit, joissa on mukana ensimmiiseni valittu
selittdjd ja valitaan malliin toisena merkityksellisistid selittdjakandidaateista
se, jota vastaava t-arvo on itseisarvoltaan suurin. Tehdididn sama kaikille
mahdollisille kolmen selittdjan malleille, joissa on mukana kaksi
ensimmiisena valittua selitt3jas. Tatajatketaan kunnes on saatu malli, jonka
ulkopuolelle jatetyistd selittajista yksikain ei ole merkityksellinen. Niin
saadulle mallille tehdidn lopuksi kertoimien merkin ja suuruuden

jarkevyystarkastelu.

Ylospéisen askelluksen tuloksena saatavan mallin kaikki selittdjat eivit ole
vélttamatts tilastollisesti merkityksellisid. Téméd huomio on johtamut sellaisten -

! Huomaa, ett3 regressiomallin avulla mallitettavan tilastollisen riippuvuuden olemassaolosta ei saa
tehda johtopastoksia kausaalisen riippuvuuden olemassaolosta.
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valikointimenetelmien kehittamiseen, joissa sovelletaan jollakin strategialla askellusta
molempiin suuntiin. Sivuutamme téllaisten menetelmien kuvaamisen téssi yhteydessa.
Todettakoon kuitenkin, etti monet tilasto-ohjelmistot sisiltiviat mahdollisuuden
soveltaa automaattista askellusta. On kuitenkin syyti tietid, etti aufomaattisen
askelluksen tulos ei ole milldan muotoa objektiivinen.

Todettakoon vield lopuksi seuraavat seikat: Askelluksen tulos riippuu
todennikoisyydestd o. Lisdksi erilaisten askellusstrategioiden kiytto saattaa johtaa
erilaisiin malleihin. Askelluksen tuloksena syntyville mallille on aina tehtévé kertoimia
koskevat jarkevyystarkistukset ja standardioletuksien vaatimat diagnostiset
tarkistukset. Jos malli havaitaan ndissi tarkistuksissa joiltakin osiltaan puutteelliseksi,
mallia saatetaan joutua korjaamaan monellakin tavalla. Tama merkitsee sit4, ettd hyvin
regressiomallin rakentaminen on vaativa tehtdva, johon taytyy tavallisesti uhrata paljon
tyotd ja aikaa.

TM/Johdatus tilastotieteeseen. 2. kirja.
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ESIMERKXKI 1.
Kulutustutkimus on erds empiirisen taloustieteen osa-alueista. Yksityiset
kulutusmenot voidaan jakaa sellaisiin ryhmiin kuten kulutusmenot ruokaan,
vaatteisiin, kestokulutushyodykkeisiin, likennevilineisim jne. Kulutusmenoja
voidaan kussakin ryhmissi selittia esimerkiksi hinnoilla j ja kaytettavissi olevilla

tuloilla.

Seuraavassa  tarkastellaan kulutusmenoja  kotitalouden  tekstiileihin.
Kotitalouden kokonaiskulutusmenoista kuluu kotitalouden  tekstiilien

ostamiseen keskiméirin noin 1%.
Olkoon mallina

log(g) = Bo + Bilog(p) + Balog(@) +
jossa

= kulutusmenot kotitalouden tekstiileihin (kiinteisiin eli reaalisiin
hintoihin) per capita (mk),
p; = kotitalouden tekstiilien reaalihinta (mk),
O, = kokonaiskulutusmenot (kiinteisiin eli reaaliisiin hintoihin) per
capita (mk). |

Oletetaan lisdksi, ettd jainnnOstermit € ovat riippumattomia ja normaalisti
jakautuneita kaikille j:

&~N(@0,c?).
Kokonaiskulutusmenot edustavat mallissa tuloja. Huomaa,6 etti seki
hintamuuttuja ettd kokonaiskulutusmenot ovat satunnaismuuttujia. Oletetaan,
etti jaannostermistd € voidaan tehdid sellaiset mmanmetut oletukset, etti
selitettdvin muuttujan ehdollinen odotusarvo hintojen ja kokonais-
kulutusmenojen suhteen on muotoa

E(log(g)) = Bo + B1log(p)) + B2log(Q).
Miksi mallin muuttujat on logaritmoitu? Timi johtuu siiti, etti tilloin
regressiokertoimet voidaan tulkita ns. joustoiksi:
B1 on hintajousto:

Kerroin kuvaa kuinka monta prosenttia kulutusmenot kotitalouden

tekstiileihin muuttuvat, kun niiden hinta kasvaa 1%:n (ja kokonaistulot

pysyvit ennallaan).
B2 on kokonaiskulutusmenojen jousto (tulojousto):

Kerroin kuvaa kuinka monta prosenttia kalutusmenot kotitalouden

tekstiileihin muuttuvat, kun tulot kasvavat 1%:n (ja tekstiilien hinta
pysyy ennallaan).

Estimointitulokset perustuvat Tilastokeskuksen tuottamiin aikasarjoihin
vuosilta 1950 — 1978 (»=29). Kulutusmenot ja hinnat on mairitty vuoden

1975 rahassa.



Estimointitulokset voidaan esittii seuraavana taulukkona:

Kerroin | Estimaatti | Hajonta
Bo -10.3 1.72
B1 0.136 0.190
B2 1.55 0.0967
Mallin selitysaste on
R?=0.980.

Kerroinestimaateista voidaan tehds seuraavat johtopaitokset:

Jos tekstiilien hinta nousee 1%:n, tekstiilien kulutus nousee 0.136%.

Jos kulutusmenot nousevat 1%:n, tekstiilien kulutus nousee 1.55%.
Hinnan vaikutusta koskeva johtopaitos on jirjen vastainen, mutta onneksi hinta
ei ole tilastollisesti merkitseva kulutusta maaraava tekijd, kuten alla nahdédan.
Tarkastellaan ensin nollahypoteesia

Ho: B1=B2=0.

Jos nollahypoteesi patee, vastemuuttuja log(g) ei mipu lmeaarisesti
Testisuure talle nollahypoteesille on
n-p-1 R
p 1-R
_29-2-1 0980
2 1-0980
~ 637.

Jos nollahypoteesi pitee, testisuure F on jakautunut kuten F-jakauma 2:lla ja
26:lla vapausasteella. Testisuureen arvoa vastaava P-arvo on O kaikilla

tavanomaisilla lukutarkkuuksilla, ts.

P(F>637)=0.
Nollahypoteesi siis hylataan: Vaste riippuu molemmista selittajista yhdessa.
Tutkitaan seuraavaksi vasteen riippuvuutta yksittdisista selittajista.
Tarkastellaan ensin nollahypoteesia

Ho: Bi=
Testisuure tille nollahypoteesille on

F=
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0136

~ 0190
~ 0.716.

Jos nollahypoteesi pitee, testisuure # on jakautumut kuten t-jakauma 26:lla
vapausasteella. Testisuureen arvoa vastaava P-arvo on 0.24. Siten
nollahypoteesi voidaan jatta voimaan: Vaste ei riipu hintamuuttujasta.

Tarkastellaan toiseksi nollahypoteesia
Iiozi Bz =0. .
Testisuure télle nollahypoteesille on

Jos nollahypoteesi pitee, testisuure 7 on jakautunut kuten t-jakauma 26:1la
vapausasteella. Testisuureen arvoa vastaava P-arvo on .0 kaikilla tavallisilla
lukutarkkuuksilla. Siten nollahypoteesi voidaan hylatd: Vaste riippuu tulo-
muuttujasta.

Ylla esitetyisti estimointituloksista voidaan siis paitelli, etti kulutusmenot
kotitalouden tekstiileihin rifppuvat pelkastisn kiytettivissi olevista tuloista. Jos
malli estimoidaan uudelleen muodossa

log(g) = Bo + B2log(Q) + ¢,

saadaan seuraavat estimointitulokset:
Kerroin | Estimaatti | Hajonta
Bo -9.05 0.364
B2 1.48 0.0407
Mallin selitysaste on
R*=0.980.

Huomaa, ettd uudelleenestimoinnin tuloksena jiljelle jaineiden regressio- '

kertoimien estimaatit muuttuivat. Jiljelle jisineiden regressiokertoimien

estimaatit muuttuvatkin tavallisesti aina poistettiinpa mallista tai kisittiinps
in selittiia

Tarkastellaan nyt nollahypoteesia

Hozl 32 =0.
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Testisuure tille nollahypoteesille on
b

£ =2
2 S§

_ 148
~ 00407
=~ 364.

Jos nollahypoteesi pitee, testisuure # on jakautunut kuten t-jakauma 27:14
vapausasteella. Testisuureen arvoa vastaava P-arvo on 0 kaikilla tavallisilla
jukutarkkuuksilla. Siten nollahypoteesi voidaan hylatd: Vaste rippuu
tulomuuttujasta. o

Huomaa, etts tissi tapauksessa ei ole tarvetta tehdd F-testid yleishypoteesille,
koska testin tulos on sama kuin yllakuvatun t-testin. Tami johtuu siitd, ettd
yhden selittdjan tapauksessa

F=7 |

Todettakoon vield, etti regressiomallia koskevat estimointitulokset esitetdin
usein seuraavassa muodossa:

log(q) =-9.05 + 1.48-log(Q) | R*=0.980
(0.364) (0.0407)

Kerroinestimaattien alapuolella on ilmoitettu vastaavat hajonnat. Toinen paljon
Kaytetty tapa on ilmoittaa kerroinestimaattien alla niitd vastaavat t-arvot.

95%:n luottamusvili kertoimelle B, on muotoa
1.48 £ 2-0.0407,

jossa z valitaan t-jakauman taulukosta niin, etta
P(-z<2<+z)=0.95,

jossa t-jakautuneen satunnaismuuttujan f vapausasteiden luku on 27. t-
jakauman tanlukoista saadaan

z=1.703. ._

95%:n luottamusvili kertoimelle B, saa siis muodon
1.48 £ 0.069

eli i
[1.41, 1.55].

Olemme kiyttineet seki testeissd, etti luottamusvilin konstruktiossa t-

jakaumaa. t-jakauman kaytté on luvallista, koska jiinnOstermistid €, tehtiin
normaalisuusoletus. Jos normaalisuusoletus ei piade, joudutaan vetoamaan
suurten otosten approksimaatiotulokseen ja turvautumaan normaalijakauman
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taulukoihin. Niin saatava luottamusvili on vain approksimatiivisesti 95%:n
luottamusvili. ®

On syyta huomata, etti edellisessd esimerkissi kiinnitettiin huomiota ainoastaan
regresszokeﬂo:mza koskeviin festeihin. Niiden testien kiyttd on tarkasti ottaen
luvallista vain, jos mallista tehdyt standardioletukset 1—5 (ja 6) patevat. Siksi
regressioanalyysiin pitdd aina lLittdd diagnostiset testit oletusten tarkistamiseksi.
Sivuutamme kuitenkin sellaiset testit tissi yhteydessa.
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5.2.4 YHDEN SELITTAJAN MALLI
Kisittelemme seuraavassa yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
estimointiin Liittyvid kaavoja.
Olkoon
Y;=BotBwxtg; & ~N(0, &7), j=12,..n
Parametrien By ja B; PNS-estimaattorit saadaan kaavoista

jossa
- 1<
Y=-—_,7.
n% ’
on vastemuuttujan havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo,
xX= —ij
ng

on selittijan havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo,

on vastemuuttujan havaintoarvojen otosvarianssi,
l n
2 =\2
si=——2.(x,-X
X n-lg( J )

on selittdjan havaintoarvojen otosvarianssi ja

on vastemuuttujan ja selittjan havaintoarvojen otoskorrelaatiokerroin, jossa
1 & - _
=7 2@ P, =)
on vastemuuttujan ja selittdjan havaintoarvojen otoskovarianssi.

Selitysaste R® yhtyy yhden selittdjan mallin tapauksessa vastemuuttujan ja
selittdjan havaintoarvojen korrelaatiokertoimen nelié6n:

R=r
Jainnostermin varianssin ¢° harhaton estimaattori saadaan esimerkiksi kaavasta

n

st=

-1
2(1—-r2)slf.
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Kertoimen b; varianssin harhaton estimaattori saadaan kaavasta
5

%= (n-ns
Qlkoon nollahypoteesina
Hy: B1=0.
Tavanomainen t-testisuure nollahypoteesille Hy on muotoa
N S
s/ m '

Jos nollahypoteesi pitee ja jainnéstermi € on normaalinen, testisuure ¢ noudattaa t-
jakaumaa vapausastein 7-2. Jos jainnostermisti ei voida tehdd normaalisuusoletusta,
joudutaan soveltamaan suurten otosten tulosta, jonka mukaan testisuure 7 noudattaa
nollahypoteesin patiessi suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa N(O,1).

Téssi tapauksessa F-testisuure nollahypoteesille Hy on muotoa

b‘z
=y
Jos jasnnéstermi on normaalisti jakautunut, testisuure F on jakautunut kuten F-
jakauma vapausastein 1 ja n#-2. F-testisuureen kiytto johtaa tdssa tapauksessa aivan
samaan tulokseen kuin t-testin kiytté normaalijakautuneen jainnostermin tapauksessa.
Tami nahdaan siitd, ettd tdssd tapauksessa
| F=¢ .

ja seuraavasta tuloksesta: Jos satunnaismuuttuja noudattaa t-jakaumaa vapausastein £
niin sen nelié noudattaa F-jakaumaa vapausastein 1 ja f.

Y1l esitetty F-testisuure voidaan kirjoittaa my6s tutumpaan muotoon

7'2

1-r%° ,
kun kiytetiin apuna yhtiloi R°=r. On syyti huomata, etti timin testisuureen
neliéjuuri on t-testisuure nollahypoteesille
Ho: p=0,

jossa p on selitettivin muuttujan Y ja selittdjan X vilinen korrelaatiokerroin perus-
joukossa.

Edelli esitetystd nihdian, ettd korreloimattomuushypoteesi p =0 ja hypoteesi
B1=0 ovat yhden selittdjin regressiomallin tapauksessa yhtapitiviad. Edelld esitetysta
nahdiin myos se, ettd testisuureet niille yhtipitaville hypoteeseille voidaan formuloida
monilla yhtépitivilld tavoilla.

F=(n-2)



247

ESIMERKXKI 1.
Menestyminen opinnoissa saattaa vaikuttaa vastavalmistuneen alkupalkkaan.
Asiaa tutkittiin USA:ssa poimimalla erdistd korkeakoulusta valmistuneiden
joukosta yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli 15.
Otokseen poimituilta kysyttiin heiddn arvosanapisteidensi keskiarvoa x ja
alkupalkkaansa ¥ (vuosipalkka tuhansina dollareina). Oletetaan, etti regressio-
malli alkupalkan riippuvuudelle arvosanapisteiden keskiarvosta on muotoa

YJ=Bo+lej+sj’ j=1’2,-‘-’153

jossa jadnnostermista €; voidaan tehda tavanomaiset oletukset.

Otosta kuvaavat perustunnushuvut olivat

X =3.04, Y =18.05,
s2=0.063, s =5.81,
r=0.848.

Niista tunnusluvuista saadaan seuraavat estimaatit regressiokertoimille:

5, =rj—’=s.12,

b,=Y -bx=-663.
Selitysasteeksi saadaan

R*=r=0.718.
Siten malli selittdd 71.8% selitettdvan muuttujan arvojen vaihtelusta.
Testisuure korreloimattomuushypoteesille

Hy: p=0
saa arvon
1= =2 597,
1-7%

Vastaava P-arvo on 0.000033, joten nollahypoteesi voidaan hylita:
Menestyminen opinnoissa parantaa alkupalkkaa.

Jainnosvarianssin estimaatiksi saadaan
n-1
s =;T§(l —-r?)st =176.

Estimaattorin b; varianssin estimaattori on

Siten testisuureen arvoksi hypoteesille
Hy B:1=0
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saadaan
5
Sa
Téama3 testisuureen arvo on kidytanndssi sama kuin ylliesitetyn korreloimatto-
muushypoteesin testisuureen arvo kuten pitddkin (ero johtuu kiytetysta
laskutarkkuudesta). '
Neliésummista -
SST=(n-1)s7” =813,
SSE=(n-2)s=229,
SSM = SST-SSE=584,
voidaan edelld esitetyn nollahypoteesin B; =0 t-testisuureelle muodostaa sen
kanssa yhtépitiva F-testisuure
- SSM
F=(n-2)35-=332.
Huomaa, etti (laskutarkkuudesta johtuvaa eroa lukuunottamatta)
F=¢
Regressioanalyysin tulokset voidaan esitti4 esimerkiksi seuraavassa muodossa:
Y,=-6.63 + 8.12x R*=0718
(4.30) (1.41)
Sulkuihin on merkitty kerroinestimaattoreiden hajontojen estimaattorit.
Estimointituloksista voidaan tehdi seuraava johtopaitos: Jos kahdella otokseen
poimitun henkilén arvosanapisteiden keskiarvot eroavat yhdelli pisteells,
heidin alkupalkkansa eroavat 8,120 dollaria. ®
Tassakin tapauksessa analyysid olisi tdydennettiva mallin oletuksia koskevilla
dzagnostzszlla testeilla.

t=—=3576.



