Harjoitusten 4 vastaukset
1. Merkitdan havaintojen lukuméaraa n:11a ja ykkosistd koostuvaa n x 1
-vektoria ¢:1la.

a)

1 selittaja

! _1 ’
Py x1(%x:x1) 7%y
sel.=vakio N —
= (o)™
= n=tu/
— -1 1%
= n~ {1}y,
jossa 4,5 =1,...,n ja {1};; on matriisi, jonka jokainen elementti on 1. Py on

n X n -matriisi, joka on astetta yksi, koska selittjid on vain yksi. (HT 2.1 b)
ylla.) Aliavaruus, johon Px projisoi, on vakiovektorin ¢ virittama.

Piy = n Y1}y
= .9
Toinen muotoilu: R
LBy =uy.

Vektorin y elementtien paras ennuste on keskiarvo y, kun mallissa on vain vakio.

b) Valtiot. yo. Antti Luukkosen ytimekés vastaus, jota olen terdvoittinyt:

)
R2 ylta Ny
2 =

Z?:1 922

i) Valitaan y = [-1 1)/, jolloin n =2, § = 0 ja R = 0.

i1) Lisataan y:n komponentteihin 1. Saadaan vektori ja suureet y = [0 2],
y=1jaR2=2/4=0.5.

i11) Lisdtddn y:n komponentteihin 100. Saadaan vektori ja suureet y =
[99 101], g = 100 ja R2 = 20000/20002 ~ 0.999.

Esimerkki on helppo tulkita geometrisesti. R2 = cos? ¢, jossa ¢ on vekto
reiden y ja vakiovektorin [1 1]" vélinen kulma.

1. Vektorit [-1 1] ja [1 1)’ ovat ortogonaalisia (¢ = 7/2), joten R2 =
[(c056)ly—r ja]? = 0.

2. Vektoreiden [0 2] ja[l 1) vilinen kulma on 7 /4, joten R? = [(cos ¢)|¢:7r/4}2 =
0.5.

3. Vektoreiden [99 101} ja [1 1)’ viilinen kulma on lihes 0, joten R2 =
[(cos §)| gm0l = 1.

Havaintovektori kiertdd (yi,ys)-koordinaatistossa ”luoteesta” lihes vakiovek-
torin [1 1]’ osoittamaan ”koilliseen” edettéessd 1. tilanteesta 3. tilanteeseen.



Vaihtoehtoinen esimerkki: Valitaan n =4 jay = [1 2 3 4]’. Téalloin y = 2.5
ja >oi, y? = 30. Lasketaan RZ:

R Y
b D
4 x (2.5)2
30
0.8333.

Q

Lisatddn y:n elementteihin 100 ja merkitdén uutta vektoria y*:1l4: y* = [101
102 103 104]’. Nyt " = 102.5, i1 (yF)? = 42030 (ilmeisin merkinnéin) ja R2
on

yiti 4 x (102.5)?

N 42030

~ 0.9999.

R2



2
a) PNS-estimaatti on (kahden muuttujan regressio; merkinnét ilmeiset):

4 4
Zyle/fo = —0.18.
i=1 i=1

Regressiotulokset:

estimaatti keskivirhe t-arvo

-0.18 12.0 -0.01

Selitett\U{e4}v\U{ed4}n varianssi: 0.40 (vap.asteita 3)
J\U{e4}\U{e4}nn\U{f6}svarianssi:=75.0 (vap.asteita 3)
R~{2}=0.001

Havainnot nayttavat talta:

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2

Kuvaan on mys piirretty sovite. (Esim. kolmannen ja neljannen havainnon
kohdalla regressiosuoran arvot ovat —0.27 % (—0.60) = 0.16 ja —0.27 * (0.32) =
—0.09.)

Estimaatti olisi niin ik&dn —0.18, jos mallissa olisi vakio!

Selitys I: Vakiovektori ¢ ja selittdja x ovat ortogonaalisia:

4
I/x = Z z; = 0.04 +0.24 — 0.60 + 0.32 = 0.
=1

Alempiin selittéjiin (tdssé vain x) nahden ortogonaalisen selittdjan lisddminen
malliin ei muuta aiempien selittdjien estimoituja kertoimia (kirjan s. 66). N&in
ollen vakion lisadminen malliin ei muuta alkuperiisen regressiosuoran kertoimen
estimaattia. Vakion lisdédminen siirtaé regressiosuoraa (ylospain) muuttamatta
sen kulmakerrointa.



Selitys IT: PNS-estimaatti voidaa laskea keskistetyistd muuttujista. Tehtavan
tilanteessa selittdvien muuttujien keskiarvo on nolla, joten PNS estimaatti olisi
(ilmeisin merkinndin)

4 - 4 4 4
st Wi — )T XY =D T Do Yili yltd 0.18

1 1 Y =1 = 1
dic1 7 D 3 dic1 7 D 7

IPxy|”
Iy [I*
vain 1 selittiji ||x(x’x)*1x’y||2
Iy ®
](0.04 0.24 —0.60 0.32]'(0.5126)~*(—0.092) |
[7.4 6.7 7.7 8.2][7.4 6.7 7.7 8.2

[0.04 0.24 — 0.60 0.32]'(—0.179)||?
226.18

R’ =

2

Q

Q

0.016

226.18
~ 0.00007.

Lasketaan R? (kaava |[PxM,y||*> / [[M,y||” ei piide, koska mallissa ei ole vakiota):

2
v
c - 2
M.y
vain 1 selittaji | (I — Px)yl”
(T — 41wy

=5y = Pxyl?
1.18
Px=PxPx | Y'Y —y'Pxy—y'Pxyty'Pxy
1.18
ylti 226.18 — 0.016
-~ 1.18
~ —190.66.

Télle aineistolle R2 on negatiivinen. Intuitiivinen selitys: |[Mxy]® ja [|M,y|*ovat
residuaalien neliGsummat, kun y:ta selitetdan x;:lla tai vakiolla. Jos vakio

on selityskyvyltééin parempi, niin R2 = 1 — |[Mxy|® / |[M,y||* on negatiivi-

nen. Johtop#itds: Jos mallissa ei ole vakiota, niin R? ei ole tulkittavissa ta-

vanomaiseen tapaan.



3. Seuraavat laskut on laskettu SURVO MM:1l4 (versio 1.25). (SURVO 98
laskee samat tulokset.)

Katsotaan aineistoa. Kuvaan on piirretty sovitteet molemmista regressioma-
lleista.

12
1

10
1

Regressiossa ilman vakiota R% on 0.99:

Selitt]j Kerroin Kertoimen SD t

X 0.93 0.038 24.85
Y:n otosvarianssi: 0.27 (vapausasteita 3)
Estimoitu jnnsvarianssi: 0.45 (vapausasteita 3)
R"2=0.99

Estimoitu jadnndsvarianssi on suurempi kuin selitettdvén otosvarianssi! Téll6in
regressiosuora on huonompi sovite kuin vakio ja R? on negatiivinen. Raportoitu
R? on positiivinen, joten kiytetty ohjelmisto laskee jonkin toisen suureen kuin
R2:n.

Kun malliin lisdtd4n vakio, ndyttad selitysaste pienenevéan 0.29:44n(!):

Selittj Kerroin Kertoimen SD t
Vakio 5.44 3.34 1.63
X 0.33 0.37 0.87

Y:n otosvarianssi: 0.27 (vapausasteita 3)
Estimoitu jnnsvarianssi: 0.29 (vapausasteita 2)
R"2=0.27



Vakion lisdaminen malliin ei voi huonontaa mallin sovitetta, joten sovitteen
"huonontumisen” tiytyy johtua kiytetysti kaavasta R?:lle. Estimoitu jiinnosvarianssi
on tdméankin mallin kohdalla suurempi kuin selitettdvén otosvarianssi. Se jo-

htuu kuitenkin edellisen vapausastekorjauksesta. Ilman vapausastekorjausta es-
timoitu jaannosvarianssi on

(4—2)%0.29/3 = 0.19,

joka on pienempi kuin Y:n otosvarianssi. Nain taytyykin olla, koska vakion ja
regressiosuoran taytyy tuottaa vahintaan yhta hyva sovite kuin pelkéan vakion.

Harjoitustehtavé on empiirisesti relevantti. Tieddn tapauksen, jossa empi-
irikot ilakoivat, kun olivat saaneet ldhella yhta olevan selitysasteen mallille, jossa
ei ole vakiota.

Jaannosvarianssin suuruus on luotettavampi kriteeri mallin hyvyydelle kuin
tilasto-ohjelmiston raportoima R?. Esimerkin varoitus on R?:n laskutapaa ylei-
sempi eli etté tilasto-ohjelmistoihin ei pida luottaa sokeasti! (Ks. esim. B.D.
McCullough ja H.D. Vinod (1999): The Numerical Reliability of Econometric
Software, J. of Economic Literature, XXXVII, 633-65.)



4. Seuraavat laskut on laskettu SURVO MM:1l4 (versio 1.25). (SURVO 98
laskee samat tulokset.)
Katsotaan aineistoa:

20
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Kuvassa ylempi viiva on sovite regressiosta (1). Alempi viiva on sovite re-
gressiosta jossa selitetn log(y;):td. Valkoiset pallot kuvaavat havaintoja y; ja
mustat pallot havaintoja log(y;). Vihredt ristit ovat regressiosta (2) lasketut

ennusteet y;:lle, exp (loéyi

R2 on 0.881 regressiossa (1) ja 0.565 regressiossa (2). Regressio (2) niyttii
R2:n perusteella selviisti huonommalta mallillta. R?:n mukaan mallit ovat kuitenkin
ldhes yhta hyvia, kun vertaillaan mallien kykyéa selittaéd alkuperaistéd aineistoa:
R? on 0.881 regressiolle (1) (jolloin (R? =R?) ja 0.878 regressiolle (2)!

Aineisto on Scottin ja Wildin (1991) artikkelista American Statistician’issa.
He esittivit lisiksi esimerkin, jossa R? on hieman parempi regressiolle (2) (R2 =
0.94) kuin regressiolle (1) (R? = 0.92), mutta regressiosta (2) lasketut sovitteet

A

exp(logy;) ovat niin huonot, etti R? on negatiivinen!

Huomautus: Ei ole selvaa, etta tehtavinkaltainen yksinkertainen tapa siirtya
log y-asteikon sovitteista y-asteikon sovitteisiin on paras mahdollinen. Ks. esim.
pohdinta ja viitteet kirjassa T.C. Mills: (1987): Time Series Techniques for
Economists, s:t 337-339. Davidson ja MacKinnon késittelevat samaa aihepiiria
1993-kirjan jaksossa 14.3. Piiviesti kuitenkin siilyy: R2:ten vertailu mallien
valilla, joissa on eri selitettava, ei ole jarkevaa.



5. FWL-lauseen (s. 68) mukaan

B = (M0 M,y
B2V (UMY, My, (Bie+ Bay -1 + )
My y1=0 Bi+ (VMy, 1) /My, u.
Nain ollen
E(B) = ElBi+ (/My,)"'My,u]

B E[0My, )My,
Odotusarvo-operaattoria ei voi viedd lausekkeen ¢'My,t)~1//My, u sisille vek-
torin u eteen, koska vektorit u ja y; ja siten suureet u ja My, eivét ole riip-

A A
pumattomia (tehtdvan kaava (1)). Nain ollen (ilmeisesti) E(8,) # B8,. (Harhai-
suuden voi todentaa esimerkiksi simulointikokeella.)

6. Luennoilla perusteltiin yhtasuuruus

Var(5) = Var(g + Cy).

Jatketaan kirjan sivun 107 todistusta téstd. Vihjeen mukaan Cy = Cu. Siita ja
PNS-estimaattorin harhattomuudesta (tehdyin oletuksin) seuraa, ettd E(Cy) =

E(Cu) = CE(u) =0 ja E(g + Cy) = 5+ 0= . Niin ollen

Var(3+Cy) = E(3+Cy—B)(5+Cy

= E[(5 -5+ Cyll(B - 5) + CyY

= E(B-B)(B-BY +E(5— 5)(Cy) +E(Cy)(3 — B) +E(Cy)(Cy)
Yhtalosta (3.05) gf B = (X'X)~!X'u, vihjeestd, Cy = Cu, eksogeenisuusole-
tuksesta ja kirjassa perustellusta harhattomuusehdosta CX = 0 seuraa, etta

E(3-H)(Cy) = E[(X'X)"'X'u)(Cu)

= E[(X'X) !X u](u'C’)

(X'X)"1X'E(uu’)C’
— 0'2(X/X)71X/C/
=7 02 (X'X) 0,
= Ogxk.

Y14 odotusarvot tulee tulkita ehdollisiksi odotusarvoiksi (kuten kirjassakin).
Sijoitetaan se edelliseen yhtaloketjuun, jolloin saadaan kysytty yhtdsuuruus:

Var(B +Cy) = E(B—B)(B — B) + Ok + Opxs + E(Cy — 0)(Cy — 0)’

= Var(p) + Var(Cy).



