Ratkaisuehdotukset 9. laskuharjoituksiin.
1

Tarkastellaan mallia

e = we(B) +ur = 12, + uy.

Matriisimuodossa malli on
y =x(8) +u,

A
jossa y on (n x 1) vektori joka koostuu selitettivistd havainnoista, x(8) (n x 1)

on regressiofunktio, 5 = [8; Bs]' ja u (n x 1) siséltdd virhetermit.

a)
SSR(3,, ;) = Z“t—z = B12)%

t=1

b) Derivoidaan SSR ;:n ja B5:n suhteen ja asetetaan derivaatat nolliksi:

9 - )22 =
a—&SSR_—Q;[ B12%)2] =0
ja
a n
G—BQSSR =-2 ; {(yt - 61z52)61z52 log zt] =0
(Derivointi kuten HT 8.3:ssa.)
c)
- 512162
y —x(8) = :
Yn — B12n
0 0
X:(B) gtﬁ(lﬁ) Ztﬁ(f)] { 2 B2/ log Zt}
Oz1(B)  0x1(B)
9p, I, 2»132 ﬁlzlﬁz log 21
X@)=| EE z
9zn(B)  Ozn(B) 252 ﬂlzrﬂf log zp,
9B, 9B,



A A 2 . 22 - B2
Xy [y x| = | . z

5 By 5 Bo A B

|B1212logzy ... Bizn’logzn| |yn — Bizn

S (ytztﬁz - Blztw2> _ [O]
_Z?Zl (ytﬁlztﬁz log z; — B?Z?BZ log zt) .

Tehtéva on kirjan HT 6.6.

2
a)

Y =+ By +y/x + g

Kylld. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen PNS riitt#a.
Selitettévi on yy, ja selittdjit ovat 1, x¢ ja 1/xy.
b)
Yr =+ Bt + /7 + wt

Ei. Parametrit eivit identifioidu PNS-estimoinnissa. Selittdji z; ilmenee kahdesti:
parametrien 5 ja 1/ kanssa. Summa [ + 1/7 voidaan estimoida yhtépitévista
mallista

yr =+ (B4 1/7)x + uy,

mutta S:aa ja 1/v.aa ei voi erikseen estimoida. Kirjan sivun 219 vilttdmiton
ehto identifioituvuudelle (ei ole olemassa B; # B, joilla x(3;) = x(B)) ei
selvistikddn toteudu.

Liséipohdintaa: Tavalliseen PNS:&én liittyviin selittédjdmatriisin X ¢. rivi on
Xy = [1 Ty $t], joten selittdjématriisi ei ole tdysiasteinen. Epilineaariseen
PNS:ésn liittyvén derivaattamatriisin X(8) t.rivion Xy(8) = [1 zp  —y 2z¢] .
(Edella =1 8 4] /.) Derivaattamatriisin kolmas sarake on toisen sarakkeen
kerrannainen, joten derivaattamatriisi ei ole téysiasteinen.

¢)

Yr = a+ By + 2/ +

Kylla. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen PNS riittés. Selit-
téjid ovat 1, x¢ ja 2. Niitéd vastaavat parametrit ovat «, 8 ja 1/7.
d)
Yo =+ By + 2 /8 + wy
Kyll4. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Malli on kohdan c) epélin-

eaarisesti rajoitettu versio, joten taytyy kiyttdi epilineaarista PNS:&4.

e)

yr = a+ Brize + uy



Kylld. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen PNS riittéé.
Selittéjiat ovat 1 ja xyz:. Niitd vastaavat parametrit ovat o ja (.
f)

Yo =+ Byxez + 2 + Uy

Kylld. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen PNS riitt#a.
Selittéjiat ovat 1, x;z; ja 2. Niitd vastaavat parametrit ovat «, By ja . Es-
timaatti S:lle saadaan jakamalla Bv:n estimaatti y:n estimaatilla.

g)
Y = o+ Byxs + vz + Uy

Kyllia. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen PNS riittia. Selittéjéat
ovat 1, x; ja z;. Niitd vastaavat parametrit ovat «, By ja . Estimaatti 5:lle
saadaan jakamalla (87:n estimaatti v:n estimaatilla.
h)
yi = a+ Ba + Br? +uy

Kyll4. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen (rajoitettu) PNS
riittéd. Selittéjiat ovat 1 ja a; + 27 ja niitd vastaavat parametrit ovat o ja 3.
i)
Yt = a+ By + a7 + uy
Kylld. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen PNS riitt#a.
Selittéjit ovat 1, 2 ja o7 ja niitd vastaavat parametrit ovat a, 3 ja 7.

j)
Yr = o+ By} + ug

Ei. Parametrit eiviit identifioidu PNS-estimoinnissa. Tulo 57 voidaan estimoida,
mutta B:aa tai v:aa ei voida estimoida erikseen. Kirjan sivun 219 vilttdméton
ehto identifioituvuudelle (ei ole olemassa B; # B, joilla x(3;) = x(8,)) ei
selvastikddn toteudu.

Lisépohdintaa: Derivaattamatriisin X (8) ¢. rivion X;(8) = [1 ~a} Sa}].
(EdelliB=[1 B ~]".) Derivaattamatriisin kolmas sarake on toisen sarakkeen
kerrannainen, joten derivaattamatriisi ei ole tdysiasteinen.

k)

Y =+ Bry+ (1 — Bz +uy

Kyll4. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen (rajoitettu) PNS
riittéd. Selitettévi on yy; — 2; ja selittéjit ovat 1 ja xp — 2. (Vrt.HT 6.4.)
)
yr = a+ Pry + (v — B)ze + ue
Kyll4. Parametrit identifioituvat PNS-estimoinnissa. Tavallinen (rajoitettu) PNS

riittéad. Selittajiat ovat 1, xp — 2¢ ja z.
Tehtévd on kirjan HT 6.7.



i = yr— $t(g)
= [z4(Bo) + ue) — It(g)

A

= @(Bo) — 2(B) + .
Muodostetaan funktion z;(3) toisen asteen Taylor-kehitelmé 3 :n ympéristossi:

A A

2u(B) % e(Bo) + Xu(B)(B — By) + 3 (8~ B) H(By) (B~ B).
Sijoittamalla kehitelmé ﬁt:n kaavaan saadaan
A A 1 A , A
uy ~ 24(Bo) — ¢(Bo) — Xe(Bo)(B — Bo) — 5(/3 = Bo)H(Bo)(B — Bo) + we

A 1 A A
= Ut — Xt(ﬁo)(ﬁ - ,30) - 5(,3 - :30)/H(ﬁo)(13 - /30)-
A _
b) Tehtéviinannon mukaan b = n/2(8—3,) =plim (n™'X(Xo) ! n~/2X0u.!
Tété méadritelmad hyviksikéyttéen a)-kohdan tulos voidaan kirjoittaa muodossa

1
at U — n_l/zxt(ﬁo)b - §n_1b’H(,60)b.

. s A'A o
Residuaalineliosumma u u koostuu kuudesta termistés:

n 2

1
t= {ut =171 2X4(Bo)b — 5~ 'D'H(By)b
t=1

!

[u? — 2umn ™ 2X(By)b — ugn "B H(By)b + 1~ 'b'X4(8,) X¢(8,)b

I
MS

t=1

+ 50X, (8)bbH(Bo)b + 1n 2 (H(B0)b)’ |

Ensimmaéinen termi on

n
E uf = u'u.
=1

Toinen termi voidaan kirjoittaa muodossa

—on~1/2 Z w X (By)b = —2n?u'X,b,

t=1

1Kyseessd on kirjan sivun 225 kaava (6.30). Kirjan sivulla 222 on perusteltu moment-
timenetelmé (MM) -estimaattorin asymptoottinen normaalisuus ja sivulla 223 optimaalisilla
valinnoilla sen asymptoottinen tehokkuus. Epiilineaarisen PNS-estimaattorin asymptoottinen
jakauma on sivun 225 mukaan sama kuin asymptoottisesti optimaalisen MM-estimaattorin.
Siitd seuraa, ettd PNS-estimaattori on asymptoottisesti tehokas ja normaalijakautunut kaavan
(6.30) mukaisesti.



jossa matriisin Xq ¢. rivi on X;(3;). Tehtéivinannon perusteella tdmi lauseke
konvergoi kohti satunnaismuuttujaa

—2n~12u'X, (n_lXE,X)71 n~Y2Xu
= —2u'X, (X, Xo) ' X)u
= —2uPx,u.

Epélineaarisen regressiomallin tilanteessa regressiofunktioiden z:(83,) ajatellaan
olevan ennaltamédréytyneité jaénnosten u, suhteen (E(u:|€2:) = 0 kirjan merkin-
noin). T#lloin my6s regressiofunktioiden 1. ja 2. derivaatat ovat ennaltaméiiiriy-
tyneitéd jidnnosten suhteen (HT 8.4), joten E[u;H(B,)] = Okx. Néin ollen su-
urten lukujen lain perusteella kolmas termi konvergoi stokastisesti nollaan:

nt Xn:utb’H(ﬁo)b =b'[n! Zn: wH(By)b - 0.

t=1 t=1

Neljés termi voidaan kirjoittaa muodossa
lb’iX (B0)X¢(By)b = lb’X’X b
n -~ t 0 t 0 n 0<»0P-

Tehtdviinannon perusteella tdmé neliGmuoto on asymptoottisesti jakautunut
samoin kuin neliomuoto

1

~u'Xgn (n™'X}X0) " X)X (n 1 X)X)

n~?Xu = u'Px,u.

Viides termi konvergoi kohti nollaa. Tdm# nihdédn kirjoittamalla termi muo-
dossa

1l ,
n l/zg t; §Xt(/30)bb H(B,)b.

Suurten lukujen lain mukaan termisséd oleva keskiarvo konvergoi stokastisesti
kohti kiinte#é raja-arvoa. Kokonaisuudessaan termi konvergoi stokastisesti kohti
nollaa n~'/2:1la kertomisen takia.

Vastaavasti myos kuudes termi

11
nn

S H(3)b)
t=1

konvergoi stokastisesti nollaan suurten lukujen lain perusteella. Keskiarvo tulee
ylla jaetuksi n:ll4, mikd takaa konvergenssin.

Yhdistamalld ylld johdetut tulokset (ensimméisen, toisen ja neljinnen ter-
min) nihdéén, ettd

u'u—2u'Px,u+ uPx,u

c=>
s>

= uMx,u.



!/
Niin ollen 11 t:n ja u’Mx,u:n erotus hivitdd asymptoottisesti.
Muuta: Lopputulos ylld tulee 1. asteen Taylor-kehitelmén

A A
us = uy + X (8)(8 — B)
komponenteista. Miksi piti laskea 2. asteen Taylor-kehitelmi? Vaikka ero resi-

duaalin 4;:n ja sen approksimaation u; +X; (ﬂ)(g —3).n vélilld on "pieni", ei ole
selvid, ettéd erotus ddrettomén pitkistd nelisummasta residuaaleista ja niiden
approksimaatioista on pieni. Laskemalla 2. asteen kehitelmé ja osoittamalla, etté
muut komponentit hividvit asymptoottisesti, varmistutaan etts lopputulos ylla
péatee.

4

Derivoidaan jainnosneliosumma ja asetetaan derivaatat nollaksi:

OSSR(B)  OX ) [y — a4
o8 o8

B — 23l B)X,(8) = 2y (B X(8) = 01

Jakamalla yhtélot 2:1la ja transponoimalla saadaan kysytty tulos

X'(B)ly — x(B)] = Ok



