Ratkaisuehdotukset 5. laskuharjoituksiin.
1.
a) Yht&lo pétee, jos
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b) Valitaan a)-kohdan kaavassa (1) A = XXy, B = XX, ja C = X,X,.
Nihdién heti, etti kaava pétee, jos (C—B/A71B)~! = (X,M;X5) !, Osoite-
taan, etta niin on:

(C — B/.A_1]3)_1 [XéXg - X/2X1 (X’1X1)_1X’1X2]_1
= {XHM— Xy (XiX) 7 XX}

= (X/2M1X2)71.



2.
a) Todistus on suoraviivainen HT 5.1 b) kohdan avulla:

P, = X(X'X)" !X’
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= Xl(X’1X1)’1X'1 + (—Xl(X’le)*lXQXQ + X2)(X§M1X2)71 [—XéXl(X£X1)71X;+X;
= P+ (=P + DX (X,M; X5) 1 X5 (=P +1)

= P1 —+ (I — Pl)XQ(X§M1X2)_1[(I — Pl)Xg]l

Py + M; Xo[(M;X5) M; Xo)] M, X

= P+ PM1X2-

Kaava
Px =Py + Pm,x,

seuraa, kun Xy:n ja Xo:n sarakkeet tai sarakkeiden merkinnét vaihdetaan keskenaén
edellisissa todistuksissa.

Davidson ja MacKinnon esittavét vaihtoehtoisen todistuksen (kirjan HT
2.19).

b) Hajotelman Px = Py + Py, x, tulkinta: Pxy on PNS-sovite y:lle, kun
selittdjamatriisi on X (kaikki selittdjiat). Hajotelman mukaan Pxy voidaan
esittdd summana kahdesta muusta PNS-sovitteesta y:lle. Toisessa on ollut
selittdjamatriisina X; ja toisessa M;X,. Jalkimmaisen sarakkeet ovat resid-
uaalit regressioista, joissa on selitetty Xo:n sarakkeita X;:114. Summa on or-
togonaalinen: Pxy eli y:n projektio X:lle on summa y:n projektiosta X;j:lle
ja M;Xs:lle. Naiden matriisien sarakkeiden virittdmét avaruudet ovat ortog-
onaalisia, joten projektio Pxy esitetdan hajotelmassa kahden ortogonaalisen
projektion summana.

Tulkinta HT 3.5:n kuvion geometrian puitteissa: Kuvioon on piirretty vek-
torit Pxy ja P1y. Hajotelman mukaan Py, x,y on vektori CB. Selviastikin
kuviossa pétee, ettd Pxy = P1y+ CB, joten kuvion mukaan Py, x,y on CB.

Formaalisti: Koska P1Pxy = Py, niin P1y on on Pxy:n projektio (ku-
viossa) vektorille X;. Naiin ollen CB on M;Pxy kuten kuvioon 1.7 ¢) on

A
merkitty. Laskemalla ndhddan edelleen, ettd Py, x,y = M{Pxy = M;X20,.
Lasku alkaa huomaamalla, ettd matriisitulon Py, x, ensimméinen matriisi on
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Pvyx,y = 0 MiPumx,y
M;P;=0
= M, (P; + PM,x,)y
a) eli (4.36
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= M, (X181 + X2/3,)
_ N
MZi=0 N X8,

Tulkinta kuvion 1.7 b) avulla: Py, x,y on y:n projektio M Xs:1le. M;Xo:n
ja Xim virittdmat avaruudet ovat kohtisuorassa, joten M;Xs (el piirretty ku-

A
vioon) on yhdensuuntainen vektorin CB kanssa ja Py, x,y = M1X38,.
3.
a) Muodostetaan matriisitulo

BB — biy 0 bii bz | _ b, 2bllb122 _
bia b2 0 ba bi1b12  biy + b3y

Matriisi A on symmetrinen ja siind on kolme ”vapaata” termié (a11, ao1 ja ass),
joista diagonaalitermien tulee olla positiivisia (@17 > 0 ja age > 0). Matriisi-
tulo B'B on symmetrinen ja sen diagonaalitermit ovat positiivisia (b3; > 0 ja
b%Q + b%Q > 0) Asetetaan b%l = ayp eli by = \/E (CLH > 0), bi1b1a = a1o
eli b1 = alg/bu = alg/\/(ﬂ ja b%Q + b%2 = a9y eli byy = \/agg—b%Q =
Vazs — (a12/y/a11)? = \/azs — a2,/a11. Vihjeen Var(Y) > [Cov(X,Y)]?/Var(X)
mukaan ase — a3, /a;; > 0, joten kaikki asetukset ovat mielekkiiti. Niin ollen
hajotelma A = B’B voidaan muodostaa 2 x 2 -matriisille.[]

b) Viite: On olemassa matriisi B, siten, etta

! — B;L—l 0 B,1 b — B;L—an_l a
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a Ann
jossa an, >0 (n > 2).
Todistus: Lasketaan kyseinen matriisitulo:

B/B _ B”I’L*l 0 Bn—l b _ B;llen—l anflb -
e b’ by, 0" bnn b'B,_1 b'b+0?
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Oletuksen mukaan B,, _; on taysiasteinen alakolmiomatriisi, joten silla on kaanteismatriisi

’

(B, ;)" ! Asetetaan B, ;b=aelib= (B, ;) 'ajab'b+b2, = an,. Mikili
Gpn > b'b, niin b,, voidaan aina valita siten, ettid viimeinenkin yhtidsuuruus
toteutuu.

Todistetaan, ettd epayhtild a,, > b'b pitee: HT:m 5.1 a)-kohdan mukaan
matriisin



5 e

kiifinteismatriisin kaakkoisalkio on (C — B’A~'B)~!. Niin ollen matriisin

A, _ a
o[ ]

a ann
kaanteismatriin kaakkoisalkio on
ann —a' A A

Sijoitetaan ylla olevaan lausekkeeseen tehdyt oletukset ja asetukset:

ann —a'A 2 = a4, — (B;L—lb)/(B;l—an_l)71B;L—1b
= Qpn — b/Bn—lBrzil(BInfl)_lBinflb
ann — b'b.

Koska matriisi A,, on positiivisesti definiitti, niin niin on myos matriisi A*
(2004 kirjan HT 3.7; todetaan my6s 2004-kirjan s:lla 99; Lineaarisen mallin
kurssin 2009 HT 2.3).! Posiitivisesti definiitin matrisiin diagonaalialkiot ovat
positiivisia (todistus on 2004-kirjan s:lla 99). Niin ollen matriisin A, alin
diagonaalialkio on positiivinen eli a,, — b’b > 0. Epayhtalé a,, > b’b on
todistettu.

Todetaan lisiiksi, ettdi b’b + b2, > 0 (summataan nelidityji alkioita).? Vaa-
ditunlainen hajotelma péatee n x n -matriisille, jos se pitee (n — 1) x (n — 1)
-matriisille.

Kohdasta a), todistuksesta ylld ja induktioperiaatteesta seuraa, ettd ha-
jotelma A,, = B! B,, on aina muodostettavissa (n > 2).00

Todistus on mukaelma todistuksesta kirjassa G.A.F. Seber (1974): Linear
Regression Analysis (s. 388).

1Olkoon D symmetrinen ja pos.def. ja E tiyttd sarakeastetta. T#lldin E'DE on pos.def.
(2004-kirjan s. 99). Valitaan E = D~1. Saadaan, ettd (D—1)DD~! ¥Z™

2Vaihtoehtoinen perustelu: Sisdtulossa b’b = a’[(B;kl)*l]’(Bikl)*la matriisitulo
keskella on positiivisesti definiitti matriisi (koska on muotoa C’C , jossa matriisi C on
tdysiasteinen; 2004-kirjan s. 99).

D! on pos.def.



4.

a) Perustelu vihjeen véitteelle A; > 0: Posiitivisesti definiitin (pos. def.)
matriisin ominaisarvot ovat positiivisia. (Kirjan s. 547; Timo Patovaaran ope-
tusmoniste Matriisilaskentaa tilastotieteilijoille s. 25.)

Selvistikin pétee

A1/2A1/2 _ A,
. 1/2 — 1/2 1/2 o1 s .. . . o .
jossa A = |A7.. A 7|, Vihjeestd, yo. yhtdsuuruudesta ja matriisin S

sarakkeiden ortogonaalisuudesta seuraa, etta

A = SAS.
SA'/ZA2g
SAY/2S' x SAY/?s’.
Maarittelemalla
R = SA'/?8’

toteutuu kysytty matriisien yhtasuuruus

A = RR
= R2

b) Perustellaan vihjel:n kohdat:

R™1 = (SA'/?s)"!
= ()7 AY)THS)
Ortogonaalisen matriisin kdédnteismatriisi on sen transpoosi (esim. Davidsonin
ja MacKinnonin (2004) kirjan s. 548). Selviistikin (AY/2)~1 = {)\1_1/2 e A;UQJ =
A~1/2_ Niin ollen

Rl = (S’)_l(Al/Q)_l(S)_l
SAY/2g/,

Selviistikin R™! on symmetrinen matriisi eli (R™!)) = R™1.
Kertomalla yht#ld (1) molemmilta puolilta R™1:114 saadaan vihjelm vii-
meinen yhtasuuruus

R'AR '=1 (2)

Perustellaan vihje2:n viite x = R™'z : Matriisi R™! on tiysiasteinen n x
n -matriisi, joten mikad tahansa n x 1 -vektori — mukaan lukien tehtavan x-
vektori — voidaan esittis matriisin R™! sarakkeiden lineaarikombinaationa.
Néin ollen valitsemalla z-vektorin komponentit (koordinaatit) sopivasti saadaan
yhtasuuruus x = R 'z.

Esitetdin neliomuoto x'(I — A)x yhtisuuruuden x = R™!

z avulla (vihje2):



R~ 1:n symm.

x'(I-A)x = ZRI(I-A)R 1z
= Z(R2-R AR 1)z
(&) 7/ (A~1-1)z.

Yhtalosta ndhdaan, ettd jos matriisi I — A on pos. def., niin myo6s matriisi
A~'—T on pos. def.0]

c¢) Koska erotus A — B on pos. def. matriisi, niin vihjeen perusteella myos
matriisi )
RYA-BR' = R AR '-R BR™!
® 1_R-BR™
on pos. def. Kohdasta b) seuraa, ettd myos matriisi
RB'R -1

on pos. def. Kerrotaan ylli oleva matriisi molemmilta puolilta R~!:114:

R !RB'R-DR'=R 'RB'RR'-R *¥B1_A!
Vihjeen ja R™':n symmetrisyyden perusteella kertominen R~!:114 molemmilta
puolilta ei muuta matriisin definiittisyyden lajia. Niin ollen matriisin B~ —
A~ definiittisyyden laji on sama kuin matriisin RB™'R — I eli molemmat
ovat pos. def:ejd. Néin ollen jos matriisi A — B on pos. def, niin my06s matriisi
B~' — A~! on pos. def.d

Tehtéava on oleellisesti Davidsonin ja MacKinnonin (2004) kirjan HT 3.8.



