Harjoitusten 2 ratkaisuehdotukset
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joissa kahdesta viimeisestd matriisista on esitetty vain kiinnostavat diagonaalialkiot.
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Indeksejé vertaamalla huomataan, etta

tr(AB) =tr(BA).



b)

a)-kohta

tr(Px) = tr(X(X'X) ' X') tr(X'X(X'X)™ ) =tr(I;) = k.

Toiseksi viimeinen yhtéisuuruus seuraa siité, ettd X’ on k x n -matriisi astetta
k.

Tulkitaan tulos. Matriisialgebrasta tiedetiiin, ettd (vihjeet; esim. Patovaara
(1982): Matriisilaskentaa tilastotieteilijoille, s:t 21-22):

1. Symmetrisen matriisin ominaisarvojen summa on matriisin jalki .
2. Projektiomatriisin ominaisarvot ovat ykkosid tai nollia.

3. Symmetrisen matriisin aste on sen nollasta poikkeavien ominaisarvojen
lukuméaré.

Kohdan 1. perusteella Px:n ominaisarvojen summa on k. Kohdasta 2.
seuraa, ettd Px:n ominaisarvoista k£ on ykkosid ja loput nollia. Kohdasta 3.
saadaan, ettd Px:n aste on k. Koska matriisin vilittdméin lineaarikuvauksen
kuva on aliavaruus, jonka aste on sama kuin matriisin aste, niin Px projisoi
X:n sarakkeiden virittéiméin aliavaruuteen, joka on (vain) k-ulotteinen.

)

tr(Mx) = tr(, — X(X'X)"1X') = tr(L,)) — tr(X(X'X)'X") "

-kohta

n—k.

Tulkinta kuten b)-kohdassa: Mx projisoi avaruuteen, joka on (vain) n — k-
ulotteinen.

Seuraus (yhtélo (3.48) sivulla 110):

E(SSR(B) =  E(tr(wMxu)
= E(tr(Mxuu’))
U%tr(MxIn)

L 62— k).

AN
Jaannosnelissumman SSR(B) odotusarvo on siis pienempi kuin teoreettinen
SSR(B) = no3. Estimoidut jasinnokset (niiden neliot) ovat "liian pienid”.



2.1

a’l dl 0
A = =[aq ap) |, Dy =| ,
X
al, 0 dm
dy 0
axn .
0 dn
a)
[ dy - 0 a) ] [ dy - 0 411 -+ Gin
D»UA. - : =
L O e dm. a;n | L 0 tee dm. am1 tee Amn
i diai diain i i dlall
L dm,am,l tee dm,am,n | L dma;n
b)
[ ann -+ am d - 0 diair -+ dpaig
A.Do == =
L m1 Amn 0 e dn dlaml e dnamn
= [dag) - dnag |
3.

a) Koska matriisi A on singulaarinen, on olemassa k-vektori b, joka toteuttaa
yhtdlst Ab = 0. Edellisestd, seuraa, ettd sama vektori toteuttaa myos yhtilot
XAb = 0. Midrittelemilld n x k -matriisi X* = XA saadaan yhtilst X*b = 0.
Niin ollen matriisin X* = XA = [Xa; ...Xay] sarakkeet ovat lineaarisesti
riippuvia.

Vastauksen voi myos pédtelld sdannostd »(BC) < min{r(B),r(C)}, jos se
on tuttu ennestédén. Edelld r(B) on matriisin B aste.

b) Olkoon z sellainen n-vektori, joka on ilmaistavissa matriisin X A sarakkei-
den lineaarikombinaationa: z = XA~ (v on k-vektori). Mééritelldin v* = A~y
(v* on k-vektori), jolloin vektori z voidaan kirjoittaa matriisin X sarakkeiden
lineaarikombinaationa: z = X~*. Miké tahansa matriisin X A sarakeavaruuteen
kuuluva vektori kuuluu siten myods matriisin X sarakeavaruuteen.

Toisaalta tidytyy olla olemassa matriisin X sarakeavaruuteen kuuluva n-
vektori w = X§ (& on k-vektori), joka ei ole ilmaistavissa matriisin X A sarakkei-
den lineaarikombinaationa. Néiin téytyy olla, koska matriisin XA sarakkeet

Vastaus on Jarkko Miettisen tekemé 2009.



ovat lineaarikombinaatioita matriisin X sarakkeista, joita rajoittaa a)-kohdan
perusteella ehto XAb = Xb* = 0, jossa b* = Ab, mutta vektori w = X&
voidaan valita t#dysin vapaana lineaarikombinaationa matriisin X sarakkeista.
(Toinen tapa piitelli sama asia on seuraava: Jos pitisi seki w = X ettéd
w = XAd", pitéisi pited d = Ad™. Namé yhtilot toteuttavaa vektoria 6™ ei
voida kuitenkaan ratkaista, koska matriisi A ei ole kiddntyva.)

Yhdistamélld edellinen péttely ja a)-kohta saadaan S(XA)CS(X).2

¢) Regression sovitteet ja residuaalit eivit ole yleensi samoja, kun regression
selittdjamatriisi on X tai XA, kun A on singulaarinen matriisi. Jalkimma#isessd
tilanteessa residuaalivektori on yleensd pidempi ja sovitevektori eri.

Erityistilanteissa on mahdollista, ettd residuaalit ja sovitteet eivit eroa. Esi-
merkki: S(X) on taso (k = 2), mutta selitettédvin vektorin (y) ortogonaali-
nen projektio tasoon osuu toiselle tason virittdvistd matriisin X = [x; Xo]
sarakkeista (esim. xj:lle). Mikili kyseinen tasovektori siséiltyy S(XA):han
(esim. A =[¢ 0]), residuaalit ja sovitteet ovat samat regressioissa.
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2Tehtévi on Davidsonin ja MacKinnonin HT 2.14.
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Estimaattoreiden kaavat lieneviit tutut Tilastollisen pééttelyn kurssilta (Pekka

Nieminen ja Pentti Saikkonen (2007): Tilastollisen padttelyn kurssi, s. 15) ja
mahdollisesti Lineaarisen mallin kurssilta 2009 (HT 3.4).
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Todistettava tulos seuraa:

b) Kysytty tulos saadaan sijoittamalla PNS-estimaattorien kaavat sovitteen
kaavaan:
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a) Satunnaismuuttujan y, odotusarvo riippuu regressiomallin tilanteessa kiin-
tedksi oletetusta selittdjista:

E(yelwe) = E[(By + Baze +wi)|z]

E(B1lz1) + E(Bozi|we) + E(ut|2:)
= B+ Baxy.

Odotusarvo on tésséd yhteydessd ehdollinen, eli se on odotusarvo ehdolla selit-
tdvin muuttujan arvo havainnon t kohdalla. Koska selittdvin muuttujan arvo
vaihtelee havainnoittain, selitettdvin muuttujan ehdollinen) odotusarvo ylipiin-

sé el ole sama eri havainnoille.

b) Tarkastellaan esimerkiksi Galtonin havaitsemaa yhteytts vanhempien pituuk-

sien (mahdollisesti painotetun) keskiarvon (mid-parent?; jatkossa "keskipituus")

ja heidén lastensa pituuden (children) vélilld. Kuviosta ndhdiin, ettd van-
hempien keskipituus on ollut keskimiiérin runsas 68 tuumaa. "Midparents'-
suora kuvaa vanhempien keskipituuden poikkeamaa keskiméi#rsisestd pituud-
esta (suoran kulmakerroin on yksi). Kuvion mukaan keskimééraista

e pidempien vanhempien lapsi on my6s keskimé#rdistd pidempi muttei yhta
paljon kuin vanhempansa (suoran "children" kulmakerroin on 0:n ja 1:in
vililld).

e lyhyempien vanhempien lapsi on myo6s keskimé#ridistd lyhyempi muttei
yhtd paljon kuin vanhempansa.

Tisséd mielessé pituus "regressoituu" eli pyrkii palaamaan kohti keskiar-
voansa (ylld runsas 68 tuumaa).

Ohessa on myos Galtonin alkuperédinen kuvio vuodelta 1886. Se on paljon
epaselvempi ja esitetiin kuriositeettina.*

¢) Regressiomallissa ei aina tapahdu palautumista kohti keskiarvoa (tai odo-
tusarvoa). Ensinnikin kiisite olettaa, etté selitettéivi ja selittdvd muuttuja ovat
"samantapaisia" muuttujia (edelld vanhempien keskipituus ja lapsen pituus),
joilla on sama keskiarvo (tai odotusarvo). Néin ei tietenkéién aina ole. Toiseksi,
regressiosuoran kulmakerroin ei ole vilttdmittd O:n ja 1:n vilissd. Esimerkiksi
oletetaan, etté regressiosuoran kulmakerroin on 3, selittédvin muuttujan keskiarvo
on nolla ja ettd regressiosuora kulkee (x,y)-koordinaatistossa origon kautta.
Télloin selitettdvin muuttujan poikkeamat keskiarvostaan pyrkivit moninker-
taistumaan selittdvin muuttujan poikkeamiin keskiarvostaan nihden.

3Midparent-kisitteen masritelms 16ytyy Wikipediasta (http://en.wikipedia.org/wiki/
Midparent; viitattu 16.4.2011).

4Galton kertoi tyttolasten pituudet aineistossaan 1,08:1la, mist kerrotaan kuviossa englan-
niksi. L#hde: A. Wachsmuth, L. Wilkinson ja G.E. Dallal (2003): Galton’s Bend: A Pre-
viously Undiscovered Nonlinearity in Galton’s Family Stature Regression Data. American
Statistician, 57, 190-192.



Hieman haetummassa mielessi regressiomallissa voidaan aina kuitenkin ajatel-
la tapahtuvan regressoitumista. Edellisessd tehtédvissi osoitettiin, ettd

Qt*@irxt*?

Sy Sy

Koska otoskorrelaatiokertoimelle pétee —1 < r < 1, niin regressiomallin so-
vite (sen itseisarvo) poikkeaa selitettéivin keskiarvosta vihemmén kuin selittdji
poikkeaa keskiarvostaan (erotuksen itseisarvosta), kun poikkeamat on standar-
doitu vastaavilla otosvariansseilla. Téssd mielessd regressiota on aina regres-
siomallissa.

Vastaus perustuu Sheldon Rossin (2010) kirjan Introductory Statistics, 3.
laitos jaksoon "Regression to the mean" ja Wikipedian artikkeliin http://
en.wikipedia.org/wiki/Regression toward the mean (viitattu 6.4.2011).

6. Ensimméisessé mallissa on pienté viitettd siitd, etté residuaalit (estimoidut
jidnnokset) eivit olisi riippumattomia: Negatiivista residuaalia niyttid seuraa-
van (kuviota vasemmalta oikealle katseltaessa) toinen negatiivinen residuaali ja
positiivista residuaalia toinen positiivinen. Jé&dnnosten riippumattomuutta olisi
syyti testata sopivilla testeilli (onko vaikutelma satunnaisvaihtelun puitteissa
olevaa riippumattomuuden pétiessi), mihin ei menni téssé.

Teollisuus kritisoi Yhdysvalloissa oikeudessa, ettd mallista puuttuu térkeita
muuttujia. Oikeus arvioi, ettd teollisuus ei ole ndyttényt, ettd puuttuvat muut-
tujat vaikuttaisivat tuloksiin, ja ympéristonsuojeluvirasto voitti oikeuskiistan.
Edellisen kappaleen perusteella teollisuudella saattoi olla perusteltu syy kriti-
ikkiin.

Toisessa eli kuljetusturvahallinnon mallissa on huomionarvoisinta kaksi seik-
kaa:

e Kirjan regressiomalli on lineaarinen parametrien suhteen. Selittdjét voivat
olla kuitenkin alkuperiisten selittéjien epilineaarisia muunnoksia ja so-
vitekin voi siten olla epilineaarinen funktio alkuperiisesti selittéjistél

e Oikeanpuoleisin havainto ilmeisesti vaikuttaa muita havaintoja merkit-
tdvimmin mallin kertoimien PNS-estimaatteihin. Liséksi tehtéviisséd ker-
rottiin sen olevan laskettu keskiarvona tietyisté havainnoista. Se herdttéas
kysymyksen, voidaanko havainto siséllytt#d malliin muiden havaintojen
tavoin.

Kuljetusturvahallinto halusi mallillaan osoittaa, ettd onnettomuuksien suuri
kasvu 10-11-tuntien kohdalla johtui pienestd havaintomé&irdstd 11-tunnin ko-
hdalla. (Mallin sovite 11-tunnin kohdalla on paljon pienempi kuin havaittu
kolaririski.) Oikeus Yhdysvalloissa hylkisi mallin muun muassa laitimmaiseen
havaintoon liittyvien seikkojen takia.

Kolmannen kuvion aineisto on vaikea kuvitella kirjassa kuvatun regressio-
mallin tuottamaksi, silld selitettdvin muuttujan havainnot rajoittuvat viiteen



arvoon 1,...,5, vaikka regression selittdvd muuttuja saa hyvin vaihtelevia ar-
voja. Ongelma on, ettd mallin selitettéivi muuttuja on diskreettiarvoinen, vaikka
lineaarisen mallin perusoletusten mukaan sen tulee olla jatkuva-arvoinen.

Selitettédvin ja selittédjin roolin vaihtaminen tuottaisi kuvion perusteella
mahdollisen mallin. T#lloin selittdvd muuttuja olisi indikaattorimuuttuja, joka
saisi arvoja 1,...,5. Selitettdvid muuttuja saisi hyvin vaihtelevasti arvoja kuten
regressiomallissa kuuluukin. Kuvion perusteella muuttujien vililla vallitsisi tél-
16in negatiivinen suhde.

Myos regressiomallin erikoistapaus

Y}':B+€j,

jossa jasnnos €; (hyvin poikkeuksellisesti) voisi saada vain arvoja —2, —1,0, 1,2
(tietyilld todenniksisyyksilld), voisi olla sopusoinnussa havaintojen kanssa. (Lu-
ku 3 = 3 x 1 on muotoa kerroin kertaa muuttuja, joka on téssd yhteydesséd vakio
1.) Téssd mallissa etniselld heterogeenisuudella ei olisi roolia.



