Ratkaisuehdotukset 12. harjoituksiin

1.
a) Osoitetaan, ettd £2(p)Q~1(p) on identiteettimatriisi:
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b) Osoitetaan, ettd o1 ¥ (p)®(p) ot = Q7 1(p):
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2. Viite on, etti regressiot

u = Xb + b,1u; + residuaalivektori (7.43)
ja
y = Xb + b,1u; + residuaalivektori. (7.44)

tuottavat samat t-testisuureet b,:lle. Frisch-Waugh-Lovell -lauseen mukaan yl-
14 olevat regressiot tuottavat samat PNS-estimaattorit ja residuaalit kuin yll&
olevat regressiot kerrottuna vasemmalta matriisilla Mx = I — X(X/X)~1X":

u = b,M,u; + residuaalivektori (7.43%)
ja
u = b,M,u; + residuaalivektori. (7.44%)

Y1la on kiytetty tuloksia M,u = u (Mx1~1 = MM,y = M,y = 1~1; u on jo
valmiiksi S*(X):ssi), MxX = 0 ja M,y = u (kirjan s:t 58-59). Regressiot
(7.43%) ja (7.44%) ovat identtiset. Niin ollen regressioiden (7.43) ja (7.44) PNS-
estimaatit b,:lle ja residuaalit ja siten residuaalineliosummat ovat samat. Koska
regressioissa (7.43) ja (7.44) on samat selittéjit, niin niistd lasketut ¢-arvot bj:lle
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(ilmeisin merkinnéin) ovat myos samat.




3. Tehtdvéin matriisi on (symmetrinen téysiasteinen) positiivisesti definiitti (k +
1) x (k + 1) -kovarianssimatriisi. Positiivisesti definiitti (k + 1) x (k + 1) -
matriisi voidaan aina esittéi muodossa B'B, jossa matriisi B on tiysiasteinen
(k4+1) x (k+ 1) -matriisi (kirjan s:t 99-100). Koska positiivisesti definiitin mat-
riisin kiiéinteismatriisi on my6s positiivisesti definiitti (kirjan s. 99), niin kid#in-
teismatriisikin voidaan esittéd vastaavassa muodossa.

Tehtévin (posiitiivisesti definiitti) kovarianssimatriisi voidaan edelld todetun
ja edellisen tehtdviin perusteella muotoilla néin:
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(Ylla Xq, Xo ja X = [X; Xo] eiviit viittaa selittdjimatriiseihin vaan ovat
symboleita matriiseille ylipdéinsi.) Sen luoteiselementti on

(XIMpX;) ™ = (X (I-Xo(X5X0) T X5X |7 = [X) X — X X (X5X,) T X5X ],

Huomataan, etté luoteiselementti on (X}X;)™!, jos X4X; = 0. Téami vastaa
tehtdviissd ensin mainittua eksogeenisten selittéjien tilannetta.

Luovutaan eksogeenisuusoletuksesta, jolloin kovarianssimatriisi ei ole enéi
lohkodiagonaalinen. Nyt tulisi osoittaa, ettid

(XIM,X;) ! — (X Xy) !

on positiivisesti semidefiniitti matriisi. Tamé on tehty kirjan sivulla 113. Todis-
tuksen idea on, ettdi matriisien A ja B erotus A — B on positiivisesti (se-
mi)definiitti jos kisinteismatriisien erotus B~' — A~ on positiivisesti (semi)defi-
niitti. Tehtdvén tilanteessa erotuksen

X/1X1 - X/1M2X1 = )(/1]_32)(1 P2:P2Pé&P2:P2

(P2X1) (P2Xy)
tulisi siis olla positiivisesti semidefiniitti matriisi. Se on, koska miké tahansa
matriisi muotoa B’B oleva matriisi on positiivisesti semidefiniitti (kirjan s.
99). Kun eksogeenisuusoletus ei péde eli kovarianssimatriisi ei ole lohkodiago-
naalinen, kovarianssimatriisin luoteiselementti on "suurempi"kuin lohkodiago-
naalisessa tilanteessa.

Tehtévi on kirjan HT 7.12.



a) Dummy-matriisi (n x m) on

jossa ¢ on T-vektori [1...

b) Lasketaan matriisi Mp = I, — D(D'D)"!D =1 — Pp:
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Niin ollen

Pp =

Nyt véite voidaan todistaa:
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Regression (7.89) residuaalit ovat
Ppy —PpXB=Pp(XB+v+e)—PpXB=Pp(v+e).

Ylia v = [vy...v,], jossa v; = [v;...v;]" -vektoreiden pituus on m. Vektorin
Pp(v+e) komponentit ovat samoja T':n pituisissa ryhmissé siten, ettd ¢. ryhmén
kaikki jasnnokset ovat ryhmikeskiarvoja 7! Zthl (vitei) = vi+T7 1 23:1 it
(a)-kohta). Oletuksen mukaan v;:t ja &;:t ovat riippumattomia. Néin ollen

T T
Var(v; + T71 ZE“) = Var(v;) + Var(T™! Zeit) =02+ 0?/T.
t=1 t=1
Varianssi on sama kaikissa ryhmissé ¢ = 1,..., m. Néin ollen kaikkien virheter-

mien varianssi regressiossa (7.89) on o2 + o2/T.

a) Yhtilosté (7.88) saadaan
Y = oidr+oiu
= o2llr + (03 /02)e]
= oIy + (Tog/o)u(v'e) 1]
= oIy + (Toy/o?)P.].

Merkitiin V = Iy 4 (To?/o?)P,. Kokeillaan, voisiko V~1/2 olla vakiolla ker-
tomista vaille muotoa Iy — AP,. Télloin V! olisi

(Ir — AP,)(I7 — AP,) = I — (2A = AP, P, = I — (2A - \HP,,
ja
Ip = V-V
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Edelld 7 = T'o2 /o2 > 0. Jotta yhtilo pitiisi paikkansa, tulisi pited
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Yhtalolld on reaalijuuret
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On 16ydetty £~1/2, joka voidaan kirjoittaa muodossa
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b) Yhtélsiden (7.03) ja (7.04) mukaan yleistetty PNS-estimaattori
A
By = ( X'P¥'X) ' X'0P¥'y =(X'Q'X)"'X'Qly
saadaan laskemalla regressio
U'y =¥'X3+ ¥u.

Yli Q-1 = W', Tehtiiviin tilanteessa
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Miigritellisin Q12 = ¥, jossa /2 = (I—AP,)/o., jossa A = 1 — (To2 /o2 +
1)~/2 (a)-kohta). Koska P, = ¢(¢/t) "'/ = T~ '/,
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Q12 = ¥ on symmetrinen matriisi.
Yleistetty PNS-estimaattori saadaan nyt laskemalla regressio

0.1, = A\Pp)y =0, (I, = \Pp)XB+ 0, (I, — \Pp)u
tai yhtépitdvi regressio
(I, - Pp)y =1, - \Pp)XB+ (I, — A\Pp)u= (I, — \Pp)XB +u".

Edellisilli merkinnsilla Q! = o, 1(I, — APp)o. (I, — \Pp) = o, 2(I,, —
AP p)?. Yleistetyn PNS-estimaattorin kovarianssimatriisin kaavan (7.05) perus-

teella R
Var(By) = (X'Q71X)!
= {X'[o?(I, = APp)?]X} !

= X'(I, - A\Pp)*X]~L.
Tyypillisesti suureet 02 ja A = 1 — (To2 /o2 +1)~'/? ovat tuntemattomia, jolloin

ne joudutaan estimoidaan (feasible GLS).
Tehtévd on kirjan HT 7.25.



