Harjoitusten 1 ratkaisuehdotukset
1. Hiivytetddn merkintdjen yksinkertaistamiseksi muuttujien riippuvuus 3:sta.

a) Todistus on suoraviivainen:
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b) Viitteet eiviit seuraa suoraan a)-kohdasta. Siinéd derivoidaan skalaari, ja
tulos on 1 x m-vektori. Témén kohdan tehtdvissd derivoidaan m x 1 -vektori
ja tulos on m x n -matriisi. Myoskésn merkinnét eivit tdsmaéisi, jos esimerkiksi
n x 1-vektori a(3) asetettaisiin skalaariksi. T&lloin merkintdjen mukaan n x p
-matriisi A typistyisi 1 x p-vektoriksi.!

Viite on kuitenkin johdettavissa a)-kohdan perusteella. Asetetaan siind
a(3)=10...0 1 0...0) =e (mx1),jossa”1” ont. termi (¢ = 1, ...m)
ja c(B) = B. Tillsin da/0B" = 0,,x, (nollista koostuva m x n -matriisi) ja
dc/0B' = 1,,. Derivoitava muuttuja on nilli asetuksilla e;A,B = A;3, jossa A,
on A:mn t’s rivi (1 x n):
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Namé yhtalot yksindénkin todistavat viitteen (Jy /0%’ :n mééritelmén mukaan).
Kaavan (1) mukaan 9y’ /0x = [0y /0x'], joten
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Vaihtoehtoinen johto b)-kohdan ensimméiselle johdolle: Asetetaan a)-kohdassa
a(8) = 1 (skalaari), A:n paikalle A:n ¢’s vaakarivi eli 1 x n-vektori A; (t = 1,

I Myoskisin kaavassa (2) tulon c(8)'A’0a(B)/08" termien dimensiot eivit tismiisi. Ne
olisivat 1 X p, p X m ja 1 x m (eikd n X m).



...,m) jac(B) = B. Tallsin da/08 =0’ (1 x n) ja dc/0B' =1, ja
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c¢) Valitaan kaavassa (2) n = m ja a(8) = c(8) = 3, jolloin da/03" =
dc/003 =1,
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a(B)=c(B)=R

Kaavaa (1) hyviiksi kiiyttiden saadaan edellisesté laskusta
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Ensimmiiisen yhtdsuuruus seuraa erityisen helposti huomaamalla, etti 3’ A3 on
skalaari.



M 7 8(Y*X5)/(Y*XIB)
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= WY yXB-BXYy+BXXP)
_ % (y'y - BX'y - BX'y + BX'Xp)
L1b&symm. X'y — X'y +2X'X3
- —2X'(y — XB).

Merkitsemiilld gradienttivektori dS(83)/08 nollavektoriksi saadaan normaali-
yhtalot

X/(y — Xf) =0 (3)

A
(B on yhtilot toteuttava vektori).
Lasketaan toisen kertaluvun ehto. Todetaan ensin, ettd gradienttivektori
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on k-vektori.Tehtaviissi kehotetaan derivoimaan se vaakavektorin 3’ suhteen.
Kaavan (4) oikeanpuolen ensimméinen termi —2X'y ei sisilld B-vektorin kom-
ponentteja, joten derivoinnin tulos on k£ X k -nollamatriisi. Jélkimméinen termi
on HT 1.1 b)-kohdan muotoa, mink# perusteella saadaan

= 2X'(y — XB) = —2X'y+2X'X3 (4)
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Luennolla todistettiin, ettd X'X on positiivisesti definiitti k¥ x k -matriisi (kun
X on téysiasteinen, miki oletettiin tehtévissd), ja niin on tietenkin 2X’'X:kin.

Niin ollen [02S(3)/0803'] |ﬁig on positiivisesti definiitti matriisi eli nelissumma

A
S(B) minimoituu (lokaalisti) B:n arvolla §.
Normaaliyhtéloistéd seuraa, ettd

AN
X'X8 = X'y

eli etti R
8= (X’X)*lX’y.



3.2 Tehtivinannon mukaan matriisi A (m x n) voidaan kirjoittaa
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a) Koska matriisi B (m x n) on ositettu kuten A, pétee
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2Vastaus on oleellisesti Jarkko Miettisen laatima.
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b) AB on m x r -matriisi. Merkitééin matriisien A ja B 4, j-elementtejd [A];;:114
ja [B];;:114. Todistus alkaa matriisin AB mielivaltaisen 7, j-elementin tarkastelulla
ja siirtyy kolmannella rivilla koskemaan matriisin dimensioltaan m; x r; olevan
1, 1-lohkon i, j-elementtiéd (jolloin 1 <i<mj jal <j <r):

[ABl;; = YL [Ala(Bly
= 2 [Aa[Bly + 32 [AlalBly + -+ X0, 1 [AlalBly

1,1-lohko
Fe [AllBll]ij + [A12B21]ij + ...+ [Alpol]ij

= [Ziﬂ AlkBkl]ij .

Matriisin AB 1, 1-lohko on siten 22:1 A,;;.By;. Vastaava todistus pétee kaikille
muillekin lohkoille (jolloin m,_ 1 < i < mgjar,_y < j <r, s=1,...,q,
t=1,...,pjamg=rg=1).

4. Algebra on yksinkertainen:
PxX = X(X'X)"!1X'X = X.
Geometrista tulkintaa varten kirjoitetaan

PxX:PX [Xl‘”Xk} = [Pxx1~~Pxxk] = [Xl”‘Xk}.

Matriisi Px projisoi mielivaltaisen (n-vektorin) z matriisin X sarakkeiden virit-
témédn avaruuteen (kirjan s. 58). Matriisitulo PxX voidaan ajatella ositettu-
jen matriisien tuloiksi [Pxx; - - - Pxxj]. Koska jokainen x;-vektori, j = 1,...,n,
jo sijaitsee matriisin X sarakeavaruudessa, ei matriisilla Px kertominen muuta
niita.

5. Olkoon z mielivaltainen k-vektori. Todetaan ensin, etté Bkkz1 =
nx X

[by ---bg]z = 0 jos ja vain jos z = 0, silld oletuksen mukaan B on téysiasteinen
matriisi (sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia). Oletetaan, ettd z #
0, jolloin Bz # 0. Tillsin z’B’ABz y=b= y'Ay > 0, koska A on positiivisesti
definiitti matrisiisi. Niin ollen myss B’ AB on positiivisesti definiitti matrisiisi.



