Harjoitusten 10 vastaukset

1.
Tutkitaan lineaarista mallia

y = X8 =X18; + X285 +u,

jossa parametrivektorien 3; ja B, dimensiot ovat k; ja ko ja muut merkinniit
ovat ilmeiset. Estimoidaan malli PNS:114 siséllyttéen sithen kaikki muuttujat tai
vain matriisin X; siséltdmit muuttujat. Ndin saaduille PNS-residuaalivektoreille

(1A1 ja u) piitee eksaktisti (kirjan s:jen 58 ja 67 merkinnoin):

Mxu ja
= Mlu.

g2 2>
|

Testattaessa nollahypoteesia 3, = 0 testisuureen F' osoittaja (kertaa ks) on
(kirjan s:t 110 ja 141)
/ /

Uu-1uu=uMu-uMxu (1)

Tamé on tismiilleen tehtdvissid annettua muotoa oleva lauseke. Merkitsemiillé
nolla- ja vastahypoteesien mukaisia projektiomatriiseja ylla Mo:lla ja M;j:1l&4
ylld oleva lauseke voidaan kirjoittaa

u'Mou — u'Mju. (2)

Té&am4 on tédsmilleen tehtdvissd annettu lauseke.

Lausekkeet (1) ja (2) ovat merkitykseltéisin tdsmélleen samoja. Ero on ai-
noastaan merkinnoissi. Tehtéviissd annettu tulos (2) pétee siten eksaktisti li-
neaarisen regressiomallin tilanteessa.

a) Todistetaan symmetrisyys:
(Px —P,) =Px' — P, =Px — Py,

jossa viimeinen yhtidsuuruus seuraa matriisien Px ja Py symmetrisyydesté (kir-
jan s:t 58-59 ja 66). Matriisi Px — P; on symmetrinen.
Todistetaan idempotenttius:

(Px — P) (Px —P;) =PxPx +P,P, - PxP, — P Px
P P 4Py — PxP, - P1Px



Matriisi Px — P71 on idempotentti.

b) HT 5.2:n mukaan Py, x, = Px — P;. Néin ollen

(Px—P1) =7 r(Pyx,)
= F{M1X2[(M1X2)/M1X2]71(M1X2)/}.
Y4

vihje3
I’[(M1X2)IM1X2] :J F(M1X2)

min r{My, X5}

HT 2.1 ¢)

min{n — ki, ko }

k27

silldi muuten pétisi n — k; < ko & n < ky + ko = k, joka olisi ristiriidas-
sa tehtivinannon oletusten kanssa. Niin ollen r{[(M;Xz)M;Xz] 7!} = ko.
Saadaan

r(Px —P1) =

I’{M1X2 [(M1X2)/M1X2]71 (M1X2)/}
min r{M1X27 ]{ig}

min r{ks, ko }
= k.

vihje3

ylta

Matriisin Px —P; aste on k5. Se projisoi siten avaruuteen, jonka aste eli dimensio
on k’g .

A
3. Parametrivektorin 3 = [B] B3]’ PNS-estimaattorin 3 kovarianssimatriisi on
o?(X’'X)~! (esim. kirjan s. 100). Kysytty tulos
A
Var(B,) = 0 (X;Mi X5) ™!

piitee, jos matriisin (X’X)~! kaakkoisnurkka (kg x k2) on (X5M;X5)~t. Vihjeen
eli HT 5.1 b):n mukaan niin on:



— (X[ X)X X
[ (X4 1% 1452 ](Xngxz)l [-X5X (X[ X)7! ]

n —(X1 X)X X,
I

][—(xaM1x2>-1xax1<xaxl>-l (XM, X))

(X)X0) ™+ (X)X) X X (XEM Xo) XX (X X)) —(XE X)X X (X5M, X)) !
(X5M; X))~ X5X (XX ) (X5M; X))~

(Tuloksen nikee jo kolmannelta riviltd.)

4. Sekd g(0p) ettéd derivaatat g’'(6p) ja g”(6p) ovat kiinteitd lukuja. Termi
A
6 — 0,

on oletuksen mukaan +/n-tarkentuva eli se téytyy kertoa /n:114, jotta sen asymp-
toottinen jakauma ei kutistuisi lukuun 0. Termi

(68— 60)> = (6 — 60) x (8 — o)

téytyy siten kertoa /n x /n = n:lli, jotta sen asymptoottinen jakauma ei
kutistuisi lukuun 0.
Ndin ollen Taylor-approksimaation

9(0) = 9(0) + ¢ (00)(0 — 00) + 59" (00) (0 — o).

viimeinen termi suppenee nopeammin kohti 0:aa kuin sitd edeltéivi termi. Se
on siksi suurilla havaintoméérilla merkityksettomén pieni edeltéivién termiin
verrattuna.



