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2. vilikokeen 16.12.2011 ratkaisuehdotukset

Vastaukset alla ovat yksityiskohtaisempia kuin todellisissa vastauksissa edel-
lytetéddn. Yksityiskohtien (ja toiston) tarkoitus on auttaa opiskelijoita, jotka
eiviit vastanneet tehtiviin kokeessa oikein. Alla on myos tehtéviin liittyvid
huomioita, viittauksia harjoitustehtéviin ja kirjan sivuihin, joita ei tietenkéiin
edellytetd oikeaan vastaukseen.

1.

A A
a) PNS-estimaattorin 3 (ehdollistettu) kovarianssimatriisi var(3) on
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(kirjan s. 197). Ylla yhtdsuuruus E(uu’|X) = E(uu’) seuraa eksogeenisuusole-
tuksesta.

b) Ongelma kovarianssimatriisin € estimoinnissa on, ettd :ssa on n(n +
1)/2-parametria, mutta havaintoja on vain n kappaletta. (2 on symmetrinen,
joten sen [. rivilld on [ vapaata parametria. Yhteensi vapaita parametreji on
142+ ---n=n(n+1)/2.) Jotta © olisi estimoitavissa, tulee sen rakennetta
rajoittaa. (Esimerkiksi jos jainnss on AR(1)-prosessi, kaikki €:n komponentit
riippuvat kahdesta parametrista ja € on estimoitavissa. Ks. kirjan s. 272.)

AN
c) Vaikka Q:aa ei voitaisi estimoida tarkentuvasti ja € olisi tarkentumaton(!)
A
estimaattori Q:lle, var(3) voidaan estimoida tarkentuvasti kaavalla
A PR PA Inc\—1
var(8) = (X'X)1X'QX(X'X)
jos £ on diagonaalimatriisi (ja yleisemminkin; White (1980) seké kirjan s:t 198

A
199 ja 202). Kirjassa esitetdin useampia versioita €2:n estimaattoreiksi (s:t 198
ja 200). Yksinkertaisin estimaattoreista on

A 2 2
A A
Q= {ul...unJ,

. A N
jossa u; =y — X 3.



A
a) EPNS-estimaattori (8) minimoi lausekkeen

n

S [ — ()

t=1

vektorin 3 komponenttien suhteen. EPNS-estimaattori toteuttaa myos moment-
tiehdot

X'(B)ly —x(B)] = 0,
jossa x(8) = [1(8) ...z, (B)] ja

on(B) (B
X1(8) eh 9By,
X(B) = L= : :
X.(8) 9z (B) . 9z (B)
9B, 9B

(Kirjan s:t 220-221 ja 224 ja HT 8.2.) EPNS-estimaattorille ei ylipdénsi ole
analyyttista kaavaa, joten se tiytyy ratkaista numeerisin menetelmin.

A
b) Normeerattu EPNS-estimaattori on n'/2(8 — B,). Sen asymptoottinen
jakauma on
N(0, o2plim(n~*X{Xo) 1),

jossa Xo = X(8) (kirjan s. 225).
c¢) Nollahypoteesin mukaan

Yt = x4(81,0) + uy;
vastahypoteesin mukaan
Yy = x¢(B1, Ba) + us.
Estimoidaan molemmat mallit EPNS:114, ja lasketaan nolla- ja vastahypoteesien
n n
mukaiset residuaalinelissummat RSSR="Y "[y; —x:(8;,0)]? ja USSR="> [y —

t=1 t=1
x¢(B1, By)]%. Testisuure on

(RSSR — USSR) /r
USSR/(n—k)

F =

jossa r on vektorin B, dimensio. Testisuure noudattaa asymptoottisesti jakau-
maa F(r,00). Testisuureen saamaa arvoa verrataan F(r, oo)-jakaumaan, ja nol-
lahypoteesi hylatiasin, mikéli testisuure ylittéd valittuun merkitsevyystasoon li-
ittyviin jakauman kriittisen arvon.



d) GN-regressio on
y —x(8) = X(8)b + residuaalivektori,

jossa b on regression kerroinvektori (k x 1).

A
e) GN-regressio kehitettyni pisteessd (3 on

A A
y — x(8) = X(8)b + residuaalivektori

eli

A
y — %X =Xb + residuaalivektori

kirjan (s:n 238) merkinnsin. PNS-estimaattori b:lle téstd regressiosta on

A N

(X X)X (y - %) =o.

Yhtésuuruus seuraa a)-kohdan vastauksesta, jonka mukaan EPNS-estimaattori
toteuttaa momenttiehdot

X'(B)ly —x(B)] =0.

f) Tilasto-ohjelmiston tulostama kovarianssimatriisi on

/

ANEAS
s2(X X)),

A
koska regression selittijamatriisi on X. Y14 s2 on regression jéinnosvarianssin
estimaatti. Tehtdvin regression tilanteessa estimoidut regressiokertoimet ovat

nollia (e)-kohta). Néin ollen s? on vektorin y — X komponenttien otosvarianssi.
Koska EPNS-estimaattori on tarkentuva, X konvergoi stokastisesti x(3):aan,
A . .9 Ay A s
y — X vastaavasti y — x(3):aan ja s* = (y — X)'(y — x) alkuperiiisen epélin-
eaarisen mallin jisinnosvarianssiin o2:seen, kun havaintojen lukumsisri kasvaa
A A
kohti &éretontd. Samoin X = X(8):n komponentit konvergoivat stokastisesti

A
X = X(8,):aan. Tilasto-ohjelmiston tulostama kovarianssimatriisi on siten b)-

kohdan mukainen estimaatti EPNS-estimaattorin ,[/; kovarianssimatriisille suuril-
la havaintomé&irilld (huomaa estimaatin normeerauksen vaikutus kovarianssi-
matriisiin b)-kohdassa). Tésmilleen tilasto-ohjelmiston tulostaman mukainen
kovarianssimatriisin estimaatti esitettiin kirjan sivulla 226 (kaava (6.32)) esti-
maatiksi EPNS-estimaattorin kovarianssimatrille suurilla havaintomé&arilli.



a) Vastahypoteesin pétiessd malli on (kirjan s:n 28 merkinnéin)

ye = XiB+0(XiB)* +u
= X Biwn + O Biw)® + w
= Zf:l Biwei + Z?:l 087 + Zf:l Z§:1+1 2008z + w
= Zf:l Bixti + Zf:l ’yim%i + Zf:l Z§:1+1 0ijTiTej + Ut
Selittédviit muuttujat ovat zy; (i = 1,...,k), niiden nelist 22, (i = 1,...,k)
ja ristitulotermit x4z (i = 1,...,k—1ja j = ¢+ 1,...,k). Niitd vastaavat

parametrit ovat 3;, v, = 96? ja by = 20;5;. Malli on epélineaarinen, koska
sen parametrien vililld on epilineaarisia rajoituksia.

b) Gauss—Newton (GN) -regression yleinen muoto on (kirjan s:t 220-221 ja
236)
yr — 2:(B) = X¢(8)b + residuaali,

jossa x+(3) on regressiofunktio, X;(3) on regressiofunktion derivaatoista koos-
tuva 1 x k -vektori ja b (k x 1) on regression keinotekoinen parametrivek-
tori. Tehtdvin tilanteessa B:aa ylli vastaava parametrivektori on 8 = [3' 0]
((k+1) x 1). Se ja derivaatat

IXiB(1 + 0X:B)]

PYed =20(XB)X; + X

ja

I[XyB(1 + 0X,)]

_ 2

huomioiden GN-regressio on
ye — XeB(1 + 60X, 8) = [20(X;8)X; + Xy]by + (X B)?by + residuaali. (GNR)

Keinotekoiset kertoimet siséltévit by ja b ovat dimensioiltaan k x 1 ja 1 x 1.
Edetién kirjan sivuilla 244247 esitetylld tavalla. Testaus on erityisen kitevia
GN-regression avulla, kun malli typistyy lineaariseksi nollahypoteesin pétiessi
(kirjan s:t 245247 ja 249). Néin kily mallille (3) tehtdvén tilanteessa. Mallin
(3) parametrivektori 3 voidaan siten nollahypoteesin pétiessé estimoida +/n-
tarkentuvasti (kirjan s. 191) tavallisella PNS:1l4. Merkitdén ﬁ:lla néin saatua
PNS-estimaattia ja ,6* = [BI 0]’:la n&in saatua B*:n nollahypoteesin mukaista
estimaattia. Kehitetddn regressio (GNR) PNS-estimaatin arvolla ,6*

yr — X3 = X;by + (X;8)%bs + residuaali.

Nollahypoteesia 8 = 0 voidaan testata ylld olevasta regressiosta tavallisella F'-

testisuureella — tai tehtédvin yhden testattavan parametrin tilanteessa yhtépitéavisti

t-testisuureella — hypoteesille by = 0 (kirjan s. 246 ja kurssin HT 11.1).



4.
a) Eksogeenisuusoletuksesta seuraa ennaltamiériytymisehto E(uy|X;) = 0
(kirjan s. 90) ja ettd
X EwlX:) = 0 <«
E(XjuX:) = 0.
Jos ehdollinen odotusarvo on 0 kaikilla ehdon mahdollisilla arvoilla, on ehdol-
listamatonkin odotusarvo 0. (Kirjan s. 14.) Néin ollen E(X,u¢) = 0 ja kaavassa

A n ’
B =B+ (XX)"'Xu=08,+ (n'XX) n"! § X,
t=1

viimeisen termin odotusarvo on 0. Matriisi (n~1X’X)~! konvergoi sopivin ole-
tuksin stokastisesti kiintedéin matriisiin. Suurten lukujen lain mukaan keskiar-
vovektorin n ! Z?:l X, u: komponentit konvergoivat stokastisesti nollaan. N&in

A
ollen PNS-estimaattori (3) on tarkentuva. (Kirjan s:t 95-96.)
Eksogeenisuusoletuksesta seuraa, ettd E(u|X) = 0 ja

E[(X'X) ' X uX)] = (X'X) 'X'E(u/X) =0
eli ettd
E[(X'X)~'X"u] = 0.

(Jos ehdollinen odotusarvo on ehdosta riippumatta 0, on odotusarvokin 0.) PNS-
A
estimaattori on siten harhaton eli E(3) = 8. (Vrt. kirjan s. 89.)

PNS-estimaattori on tehokas, kun lineaarisen mallin jidnnoksen kovarianssi-
matriisi on 0?1 (Gauss-Markov-lause; kirjan s. 106). Tehtdvéin tilanteessa ehto
ei pide, joten PNS-estimaattori ei ole tehokas.

Merkitéén jainnoksen kovarianssimatriisia €2:lla. Yleistetty PNS (YPNS) -

A
estimaattori By = (X’Q71X)"1X'Q 1y olisi ylip#sinsi parempi estimaattori,
silld se huomioi jddnnosten korrelaatiot. YPNS-estimaattori toteuttaa Gauss—
Markov-lauseen oletukset, joten se on tehokas estimaattori tehtévin tilanteessa
A A
(kirjan s:t 104 ja 258). (Jos oletuksen vastaisesti p olisi 0, niin B8 = By olisi
tehokas estimaattori.)

A
PNS-estimaattorin 3 (ehdollistettu) kovarianssimatriisi on analyyttisesti las-
kettavissa:

E[(B—Bo)(B—Bo)1X] = E{{(XX)" ' Xu[(X'X)" ' X"u]|X}
= E[(X'X)"1X uu/X(X'X)"X]
'X)~1X/E(un![X) X (X/X) !
'X)~1X/E(un) X (X/X) !
X'X)"IX/QX(X'X) "}

(X
= (X
(



(kirjan s:t 197 ja 260). Y114 yhtésuuruus E(uu’|X) = E(uu’) johtuu eksogeenisu-
usoletuksesta. Kovarianssimatriisi ylli ei ole ylipisnsi sama kuin o?(X'X) 1.

A A
(Kirjan sivulla 260 todetaan liséksi, ettd var(3) — var(By) =
(X'X)IX'QX(X'X) ! —(X'Q27'X) ! on positiivisesti definiitti matriisi, mikéi
todistettiin HT 11.4 ¢):ssé.)

b) Koska p # 1, niin jiinnos u; korreloi edellisen arvonsa wu;_; kanssa
(ks. tarkemmin HT 4.5) eikdl ennaltamaérdytymisehto E(u;|X;) = 0 pade. Tél-
16in selittédjd yy—1 riippuu wus_q:sté, selittédjd ja jadannos korreloivat eikd PNS-
estimaattori ole tarkentuva eikéd harhaton (vrt. kirjan s:t 90-92 ja HT 4.5). Se
ei ole myoskddn (ainakaan asymptoottisesti) tehokas, koska EPNS-estimaattori
on tarkentuva (kirjan s. 287).

PNS-estimaattorin (ehdollistettu) kovarianssimatriisi ei ole (ainakaan yksin-
kertaisin menetelmin) analyyttisesti laskettavissa:

a)-kohta

E[(B — Bo) (B — By)|X] ™2™ (/X)) X/E(uu X)X (X'X) !

Toisin kuin edellisissé tehtdvissd E(uu’|X) ei ole ylipddnsd sama kuin E(uu’),
sillda matriisin X ja vektorin u komponentit eivéit ole riippumattomia (vrt. kirjan
s:t 91-92 ja HT 4.5). Odotusarvon lasku keskeytyy siksi tédhén.
Kovarianssimatriisi (X'X) ' X’E(uu’|X)X(X'X)™! ei ole ylipiéinsd sama
kuin kovarianssimatriisi o(X’'X) L.
(Erikoistilanteessa p = 0 ennaltamiirdytymisehto E(u;/X;) = 0 pétisi ja
PNS-estimaattori olisi tarkentuva muttei harhaton.)



