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Harjoitukset 9 (pe 18.11.)

1. Tutkitaan epälineaarista mallia

yt = xt(β) + ut = β1z
β2
t2 + ut,

jossa β = [β1 β2]
0 ja ut ∼IID(0, σ2).

a) Määrittele malliin liittyvä residuaalineliösummafunktio SSR(β1, β2).
b) Derivoi SSR(β1, β2) molempien parametrien suhteen, ja aseta derivaatat

yhtäsuuriksi kuin 0.
c) Muodosta vektorit y− x(β) ja Xt(β) sekä matriisi X(β) (kirjan merkin-

nöillä).
d) Muodosta yhtälöt

X(
∧
β)0[y − x(

∧
β)] = 0

tehtävän tilanteessa.

2. Regressiossa alla selitettävä muuttuja on yt ja selittävät muuttujat ovat xt
ja zt. Identifioituvatko parametrit (α, β ja γ) (mahdollisesti epälineaarises-
sa) pienimmän neliösumman (PNS) estimoinnissa? Voidaanko käyttää tavallista
PNS:ää vai pitääkö käyttää epälineaarista PNS:ää? Jos tavallinen PNS on käyt-
tökelpoinen, selitä mikä on selitettävä muuttuja ja mitkä selittäviä muuttujia.
Perustele vastauksesi.
a)

yt = α+ βxt + γ/xt + ut.

b)
yt = α+ βxt + xt/γ + ut.

c)
yt = α+ βxt + zt/γ + ut.

d)
yt = α+ βxt + zt/β + ut.

e)
yt = α+ βxtzt + ut.

f)
yt = α+ βγxtzt + γzt + ut.

g)
yt = α+ βγxt + γzt + ut.



h)
yt = α+ βxt + βx2t + ut.

i)
yt = α+ βxt + γx2t + ut.

j)
yt = α+ βγx3t + ut.

k)
yt = α+ βxt + (1− β)zt + ut.

l)
yt = α+ βxt + (γ − β)zt + ut.

3. Tehtävä liittyy kirjan sivun 227 laskuihin (kirjan HT 6.8).
a) Osoita 2. asteen Taylor-kehitelmän avulla, että epälineaarinen PNS-residuaali

on
∧
ut ≈ ut −Xt(β)(

∧
β − β0)−

1

2
(
∧
β − β0)0H(β0)(

∧
β − β0).

Yllä β0 on parametrivektorin teoreettinen arvo jaH(β0) on k×k -matriisi, joka
koostuu regressiofunktion xt(β) toisista derivaatoista kehitettynä pisteessä β0.

b) Määritellään b = n1/2(
∧
β−β0). Suurilla havaintomäärillä b noudattaa ap-

proksimatiivisesti normaalijakautunutta satunnaismuuttujaa plim
n→∞

(n−1X
0

0X0)
−1n−1/2X

0

0u

(kirjan merkinnöillä). (Perustele.) Sijoita b Taylor-kehitelmään yllä ja osoita, et-

tä
∧
u
0∧
u:n ja u0MX0u:n erotus häviää asymptoottisesti. EdelläMX0 = I−PX0 =

I−X0(X
0

0X0)
−1X

0

0.

4. Johda kirjan kaava (6.46):

Hij(β) = −
2

n

nX
t=1

{[yt − xt(β)]
∂Xti(β)

∂βj
−Xti(β)Xtj(β)}.


