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Harjoitukset 7 (pe 4.11.)

1. Johdetaan aputuloksia seuraavaa tehtéivid varten. Tutkitaan keskistettyé re-
gressiota
M,y =M, X3+ u]j. (1%)

Ylla e =[1...1], X = [X; X5] on tdysiasteinen n x k -matriisi, X; ja Xy ovat
n X ki ja n X ky -matriiseja (k1 + ko = k), S(X) ei sisilla vakiovektoria, 3 on
k x 1 -vektori ja uj on tarkemmin mééritteleméton residuaalivektori.

a) Todista, etti regressiossa (1*) selitysaste R? voidaan laskea kaavalla
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jossa y* = M,y ja X* = M, X. Todista siis, ettd yhtdsuuruus pétee ylla, kun
regression muuttujat ovat keskistettyji.
b) Osoita, ettd pitee
PQPM2X1 - Oana
c¢) Osoita, ettd kun y on keskistetty, piitee
M,y =y.
d) Olkoon y'M3X; = 074k, . Osoita, ettéd tallsin
Pnm,x,y = Onxi.
e) Olkoon y’X; = 01xx1. Osoita, etté téllsin
Ply = 0px1-
ja
R*(X;) =0.
Ylli R?(X;) on R? laskettuna regressiosta (2) alla, kun y ja X; ovat keskistet-
tyjé.
f) Olkoon X[ Xs = Ok, xk,. Osoita, ettéd tillsin

M; X, = X,

P1P2 = Onxn
ja
Pwn,x, = Pa.



2. Nyt itse asiaan! Tutkitaan regressioita

y=XB+u=X8, +Xy8, +uy, (1)
y=X18; +u (2)

ja
y = X208, + us. (3)

Pohditaan, miten selitysaste R? voi kiiyttiytyi regressioissa (1), (2) ja (3). Merk-
itdan selitysasteita niissa R?(X):114, R?(X;):114 ja R?(Xz):lla. Oletetaan lisik-
si, ettd R2(X) on suuri, S(Xy, Xy) ei sisilld vakiovektoria ja ettd muuttujat
ovat keskistettyji kuten regressiossa (1*), mutta kaavojen yksinkertaistamiseksi
ei osoiteta keskistdmistd ylimédriisilla merkinnoilla. Keskistdminen helpottaa
tehtéviin liittyvid laskutoimituksia.

Viitteet: On mahdollista, etté

RZ(X) — RZ(X1) < R2(Xa), (a)

R?(X) — RZ(X1) > R¥(Xy) (b)
tai

RZ(X) — R(X;) = R} (Xa). (c)

On siis mahdollista, etté

a) seki R?(X;) ettid R?(X3) ovat suuria. Téllsin X vaikuttaa yksin tirkeslts
selittdjaimatriisilta, mutta sen poistaminen regressiosta (1) pienenti vain
vihin selitysastettal

b) seki R?(X;) etti R?(Xy) ovat pienii vaikka R?(X) on suuri. Téllsin X,
vaikuttaa yksin epioleelliselta selittéijamatriisilta, mutta sen poistaminen
regressiosta (1) romahduttaa selitysasteen!

¢) R?(X) on R?(X;)m ja R?(Xj3):n summa.
Todista analyyttisesti véitteet a)—c). Vihjel: HT:t 5.2 ja 7.1. Vihje2: Oleta
a) y'MaX; = O01xk, (ja y'X1 # O1xk,)-
b) ¥'X1=01xk, (ja (M2X1)'y # Onx1).
¢) X1 Xg = Ok, xk, (Jay'X1 # O01xk, ja y'Xa # O1xk,)-



3. Tutkitaan lineaarista mallia
y =X0B+u, (4)

jossa u ~1ID(0,,x1,0%1,,), X on tdysiasteinen n x k -matriisi (k > 1), jonka
ensimmadinen sarake koostuu ykkosistéd ja 3 on k x 1 -vektori. Lasketaan uusiksi
selittéjiksi lineaarikombinaatioita alkuperéisisti kertomalla matriisi X oikealta
ei-singulaarisella matriisilla A (k x k). Uusi malli on

y=XAB" +u’ (5)

ilmeisin merkinndin.
a) Mikd on PNS-estimaatti B:lle mallista (1) ja 3*:lle mallista (5)? Osoita,

ettd 3 =A"! fa

b) Eroavatko S(X) ja S(XA) eli selittdjamatriiseihin X ja XA liittyvéit pro-
jektiomatriisit Px ja Pxa toisistaan? Eroavatko estimoidut jéénnokset toisis-
taan malleissa (4) ja (5)? Entd jiinnosvarianssin estimaatit?

c) Poikkeavatko malleille (4) ja (5) lasketut selitysasteet R2:t? Perustele.

d) Laske g:n ja é :n kovarianssimatriisit.

A* A* A

e) Osoita, ettd B :n yksittiisen elementin t-arvo (tg:—0 = f; /SE(8; ) on
Ai_l,g/s{Ai_l(X’X)_l(Ai_l)’}l/Q, jossa A; ' on Al 4. vaakarivi ja s on es-
timoitu jidnnosten keskihajonta. (Vihje: Matriisin . diagonaalitermi saadaan
kertomalla matriisi vasemmalta ja oikealta vektoreilla e; =[0...0 1 0...0]
ja e;. Edelld ”1” on 4. termi.)

f) Jos A on diagonaalimatriisi [a ...ax| eli alkuperdiset muuttujat vain
skaalataan, niin miten estimaatit yht#lsistd (4) ja (5) riippuvat toisistaan?
Muuttuvatko estimoitujen kertoimien t-arvot? Perustele.



a) Olkoon regressiomalli
=Bt~ +u, u ~1D(0,07%),
jossa B on parametrin 8 todellinen arvo ja t = 1,...,n (oleellisesti kirjan
malli (3.20)). Perustele, ettd S PNS estimaattori ei ole tarkentuva. Selitd tu-
los intuitiivisesti. (Vihjel: lim, Z t=2 = 72/6. Vihje 2: Osoita, etti PNS-

estimaattorin varianssi ei ole nolla edes asymptoottisesti eli kun n — o00.)
b) Olkoon regressiomalli

ytzﬂl +62t71+uta utNIID(Oan)a

jossa ,6(1) ja Bg ovat parametrien 8, ja (3, todelliset arvot ja t = 1,...,n (kirjan
malli (3.20)). Todista, ettd tehtdvin tilanteessa parametrivektori 8 = [8; 8s]’
ei ole asymptoottisesti identifioituva PNS-estimoinnissa eli etti

0
() = plimn~ Wiy —x(8)] = | 7 | 2o,

jossa Wt 1t 1] jaz(B) = Bl +Byt™L. (Kirjan merkinn'at ) (Vihjel: hmn_,OC

n1 Zt 1=0,limy—oon™! Zt 2=0,plimn~! Zut—OJapllmn ! Zut/t—
t=1 t=1 t=1
0.) Onko PNS-estimaattori B:lle siten tarkentuva?



