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Harjoitukset 3 (pe 30.9.)
1. Pohditaan lineaarista mallia
y=XB+u, (1)

jossau ~I1D(0,,%x1,0%1,,), X on tiysiasteinen nx k -matriisi (k > 1), jonka ensim-
méinen sarake koostuu ykkosisté ja 3 = [81 ... 8] on k x 1-vektori. Voit kéiyt-
tdid vastauksissasi alla oleviin kysymyksiin PNS-menetelmédn liittyvid yleisid
tuloksia johtamatta niitd. Perustele kaikki vastauksesi.

Tehtévé on klassinen eli selittid lapsen pituutta (y) molempien vanhempien
pituuksilla (x5 koostuu isien pituuksista z;2 ja x3 #itien pituuksista x;3 sent-
timetreissé; k = 3). Perustele, mitkd seuraavista regressiosta ovat i) mahdollisia
(selittéjét eiviit ole lineaarisesti sidottuja eli 3 on estimoitavissa yksikésitteises-
ti) ja ii) tuottavat samat sovitteet ja residuaalit kuin edelld kuvattu regressio?
(Kaikissa regressioissa on myos vakio selittéjiné.) Lapsen pituutta selitetdin

1. iséin pituudella ja isén ja &idin pituuden erotuksella eli xs:lla ja (x2 —
x3):1la.

2. didin pituudella ja didin ja iséin pituuden erotuksella eli x3:lla ja (x5 —
x):1la.

3. iséin ja &didin pituudella seki isdn ja didin pituuden erotuksella eli x5:1la,
x3:lla ja (x2 — x3):1la.

4. isdn pituudella kerrottuna vakiolla 2:lla ja &didin pituudella kerrottuna
0, 5:114 eli 2x5:1la ja 0, 5x3:lla.

5. isén ja didin pituuden summalla xs + x3.
6. isén ja didin pituuden keskiarvolla 0, 5(x2 + x3):1la.

7. iséin pituudella ja isén ja didin pituuden keskiarvolla eli xa:lla ja 0, 5(xq +
x3):1la.

8. isén ja #idin pituudella sekd niiden tulolla eli x5:1la, x3:lla ja vektorilla,
jonka t. elementti on xox¢3.

9. isén ja &idin pituudella nelivityné eli vektoreilla, joiden t:nnet elementit
ovat 72, ja 1.

10. iséin pituudella senttimetreissé ja #idin pituudella tuumissa eli xo:lla ja
0,3937x3:1la.



Mikili mahdollista méérittele selittdjien muunnokseen liittyvd yhtdlot X8 =
XAA '3 toteuttava A-matriisi (3 x 3; kirjan s. 61).

2. Tutkitaan lineaarista mallia
y =XB+u, (1)

jossa u ~IID(0,,x1,0%1,,), X on tiysiasteinen n x k -matriisi (k > 1), jonka en-
simmaéinen sarake koostuu ykkosistd ja 8 =[5, ... k]/ on k-vektori. Voit kéyt-
tdd vastauksissasi alla oleviin kysymyksiin PNS-menetelméan liittyvid yleisid
tuloksia johtamatta niitd. Perustele kaikki vastauksesi.

Lisétadn selittéjiin (z;4) vakio a; #0 (1 =2, ..., k; t =1, ...,n) kertomalla
matriisi X oikealta matriisilla

1 a’

A =
Ok—1)x1 Ik—1

jossa a’ = [ag...ax]. Uusi malli on

y=XAg"+u* (2)
ilmeisin merkinndin.
Aputulos (perustele):
1 —a’
Al =
Ok—1)x1  Lk—1
N A

a) Miten S, -estimaatit riippuvat estimaateista §,(: = 2,...,k)? Esitd yk-
/\*

sityiskohtainen kaava siitd, miten vakion estimaatti 8, riippuu estimaateista
A

8;.

b) Eroavatko S(X) ja S(XA) eli selittédjamatriiseihin X ja XA liittyvéit pro-
jektiomatriisit Px ja Pxa toisistaan? Eroavatko estimoidut jédnnokset toisis-
taan malleissa (1) ja (2)? Entd jiénnosvarianssin estimaatit?

c) Poikkeavatko malleille (1) ja (2) lasketut selitysasteet R2:t?

d) Palataan malliin (1). Oletetaan, ettd havainnot y kerrotaan vakiolla
¢ # 0. Uusi malli on

y =XB" +u’, (3)

/\*
jossa y* = ¢y ja muut merkinnit ovat ilmeiset. Miten J;-estimaatit riippu-
A
vat estimaateista §,(¢ = 1,...,k)? Poikkeavatko malleille (1) ja (3) lasketut

selitysasteet R2:t?



3. Tehtédvian merkinnét ovat kirjassa kiytettyja.
a) Osoita, ettd R? eli

[PxMy|” _ | [Mxyl’
M.y P MLy P

kun vakiovektori ¢ = [1...1]" kuuluu S(X):4én.
b) Voiko ¢ kuulua S(X):d4n, jos mallissa ei ole vakiota?

4. Verrataan regressiota )
y =By +XB+u (1)

ja keskistettyé regressiota
M,y = M, X3 + uj. (1%)

Ylld ¢ = [1...1), X on tdysiasteinen n x k -matriisi, S(X) ei sisélld vakiovek-
toria, @ on k x 1 -vektori ja u/1 ja uj] ovat tarkemmin méédrittelemattomis
jaannosvektoreita.

a) Tulkitse regressiot sanoin. Tulkitse S(X):44 koskeva ehto sanoin molem-
pien regressioiden tilanteessa.

b) Osoita, ettd B:n PNS-estimaatti on sama molemmissa regressioissa. (Vih-
je: FWL-lause.)

¢) Osoita, ettd estimoidut jidnnokset 1A11 ja 1A11 ovat samat molemmissa reg-
ressioissa. (Vihje: FWL-lause.)

d) Osoita, ettd R2 = 1 — [Mxy|® / |[M,y|* on sama molemmissa regres-
sioissa.

a) Selitd kaavoin ja sanoin Frisch-Waugh—Lovell-lause.

b) Oheinen kuvio 1.7 havainnollistaa lausetta. Tulkitse regressioanalyysin
kiisittein kuvion 1.7 (a) vektorit OA, OB, BA, OC, CA ja CB.

c¢) Tulkitse regressioanalyysin kisittein kuvion 1.7 (b) vektorit OB, OF, OD,
0C ja CB.

d) Selité sanoin, miten kuvion 1.7 (c) vektorit liittyvéit Frisch—-Waugh—Lovell-
lauseeseen.



