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Harjoitukset 12 (pe 9.12.)

1. Tehtävä liittyy lineaarisen mallin estimointiin yleistetyllä PNS:llä, kun jään-
nös noudattaa AR(1)-prosessia

ut = ρut−1 + εt. (1)

Yllä |ρ| < 1 ja εt ∼IID(0, σ2). Vektorin u = [u1 . . . un]
0 kovarianssimatriisi on

(kirjan kaava (7.32))
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a) Osoita, että

Ω−1(ρ) = σ−2ε
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b) Kaavan (7.60) mukaan

Ψ(ρ) =
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Osoita, että σ−1ε Ψ(ρ)Ψ(ρ)
0σ−1ε = Ω−1(ρ).



2. Olkoon regressiomalli lineaarinen

y = Xβ + u, (7.42)

havainnot aikajärjestyksessä ja jäännös prosessin (1) mukainen. Hypoteesia ρ =
1 voidaan (asymptotiikan perusteella) testata kertoimen bρ PNS-estimaatin t-
arvolla regressiossa

∼
u = Xb+ bρ

∼
u1 + residuaalivektori. (7.43)

Yllä
∼
u on yhtälön (7.42) PNS—residuaalivektori ja

∼
u1 on

∼
u yhdellä viivästettynä

ja 0 lisättynä ensimmäisen havainnon paikalle (
∼
u1 yhdellä viivästettynä on tun-

tematon
∼
u0, joka korvataan 0:lla). Perustele huolellisesti, miksi täsmälleen sama

testisuure voidaan laskea regressiosta

y = Xb+ bρ
∼
u1 + residuaalivektori. (7.44)

3. Tutkitaan mallin (7.57)

yt = Xtβ + ut, ut = ρut−1 + εt, εt ∼ IID(0, σ2ε)

estimointia (t = 1, . . . , n). Oletetaan ensin, että regressorit ovat eksogeenisia.

Normeerattujen epälineaaristen PNS-estimaattoreiden n1/2(
∧
β−β) ja n1/2(∧ρ−ρ)

kovarianssimatriisi on suurilla havaintomäärillä∙
σ2ε[n
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−1 0
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¸

(kirjan kaava (7.66)). Yleistetyn normeeratun PNS-estimaattorin n1/2(
∧
βY −β)

kovarianssimatriisi on suurilla havaintomäärillä sama kuin yllä

σ2ε[n
−1(X− ρ0X1)

0(X− ρ0X1)]
−1

(kirjan kaava (7.67)).
Oletetaan seuraavaksi, että regressorit eivät ole eksogeenisia. Tällöin yleis-

tetty PNS ei ole sopiva estimointimenetelmä mutta epälineaarinen PNS on. Es-

timaattoreiden n1/2(
∧
β − β) ja n1/2(∧ρ− ρ) kovarianssimatriisi ei ole kuitenkaan

tällöin lohkodiagonaalinen. Osoita, että tällöin estimaattorin n1/2(
∧
β−β) kova-

rianssimatriisi on (kirjan s:lla 105 esitetyssä mielessä) vähintään yhtä suuri kuin
σ2ε[n

−1(X− ρ0X1)
0(X− ρ0X1)]

−1. (Vihjeitä: HT:t 1.5, 5.1 ja 5.4.)



4.
a) Olkoon paneeliaineiston selitettävät havainnot y (n×1) ryhmitelty siten,

että 1. ryhmän havainnot ovat ylimpänä, 2. ryhmän havainnot seuraavana jne.
Ryhmiä on m kappaletta, ja kussakin on T havaintoa (n = mT ). Selitä yksi-
tyiskohtaisesti dummy-matriisin rakenne kiinteiden vaikutusten (fixed effects)
mallissa (7.85)

y = Xβ +Dη + ε,

kun aineisto on ryhmitelty edellä kuvatulla tavalla.
b) MerkitäänMD = In−D(D0D)−1D0 (n×n). Osoita, että {MDx}it = xit−

−
xi, jossa {}it on aaltosulkujen sisällä olevan matriisin it. alkio, x on n-vektori,

jonka havainnot on ryhmitelty edellä kuvatulla tavalla ja
−
xi = T−1

PT
t=1 xit on

vektorin i. ryhmän keskiarvo.

5. Osoita, että virhetermin varianssi on σ2v + σ2ε/T regressiossa (7.89)

PDy = PDXβ + residuaalit.

Yllä PD = I−MD.

6. Yhtälön (7.88) mukaan
Σ = σ2εIT + σ2vιι

0.

a) Osoita, että

Σ−1/2 =
1

σε
(IT − λPι),

jossa Pι = ι(ι0ι)−1ι0 = T−1ιι0 ja λ = 1 − (Tσ2v/σ2ε + 1)−1/2. (Vihje: Kokeile,
voisikoV−1/2 olla vakiolla kertomista vaille muotoa IT−λPι ja ratkaise syntyvä
toisen asteen yhtälö.)
b) Osoita, että satunnaisten vaikutusten (random effects) mallissa β:n yleis-

tetty PNS-estimaattori saadaan laskemalla regressio (7.92)

(I− λPD)y = (I− λPD)Xβ + residuaalit.

Mikä on yleistetyn PNS-estimaattorin kovarianssimatriisi?


