Suurten lukujen laki

Tutkitaan suurten lukujen lakia kiytsnnossi. Simuloidaan tietokoneella riip-
pumattomia samoinjakautuneita satunnaismuuttujia, jotka saavat todenniksisyy-
dells 0,5 arvon 0 tai 1. Lasketaan havaintojen keskiarvo ja katsotaan, konver-
goiko se kohti odotusarvoa (0, 5). Survolla koe voidaan tehdé oheisella koodilla:

PATH=D:\AIKAO8\MAOSSIMU

FILE CREATE MAOSSIMU

FIELDS:

1 N 8 0BS

2N81X

3N8CX

4 N8 MK

END

FILE INIT MAO8SIMU, 1000

VAR OBS=ORDER TO MAOBSIMU / OBS is the number of the observation

VAR X=IND(RND(0)~0.5) TO MAOSSIMU

(RND generates uniformly distributed random variates on 0,1).)

(IND yields 0 or 1 according to whether the argument is negative or positive.)
SER CX=CUM(X,1)/0BS TO MAOSSIMU

VAR MX=CX/0BS TO MAOSSIMU

GPLOT MAO8SIMU,0BS,MX / LINE=1 YSCALE=0(0.1)1 GRID=1000,0.5 HEADER=_ XLABEL=Havainto
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Oheisessa kuvassa nikyy selvisti, kuinka keskiarvo konvergoi kohti odotus-
arvoansa (0, 5) havaintojen lukumésrin kasvaessa.
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Keskeinen raja-arvolause

Seuraavat kuusi kuviota ovat David Hendry'n ja Adrian Neale’in kirjasta
(1990) PC-NAIVE. An Interactive program for Monte Carlo experimentation
in econometrics (sivut 76 ja 80). Kirjassa ei valitettavasti kerrota selke#isti,
kuinka moneen otokseen kuviot perustuvat. Ilmeisesti kukin kuvio perustuu yli
tuhanteen otokseen. Kussakin kuviossa on histogrammi arvotuista satunnais-
muuttujista, ja histogrammiin on sovitettu kiyrs havainnollistamaan 1Bydettys
pienotosjakaumaa.

Kolmessa ensimméisesséi kuviossa on tietokoneella arvottu tasajakaumasta
Tas(—3, 3) riippumattomia havainnoista koostuvia kahden, viiden ja viidenkym-
menen kokoisia otoksia. Niists on kustakin laskettu keskiarvo, niistd piirretty
histogrammi ja lopuksi on sovitettu kiiyra kuvaamaan estimoitua pienotosjakau-
maa. Keskeisen raja-arvolauseen perusteella keskiarvo on normaalijakautunut,
kun otos on tarpeeksi suuri. Tasajakauman kohdalla jo kahden kokoinen otos
tuottaa melkolailla normaalijakaumaa muistuttavan kéiyran. Otoskoon kas-
vaessa pienotosjakauma approksimoi yhi paremmin normaalijakaumaa. Huo-
maa, ettd kuvioissa vaaka-akselin skaala pienenee ensimmaisests kolmanteen,
miké heijastaa keskiarvon varianssin pienenemists otoskoon kasvaessa.

Neljannesss kuviossa havainnollistetaan eksponenttijakaumaa Ezp(2). Ja-
kauma on hyvin vino oikealle, joten keskiarvo Ezxp(2)-jakaumasta arvotuista
havainnoista oletettavasti konvergoi hitaammin normaalijakaumaan kuin edel-
lisessé esimerkissé. Viides ja kuudes kuvio havainnollistavat asiaa. Huomaa,
ettd ndissdkin kuvissa vaaka-akselin skaala pienenee.

Kolme seuraavaa kuviota ovat Russell Davidsonin ja James MacKinnonin
kirjasta (2004) Econometric theory and methods (sivu 135 ja 150). Ensim-
méisessé kuviossa havainnollistetaan y2-jakauman muotoa eri vapausasteilla.
Havaitaan, ettd x2(1)-jakauma on &érimmaisen vino oikealle.

Seuraavissa kahdessa kuviossa havainnollistetaan jélleen keskeisen raja-arvo-
lauseen toimintaa. Eri kokoisia otoksia on taas arvottu; jélleen ei kerrota tois-
tojen lukumasrds. (Se lienee hyvin suuri, koska havaittuihin jakaumiin so-
vitetuissa kiyrissd ei niy merkkejs satunnaisvaihtelusta.) Kuvioissa esitetddn
satunnaismuuttujan /n(y — u)/o jakauma eri havaintomsarills. Edelld n on
havaintojen lukum#érd ja u ja o ovat odotusarvo ja varianssi jakaumalle, josta
havainnot on arvottu.

Ylemmissé kuvioissa havainnollistetaan (jilleen) tasajakaumasta Tas(0,1)
arvottujen havaintojen keskiarvon jakauman konvergointia normaalijakaumaa
kohti. Konvergenssi vaikuttaa tavattoman nopealta.

Alemmassa kuviossa keskiarvo on laskettu x?(1)-jakaumasta arvotuista ha-
vainnoista. Konvergenssi on huomattavasti hitaampaa. Kun otoskoko on sata,
on normaalijakauma approksimaatio kohtalainen muttei lihesksisin yvhta hyvi
kuin edellisessé esimerkissd jo neljsin havainnon otoksen kohdalla. Se on in-
tuitiivista, koska tissd esimerkissi havainnot on arvottu airimmaiisen vinosta
Jjakaumasta mutta edellisessé esimerkissi symmetrisesté jakaumasta.



Figure S Histogram of sanple means of size 2 for U-UL-3,31
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Figure 6. Histogram of sample means of size 5 for U~UL-3,3]
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Figure 7. Histogram of sample means of size 50 for U~UL-3,31
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Figure 12. Distribution of X ~ Exp(2) for single observations.
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Figure 13. Distribution of sample means of size 5 for X ~ Exp(2)
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Figure 14. Distribution of sample means of size 50 for X ~ Exp(2)
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Figure 4.4 Various chi-squared PDFs



xzt ~ U(0,1)
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Figure 4.7 The normal approximation for different values of n



