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Talla luennolla kasitellaan

Kosmologinen periaate, maailmankaikkeuden geometria ja
Robertson-Walker metriikka.

Hubblen vakion ja punasiirtyman maaritelmat.
Etaisyyden maaritelma laajenevassa maailmankaikkeudessa.
Maailmankaikkeuden termodynamiikkaa

Friedmannin yhtaloiden johto Newtonin ja Einsteinin
painovoimateorioissa.

Vastaa soveltuvin osin: CBMB: sivut 393-403



5.1 Kosmologinen periaate

Kosmologinen periaate on
hypoteesi, jonka mukaan
maailmankaikkeus on hyvin
suurilla etaisyyksilla (~80 Mpc)
homogeeninen ja isotrooppinen.

Tama on yleistys
Kopernikaanisesta periaatteesta
jonka mukaan meidan paikkamme
maailmankaikkeudessa ei ole
mitenkaan erityisasemassa.
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Nvkviset k logiset lit Havaittua Iahiavaruuden suuren
yKyiset kosmologiset malll mittakaavan rakennetta, jokainen
perustuvat tahan kosmologiseen piste vastaa yhta galaksia.

periaatteeseen ja yleiseen
suhteellisuusteoriaan.



Fundamentaali-havaitsija

Isotrooppisuus takaa sen etta jokaisessa maailmankaikkeuden
pisteessa on olemassa “fundamentaali-havaitsija”, jolle
maailmankaikkeus on isotrooppinen.

On olemassa yleinen kosminen aika, joka kuvaa sellaista 3-
uloitteista hyperpintaa jolla esim. kosmisen mikroaaltotaustan
sateilyn lampotila ja maailmankaikkeuden keskitiheys kehittyvat
monotonisesti maailmankaikkeuden laajenemisen funktiona.

Isotrooppinen ja homogeeninen maailmankaikkeus on
maksimaalisen symmetrinen ja sen metriikka voidaan maarata:

dr? 2/ 7492 .. 2 2
+ r(d¥° 4 sin” ¥dp”) | Rt)=a(t)R

dI? = a(t)?
a( ) 1 — Kr2 a(t) on skaalatekija




Maailmankaikkeuden geometria

Oletetaan laajeneva tai supistuva 3-pallo
(Huom. 2D pinnan 3-ulotteinen vastine)

2+ y? + 22 +w? = a’(t)R;
(= a(t)rsindcos ¢

y = a(t)

z = a(t)r cos ¥

\w = a(t)(Rf —r?)!/?

dl? = dz? + dy?* + dz* + dw?

dr?
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Robertson-Walker metriikka |

Koska isotrooppiset ja homogeeniset 3D-pinnat vastaavat vakio kosmista
aikaa t saadaan neliavaruuden (1 aika+3 paikka) metriikaksi:

dr? N
1 — Kr?

ds® = c2dt® — dl* = Adt® — a*(t)

r?(d¥? + sin® 9dp?)

Kahden fundamentaali-havaitsijan valinen todellinen etaisyys / voidaan
laskea jollekin ajalle t integroimalla: /=[d!:

oft) [ = = altix(r)

= arcsin(r), K =41 ;x(r)=r,K =0 ;x(r)=arsinh(r), K = —1




Robertson-Walker metriikka Il

Parametria y(r) kutsutaan mukana-laajenevaksi etaisyydeksi
(comoving distance), koska se on kahden havaitsijan todellinen
etaisyys skaalatekija-yksikoissa, eli a(t)-yksikoissa.

Usein kaytetaan kosmisen ajan sijaan konformaali-aikaa joka on
maaritelty skaalatekijan funktiona seuraavasti:

t /
cdt
T(t) =
0=
Maailmankaikkeuden geometria on pallomainen (K=+1), laakea (K=0)

tai satulapinnan muotoinen (K=-1). t:ta kayttaen saadaan
vaihtoehtoinen muoto metriikalle:

ds® = a? (T)[d7'2 — dx2 — f%(x)(dﬁz + gin? ﬁdgbz)]
fr(x) =sinx, K=+1 ;fxk(x) =x, K=0 ;fx(x) =sinhy, K =-1




5.2 Hubblen parametrin maaritelma

Hubblen parametri H(t) on maaritelty siten, etta kosmisella
ajanhetkella t se on kahden fundamentaali-havaitsijan todellisen
etaisyyden | muutos ajan funktiona: d//dt=H(t)/

% ~ %a(t)X(rl) = Ht)l = H(t) = @

Hubblen parametri muuttuu ajan (punasiirtyman) funktiona, taman
hetkista arvoa kutsutaan H, ja se parametrisoidaan usein nain:

Hy
h =
100 kms—1Mpc—1




Punasiirtyman maaritelma

Valonsateet kulkevat nolla-geodeesia pitkin (ds=0) ja oletetaan
sateittain kulkeva valonsade: dt=dy.

7(to) — 7(te) = x(re) — x(0) = x(r¢)
T(to + dtg) — 7(te + Ote) = x(7¢)

Valonsade lahtee aikana t, ja saapuu perille t; x(r) mukana-
laajeneva etaisyys ei muutu :

T(t() —|— 5t0) — T(to) — T(te —|— 5te) — T(te)

Kaytannossa ot <<t. ja ot,<<t,. Kaytetaan konformaali-aikaa ja
maaritelmaa z=(Ay-A.)/A.. Punasiirtyma ei ole Doppler-ilmid!
Galaksit eivat liiku suurilla nopeuksilla, vaan avaruus laajenee!
5t0 (Ste )\0 Ve 5t0 a(to) )\0 a,(t())
a(ty) alte)  Ae v Ote  alte) Ae  alte)




Ominaisnopeudet

Hiukkasen todellinen nopeus fundamentaali-havaitsijan suhteen on
maaritelty: v=dl/dt, v, on laajenemisnopeus ja v, Ominaisnopeus.

v(t) = a(t)x(t) + a(t)x(t) = Vexp + Upec
Relativistinen Doppler-kaava ominaisnopeudelle on:

1 ec
1‘|'Zpec:\/ _|_Up /C

1 — Vpec/c

Havaittu kokonais-punasiirtyman on kahden komponentin tulo:

)\2 )\1)\2
1 obs — v~  — T 1 obs — 1 ec 1 cos
" Zob AP Ap A + Zabe = { _I_jjp )L+ Zeos)
pec

Eparelativistisessa tapauksessa: Zobs = Zcos T —(1 + ZCOS)
C



Kulmalapimitta-etaisyys

Mukana-laajenevaa etaisyytta y(r) ja todellista etaisyytta a(t)y(r) ei
voida havaita suoraan koska havaittu valo kaukaisesta kohteesta
lahti matkaan paljon aikaisemmalla ajanhetkella. D

Kulmalapimitta-etaisyys maaritellaan seuraavasti: - a

Todellinen koko D voidaan ymmartaa kahden valosignaalin 3-
kulman suuntaisena todellisena etaisyytena, FRW-metriikasta

saadaan: aor
D:aere/dﬁ: ey

1+ z

Sijoittamalla saadaan: | ¢ , =




Luminositeetti-etaisyys

Luminositeetti-etaisyys maaritellaan: F = 5
drd;

Tarkastellaan pinta-alaa A joka peittaa avaruuskulman o havaitun
kohteen etaisyydella ja joka taten vastaa pinta-alaa od,?. Koska
maailmankaikkeus laajenee, samaa avaruuskulmaa vastaavaa
pinta-ala alkupisteessa on suurempi:

A = wd?(ag/ac)? = (agre)w
Molempien pintojen lapi menee saman verran fotoneja:
Lotew  FétpA oY L <a€)2 L

Arlagre(1 + 2)]?

471'th€ hPVO - 47TA

dr, = aore(l + 2) =da(1 + 2)?

ago



Pintakirkkauden kasite

Staattisessa avaruudessa tai hyvin pienilla etaisyyksilla

pintakirkkaus etaisyyden funktiona on vakio.

F
Szﬁzconst, Fxd? ja 9 xd?

Laajenevassa maailmankaikkeudessa kosmologisilla etaisyyksilla
tama ei enaa pade:
F L

_ _ _4
5= %m?Q - m2D2 (1+2)

Pintakirkkaus pienenee suurilla etaisyyksilla punasiirtyman
neljantena potenssina kosmologista mallista riippumatta!



5.3 Maailmankaikkeuden termodynamiikka |

Termodynamiikan ensimmainen laki dU=dQ+dW ja toinen laki
dS=dQ/T, missa S on systeemin entropia. Homogeenisessa ja
Isotrooppisessa maailmankaikkeudessa ei ole lampovuota tilavuuden
V yli, missa V on pieni mielivaltainen osa maailmankaikkeutta.

Adiabaattisesti laajenevalle tilavuudelle V saadaan:

dU + PdV =0; dS =0; tilavuudelle V o a(t)*

Maailmankaikkeuden energiakomponentit voidaan kirjoittaa:

4053
pc = pm(02 + €) A » T* + pyacC”
1. termi epa-relativistinen aine sisaltaen lepomassan ja sisaisen
energian, 2. termi mustan kappaleen sateily, 3. termi tyhjio-energia
(eli pimea-energia).




Termodynamiikka Il

Termodynamiikan ensimmainen laki energiatineyden p funktiona:
Vdp+ (p+ P/c*)dV =0
Kaytetdan Va3 ja derivoidaan a:n suhteen:

d P/
p+3<p+ ﬂj>:0

da a

Tilanyhtalo-parametri (Equation-of-state parameter) w maaritellaan:

P = wpc?
Mikali w el riipu ajasta:
—3(1+w)

p X a



Maailmankaikkeuden komponentit

Table 3.1. Thermodynamics of a
homogeneous and isotropic universe.

Dominant component w P P T
matter 0 a3 a2 a2
radiation 1/3 a* a* al
vacuum energy —-1 4 a°

: 2
Aineelle pcad, voca!, Pocas, Twa2 -> w=0 kT o< m(v)

Sateilylle pxa™, tilavuus a= + fotonin energian muutos a'. T xa™
koska pxT4, musta kappale sailyy mustana kappaleena, T xa™! ->
w=1/3.

Tyhjidenergia ei riipu mittakaavatekijasta a, P, ,.=-p,,.C?, tasta
seuraa w=-1.



5.4 Friedmann yhtalot — Newton |

Friedmannin yhtalo voidaan johtaa Newtonin teoriassa
tarkastelemalla miten pallokuori laajenee:

d’a - GmM(<a)

d (1
Kerrotaan ¢,(t) ja kéytetddn hyvéksi: paa = —pGBE <g>

li[a(t)Q] — —?,{)(t)a(t)d(t) = +47;G'0a3§5 (a(lt)>




Friedmann yhtalot — Newton I

Integroidaan yhtalo ajan funktiona.

, 8rlG

a(t)? = T,{)(t)a(t)2 — k¢ FRW2
kc? on integroimisvakio, yhtald patee myos Suhteellisuusteoriassa.
Newtonin teoria antaa tassa tapauksessa oikean tuloksen. Huom. oikea

malli maailmankaikkeudelle saadaan Yleisesta Suhteellisuusteoriasta.

Toinen FRW yhtald saadaan huomioimalla etta Suhteellisuusteoriassa paine
p vaikuttaa tiheyden p lisaksi kappaleen energiaan ja taten myos massaan.
Lisaksi tulee pimean energian termit, kts. Sivu 20.




Friedmann yhtalot — Einstein |

Kosmologian standardimalli seuraa Yleisesta Suhteellisuusteoriasta
ja oletuksesta etta maailmankaikkeus on homogeeninen ja
iIsotrooppinen. Einsteinin kenttayhtalo:
1 81G
Ry, — §9uvR — g = C—4TW
RMU (Ricci tensori), R kaarevuusskalaari, 9 metriikka, A
kosmologinen vakio, seka T, energia-likemaara-tensori.

8rG 1
R,ul/ + g/LVA — 6—4 (T,ul/ — QQMI/T)

TH = (p + P/c*)U*UY — g P



Friedmann yhtalot — Einstein |l

Nyt nelinopeus U*=(c,0,0,0), eli ei ominaisliiketta. Tasta seuraa, etta
T+ =diag(pc?,-P,-P,-P) ja T=pc2-3P. Nyt lausumalla g, FRW-metriikan
avulla ja kayttamalla yksinkertaista muotoa T ,,:lle voimme ratkaista
kaksi yhtaloa:

FRW 1 aika-aika komponentista

FRW 2 paikka-paikka komponentista




Mita opimme?

Kosmologisen periaatteen mukaan maailmankaikkeus on
homogeeninen ja isotrooppinen.

Maailmankaikkeuden geometriaa voidaan kuvata Robertson-
Walker metriikalla ja se on joko suljettu, laakea tai avoin.

Maailmankaikkeuden etaisyyksia voidaan mitata kulma-lapimitta-
ja luminositeetti-etaisyyksilla. Laajenevassa
maailmankaikkeudessa kohteen pintakirkkaus pienenee
verrannollisena ~(1+z)*.

Friedmannin yhtalot ovat maailmankaikkeuden liikeyhtaloita ja ne
voidaan johtaa yksinkertaistetussa muodossa Newtonin yhtaloista,
varsinainen johto vaatii Yleista suhteellisuusteoriaa.



