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Talla luennolla kasitellaan

Relaksaatioajat tahtijoukoissa ja miten relaksaatioaika riippuu
jarjestelman hiukkasten kokonaislukumaarasta.

Kahden kappaleen relaksaatio ja tahtijoukon evaporaatio ja
massasegregaatio.

Lyhyt katsaus tahtien ratoihin kiekkogalakseissa ja
ellipsigalakseissa.

Johdetaan tormaykseton Boltzmannin yhtalo ja sovelletaan
sita yksinkertaisiin tahtijarjestelmiin.
Vastaa soveltuvin osin: S&G: luvut 3.2.2-3.4.1



4.1 Relaksaatio-aika: Tahtijoukot
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Pallomaisilla tahtijoukoilla nopeusdispersio on tyypillisesti luokkaa o,~10
km/s ja keskustan tiheydet ovat ~104-10° M pc=. Lopuksi kaytetaan A=r,/1
AU, missa r. on tahtijoukon ytimen sade ~5 pc ja taten saadan Auringon
kaltaisille tahdille: t..5x~0.5-1 Gyr, kun taas t;,s~r./o.~1 Myr.

Avoimilla tahtijoukkojen koko on samaa luokkaa pallomaisten joukkojen
kanssa mutta niiden tahtitiheys on paljon pienempi (n<10 pc3) ja myods
tahtien nopeudet ovat pienempia, o,~1 km/s. Avoimille joukoille t; < 50
Myr ja t;.ss~9 Myr. Lisaksi avoimissa joukoissa massa ei saily tahtituulien
ja supernovien takia.

Avoimet joukot hajoavat varsin nopeasti, mutta dynaamiset vaikutukset
nakyvat myos pallomaisissa tahtijoukoissa miljardien vuosien aikaskaalalla.




Relaksaatio-aika ja kappaleiden lukumaara

Lasketaan seuraavaksi relaksaatio-aika systeemille joka koostuu N
kappaleesta kayttaen hyvaksi viriaaliteoreemaa:
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Dynaaminen aikaskaala jossa tahti kulkee systeemin poikki on
t..ss=R/V ja N=4nnR3/3:
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Galakseissa jossa on N=10"" tdhte& relaksaatiolla on merkitysta vain

108 dynaamisen aikaskaalan (t....) jalkeen, pallomaisissa
tahtijoukoissa N=10°, joten relaksaatio tulee tarkedmmaksi paljon

lyhyemmassa ajassa.



Kahden kappaleen relaksaatio |

Kun tahti liikkkuu galaksin sileassa potentiaalissa sen liike ei riipu sen
massasta, vaan yleensa vain sen paikasta. Mutta kahden kappaleen
valisissa vahvoissa vuorovaikutuksissa tahdet voivat vaihtaa energiaa ja
likemaaraa. Tata prosessia kutsutaan kahden kappaleen relaksaatioksi.

Kahden kappaleen vuorovaikutukset muuttavat tahtien energiajakauman
todennakoisimpaan muotoon: Maxwell-Boltzmannin jakaumaan:

far(B) oc e~ B/kT — o=[(m®()+24=) /kpT]

Integroimalla fy,(E)v2 nopeuden yli saadaan kuten statistisessa fysiikassa
atomeille alla oleva yhteys. Dynaaminen “lampotila” T riippuu systeemin
energiasta, kuumassa systeemissa korkea T, kylmassa matala T:

1 5 3
§m<v (x)) = §kBT




Kahden kappaleen relaksaatio Il

Keskimaarin raskaammat tahdet liikkuvat hitaammin kuin kevyemmat.
Tama johtaa tahtijoukkojen “hoyrystymiseen”, eli kevyimmat tahdet

karkaavat. / 1 1 2 4
<§mvg(x)> — N ;maq)(xa) — _NEP = NEk

Keskimaarin pakoon vaadittava kineettinen energia on vain 4 kertaa
tahden keskimaarainen kineettinen energia, eli 6kgT.

[ — far(E)v?dv 1
\/12]€B£/ = 0.0074 =~ — tevap ™ 136t elax
Jo fu(E)v? 136
Lisaksi raskaimmat tahdet vajoavat keskustaan -> massasegregaatio,

koska Ey;, 1=Eyn 2. Tahtijoukon ydin romahtaa ja ulko-osissa olevat
tahdet karkaavat, laskujen mukaan:

tcorecollapse ~ 12 — 20trelax



4.2 Tahtien radat galaksissa:
Kiekkogalaksit

Kiekkogalakseissa tahdet liikkuvat
melkein ympyraradoilla galaksin
yhteis-potentiaalissa. Aksisymmetri- o
sessa potentiaalissa L, sailyy:

d : '
%(R2¢) — 07 LZ — R2¢ — Va’kio 04T

. : 0D 0D,

R _ R 2 o ft -0.6

OR 72 OR |
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EfektiiViseSSé pOtentiaaIiSSa on I‘Z ’ _Fig 3.8 'Galaxies in the Universe' Sparke/Gallagher CUP 2007

johtuva lisatermi joka rajaa tahden 0D i

e

liiketta. z-komponentti samalla lailla: z = —

0z



Tahtien liike episykleina |

Tahdille jotka kiertavat lahes
ympyrarataa voimme kehittaa
efektiivisen potentiaalin Taylor
sarjana:
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Harmonisen varahtelijan liiketta ->

episykleja. . 2
r=—K T, . .. :
Fig 3.9 'Galaxies in the Universe' Sparke/Gallagher CUP 2007
5= —p2y o]y ohjguskeskus, episykliliike on
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Tahtien liike episykleina li

Ohjauskeskus Ry liikkuu pitkin ympyrarataa ja tahti kiertaa pitkin
episyklia, kun tahti on lahempana galaksin keskustaa ratanopeus
on suurempi ja episyklin ulko-osissa nopeus on vastaavasti
pienempi.

Etaisyys keskustasta on R=R *x ja kiertaesssan episyklia ¢
nopeuden taytyy muuttua niin, etta L, sailyy vakiona ja jalleen
Taylor-sarjaa kayttaen saadaan:

6= 25 = (Rg+x)9]2 ~ Q(R,) (1—R—g+...>

Tama lauseke voidaan integroida ja saadaan ¢(t):

d(t) = o + QR )t — }% QQX sin(kt + 1)

g K




Oortin vakiot

Kk on episyklinen taajuus ja v on vertikaalinen liiketaajuus:

52 b 3L2 0% 3 /0P . dN?2
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Oortin vakiot voidaan mitata havaitsemalla tahtia Auringon
lahella ja niista saadaan laskettua arvot suureille k/Q, seka v/Q.

-4

R Q=A-B ; k?=-4B(A-B)=—4BQ.

ve  du. dQ
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Tahtien radat eivat sulkeudu

Auringon lahella k=1.4Q, eli
aurinko tekee noin 1.4 radiaalista
oskillaatiota yhden ratakierroksen
alkana. Lisaksi aurinko tekee
yhden oskillaation pystysuorassa
suunnassa (z-suunta) noin 80
miljoonassa vuodessa (v=2k) kun
yhteen ratakierrokseen menee
noin 220 miljoonaa vuotta.

Oortin vakioita ja auringon liiketta
kasitellaan tarkemmin Linnunradan
rakenne kurssilla.

Fig 3.10 'Galaxies in the Universe' Sparke/Gallagher CUP 2007



Tahtien radat ellipsigalakseissa |

Ellipsigalaksit ovat yleisesti
triaksiaalisia ja niiden
potentiaalit ovat taten
tyypillisesti ei-
aksisymmetrisia.

Yleisesti tahtien radat
voidaan jakaa ‘loop’-ratoihin,
jolla on tietty pyorimissuunta,
vaikkakin R vaihtelee
voimakkaasti seka ‘box’-
ratoihi n, ja ‘tube-ratoihin’ Figure 3.10 A selection of loop (top row) and box (bottom row) orbits in the potential
. . ®1,(g = 0.9, Rc = 0.14) at the energy of Figures 3.8 and 3.9.

jotka kulkevat galaksin

keskustan lapi.

Binney&Tremaine: "Galactic Dynamics”, 2008
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Tahtien radat ellipsigalakseissa ll

BH sphere of influence
N\

\,

Esimerkkeja erilaisista radoista simuloidusta ellipsigalaksissa, jonka
keskella on supermassiivinen kaksoismusta-aukko. Lisatietoja
julkaisusta


https://arxiv.org/abs/2109.09996

4.3 Tormaykseton Boltzmannin yhtalo

Voimme mallintaa tahtia galaksissa kuten atomeja kaasussa.

Faasitiheys f(x,v,t) kertoo tahtien todennakoisyystiheyden kuusi-
ulotteisessa paikka-nopeus-faasiavaruudessa (x,v):

f(x,v,t) Az AyAzAv, Av,Av,

Numerotineys n(x,t) paikassa x saadaan integroimalla nopeuksien

li:
Y n(x,t) / / / f(x,v,t)dv,dv,dv,

Keskiarvot, kuten keskinopeus <v(x,t)> saadaan myos integroimalla:

(v(x. £))n(x, t) / / / VF(x,v, t)dvadvydv,



Jatkuvuusyhtalo

Tarkastellaan tahtien liiketta x-

suunnassa. Tahtien muutos !

laatikossa voidaan kuvata: :
Azxn(x,t + At) — n(z,t)] :

~n(x,t)v(x)At — n(x + Az, t)v(r + Az, t)At * : *

Ottamalla rajat At->0 ja Ax->0 * K

saadaan jatkuvuusyhtalo:

X x+Ax

Fig 3.12 'Galaxies in the Universe' Sparke/Gallagher CUP2007




Boltzmannin yhtalon johto |

Yhtalon johdossa oletetaan etta 2-

kappaleen tormaykset eivat ole x Y
tarkeita ja nyt myos nopeuden R S
muutokset ovat sallittuja. S A o m oo TERREAY,
AzAtlvf(z,v,t) —vf(x + Az, v,t)] = —vAa:AtAvg * *_V, | w
O | K

Mutta laatikossa olevien tahtien Voo = ) ....... * .........
maara voi myos muuttua koska ! !
nopeudet muuttuvat ulkoisen X '

Fig 3.13 'Galaxies in the Universe' Sparke/Gallagher CUP 2007

voiman johdosta.

AQ?AU[f(ZE,U,t—F At) o f(ﬂ?,?),t)]
of dv dv
= —UA:UA’UAta—x + Az At %f(x, v, t) — af(x, v+ Awv, t)



Boltzmannin yhtalon johto Il

Vaihtoehtoinen johto faasitiheyden jatkuvuusyhtaloa ja Hamiltonin
mekaniikkaa kayttaen, missé H=K+V (K=Eja V=E,).

";{ v - (fw) = 0. w = (4,p).

0 0 0 0 oH

oq (fQ)+— (fp) = 9q (f%) p (fa)
_8f 0H of 0H
Bq op Bp oq

. Of f
of . of of . . of of dv of
E+q 8—q+p a—p—o, 111 1D 6—+V£ dtav_o
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Boltzmannin yhtalon johto llI

Newtonin painovoimakentassa tahden kiintyvyys ei riipu siita kuinka
nopeasti se lilkkkuu, vaan vain sen paikasta.

dv/dt = —0P(x,t)/0x
Boltzmannin yhtalo yhdessa ulottuvuudessa:
8]" of 09 af
o Ve ae® g, =0

Boltzmannin yhtalo kolmessa ulottuvuudessa:




Boltzmannin yhtalon ratkaisuja

Boltzmannin yhtaloa ei yleensa ratkota suoraan, vaan integroidaan
nopeuden yli ja taten saadaan momenttiyhtaloita (Jeansin yhtaloita).

Integroimalla Boltzmannin yhtalo nopeuden yili:

L) 4 S fnle, )et )] — o (5 O[5 =0 > datkuvausyhial

Kertomalla nopeudella v ja integroimalla viela kerran:

0, 0 5 B 0P
a [n(aja t) <U(£U, t)>“ T % [n(:c, t) <?} (ZU, t)>“ — —n(:v, t)%
“Euler-yhtalo”, mutta kaasun
o) + (v) o) — o0 19 [no?(x,t)] paineen sijaan on kineettinen
ot ox Ox  ndx paine, eli nopeusdispersio, 2.



Boltzmannin yhtalon sovelluksia |

Kayttamalla Boltzmannin yhtaloa ja havainnoimalla tahtien z-
suuntaista liiketta voidaan arvioida galaksin kiekon massaa
Auringon lahella. Olettamalla etta potentiaali ei muutu ajan funktiona
ja etta f ja n eivat muutu ajan funktiona. Korkealla kiekon tason
ylapuolella, <v,>n(z)->0 saadaan:

d 0P

- [”(Z)Ug} — —571(2)

Yhdistamalla tama tulos Poissonin yhtaloon:

2p 1 L
47er(R,z):V2<I>(R,z):a 9 Ra—]

22 " ROR | ‘OR

17 Gp(R, 2) = V2B(R, 2) = dii {—n(lz) d%jn(z)ag]} L L4y




Boltzmannin yhtalon sovelluksia Il

Viimeinen termi on hyvin pieni Linnunradassa, koska V(R) on lahes
vakio. n(z) voidaan mitata havainnoista, mutta p-tiheyden (3D)
saamiseksi n(z) taytyy derivoida kahdesti joka lisaa virhetta.

On helpompaa laskea pintatiheys X(<z) (2D) olettamalla etta kiekko
on symmetrinen z=0 tason ymparilla.

® 1 d
2rGY(< z) = 27 NdZ ~ — n(z)o?
(<2)=20G | pl)ds = n()o?

Taman laskun teki ensimmaisena Jan Oort vuonna 1932 ja tulos oli

(<7OO pc)=90 Mpc=. Nykylnen tulos on noin 2(<11OO pc)=71+6
M@pc Galaksin kiekossa ei ole juurikaan pimeaa ainetta. Pimea
aine dominoi galaksin massaa kiekon tason ulkopuolella ja galaksin
ulko-osissa.




Mita opimme?

Relaksaatioaika riippuu systeemin kappaleiden lukumaarasta, suurilla
systeemeilla pitka t.. . (galaksit), tahtijoukoilla lyhyt t.,,,.

Tahtien energia muuttuu kahden kappaleen vahvoissa
vuorovaikutuksissa, energiaerot tasoittuvat, massiiviset tahdet
vajoavat keskustaan, kevyet tahdet nousevat tahtijoukon ulko-osiin.

Tahdet kiekkogalakseissa liikkuvat lahes ympyraradoilla ja niiden R-
ja ¢-suuntaista liiketta voidaan kuvata episykleilla, z-suuntainen liike
on harmonisen varahtelijan liiketta. Ellipsigalakseissa ei ole yleisesti
jarjestynytta liikketta ja osa tahdista kulkevat galaksin keskustan kautta
(box ja tube-radat).

Boltzmannin yhtalo kuvaa tahtien liiketta 6-ulotteisessa faasi-
avaruudessa ja silla on monta tarkeata sovellusta.

Yhtalosta voidaan johtaa Euler-yhtaloa muistuttava likkeyhtalo, jossa
kaasun paineen P sijasta on tdhtien dynaaminen 'nopeuspaine’ 2.



