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TEOREETTISEN ASTROFYSTIKAN PERUSKURSSI

JOHDANTO:

TEOREETTISEN ASTROFYSIIKAN PAIKKA TAHTITIETEESSA

Tdhtitiede voidaan karkeasti jakaa kahteen osa-alueeseen:

astrofysiikkaan sekd klassiseen tdhtitieteeseen, joka kdsittdi lihinnid

positioastronomian ja taivaanmekaniikan. Astrofysiikka tutkii nimensi
mukaisesti taivaankappaleita fysiikan menetelmin. P#Zasiallisesti analy-
soidaan taivaankappaleiden lZhettdmdd sdhkOmagneettista sdteilyd. Témidn
lisdksi havaitaan myds avaruudesta saapuvaa kosmista siteilyd (e”, ol, ...),
neutriinosdteilyd sekid toistaiseksi vield hypoteettista gravitaatiositeilyi.
Téhtitieteen nykylsestd tutkimusty®std varsin huomattava osa (noin 80 Z)
kuuluu astrofysiikan piiriin.

Teoreettinen astrofysiikka pyrkii yleisiin fysiikan teorioihin
nojautuen selittdmddn taivaankappaleista saatuja havaintoja. T&tHd varten
on tunnettava

1) siteilyn ominaisuudet, sen syntymekanismit taivaankappaleissa, sen

eteneminen ja absorptio sekd

2) taivaankappaleiden fysikaaliset ominaisuudet kuten dynaamiset

tekijdt, rakenne ja kehitys.,

Jotta havainnot voitaisiin tyydyttidvidsti selittdi, laaditaan kohteesta

teoreettinen malli, joka on aina yksinkertaistettu kuva todellisesta

taivaankappaleesta (esim. tdhtimallit, atmosfdirimallit, t3#htienvidlisten
pilvien mallit, galaksien massamallit). Vertaamalla mallia havaintoihin
voidaan mallia tdsment#d. Toisinaan vertailu my8s osoittaa, ettd
kohteesta ei vield voida laatia luotettavaa, yksityiskohtaisempaa mallia
puutteellisten havaintojen vuoksi tai koska ilmiddn vaikuttavia tekijoitd
el vield riittdvidsti tunneta.

Astrofysiikka on sovellettua fysiikkaa siind mielessd, ettd labora-

toriokokeisiin perustuvia fysiikan lakeja sovelletaan sellaisinaan taivaan-
kappaleisiin, Voidaan tietysti kysyd, onko t#m# oikeutettua, kun tarkas-

tellaan ajallisesti ja paikallisesti hyvinkin kaukaisia kohteita. Kokemus



on osoittanut, etti ndin menetellen on havainnot voitu selittdi. Koska
astrofysiikan kehitys on jo noin 100 vuoden ajan ollut hyvin menestykse-
kdstd, ei ole mitdin syytd luopua oletuksesta, ettd "taivaallista"
fysiikkaa ja maanpd#llistd fysiikkaa hallitsevat samat luonnonlait.

Tuon tuostakin esiintyy tosin spekulointia siitd, ettd tdhtitieteelliset
havainnot voisivat johtaa "uuteen fysiikkaan'. T&h#n on viitattu mm.
galaksien punasiirtymdilmi®n, kvasaarien energiantuoton sekd pulsarien
sdteilymekanismin yhteydessd. L&hinnd voitaisiin '"uutta fysiikkaa"
ajatella 18ytyvidn erittdin voimakkaista gravitaatiokentistd, joita
esiintyy neutronit3htien ja toistaiseksi hypoteettisten mustien aukkojen
yhteydessd.

Tdhtitieteen piirissd luotiin viimeksi uutta fysiikkaa Kopernikuksen,
Keplerin ja Galilein toimesta, joitten havaintoihin nojautuen Newton rakensi
kokonaan uuden mekaniikan ji#rjestelmiin. Planeettojen liikelakien selvittd-
misen my8tid muotoutuivaf massojen yleisen vetovoiman kidsite sekd dynamiikan
periaatteet. Mekaniikka hallitsi sitten fysiikkaa ja taivaanmekaniikka
tdhtitiedettd aina 1800-luvun puolividliin saakka. On jotenkin paradoksaa-
lista, ettid juuri taivaanmekaniikkaa ei katsota astrofysiikkaan kuuluvaksi,
vaikka taivaanmekaniikka tavallaan loi pohjan koko nykyiselle fysiikalle!
Td114 on 1&hinni historiallinen selityksensd: taivaanmekaniikan havainnot
perustuvat taivaankappaleiden koordinaattimittauksiin, astrofysiikka sen
sijaan kdyttdi '"uudenaikaisempia', etupddssi siteilyid kuvaavia havaintosuu-

reita.
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1, TAIVAANKAPPALEIDEN DYMAMIIKASTA
JA MASSOISTA

Kahden kappaleen probleemaan liittyvi teoria on kertauksenomaisesti

esitetty liitteessd. Taivaanmekaniikan luennoilla késitelld#én kahden

- kappaleen probleeman sovellutuksia . aurinkokunnan -piirissd. Tédssid

luvussa tarkastellaan 13hinni t#htien ja t#htijdrjestelmien dyna-

miikkaa.

1.1 TAHTIENVALISEN PILVEN KONTRAKTIO

Esimerkkind yhden kappaleen probleemasta tarkastellaan oman gravi-
taatiovoimansa vaikutuksesta kokoon luhistuvaa pallomaista, homo-
geenista tZhtienvdlistZ pilved, jonka tiheys alkuhetkelld t=0 omn

2 (0). Olkoon alkuhetkellZ pilven mielivaltaisen pallonkucren side
r(0)=a ja t#min kuoren sisipuolelle j##vi# massa M(a). Oletetaan
lisdksi, ettd luhistumisen edistyessid turbulenttiset liikkeet eivit
sekoita sisdkkidisten pallokuorien jirjestystd, jolloin kuoren sisé-
puolelle jHivi massa pysyy vakiona koko luhistumisen aikana. Koska
pallomaisen massajakautuman M(a) gravitaatiovaikutus sen pinnalla tai
ulkopuolella olevaan hiukkaseen on tunnetustli sama kuin pallon keski-
pisteeseen sijoitetulla M(a)-massaisella pisteelld, on a-sdteiselld

pallonkuorella olevan massahiukkasen liikeyht#18 alkuhetkelld:
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Luhistuvan pilven 'wvapaan putoamisajan' lausekkeen voit lyhyemmin

johtaa Keplerin III lain avulla, kunhan ensin selitdt itsellesi,

millaista "ellipsirataa™ jokainen pallonkuoren piste liikkuu (har-

joitustehtdvi) .,

Oletetaan esimerkiksi, ettd pilvi koostuu yksinomaan vetymolekyy-—

leistd. Tdll8in pilven tiheys on



Q = x , missd n, = vetymolekyylien 1ukuméér5/cm3
B, = "H," "H, H

2
co -27
sijoittamalla wy = 2x1,67%10 kg
2
¢ =6.67 10 ﬁ%ﬂ-mz kg2
7.5
1ty =3.156%10"s

n

0. 3000 cm-3_ (tyypillinen arvo luhistuvassa
2 molekyylipilvessd)

saadaan pilven luhistumisajaksi noin 105 vuotta.

1.2 KAKSOISTAHTIEN RADAT JA TAHTIEN MASSANMEARAYS

1.2.1 Kaksoistdhtien liikeradat

a) Kun m << M : Probleema palautuu yhden kappa-
leen probleemaksi, jossa suurempi-
m massainen komponentti (massa M) on

inertiaalikoordinaatiston origona.

Pienempimassaisen komponentin liike-—

yhtdls:
Z o = _GM
e L
T
b) Kun oo oy Ratkaistava kahden kappaleen

probleema, jossa inertiaalikoordi-
naatiston origona on systeemin

painopiste.

Rl
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Komponenttien a ja b liikeyht#l&c :
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Vastaavasti saadaan toiselle komponentille :
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d
—_ e —

Tarkastaeltaessa tdhtien suhteellista liikett# on komponentin a

kiihtyvyys komponentin b suhteen

' - : el _ G M —
2
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T'b M'i

S
I

Huomautettakoon, ettd origo on nyt kiihtyvissd liikkeess#, joten

kyseessd ei ole inertiaalikoordinaatisto.
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Liikeyhtdldn e -—-—;7- ratkaisu antaa ratakiyrdksi ellipsin,jonka

isoakseliqa saadaan Keplerin III lain avulla:

3 3
CL?-GM'P ,ts. O~ {GM

L1t

Kirjoittamalla lausekkeen GM paikalle edellisissd lllkeyhtalolssa nakyvit
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saadaan ellipsiratojen isoakselien suhteeksi
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Nihd#in, etti edelli esitettyjen liikeyhtHl&itten ratkaisuina saadaan

kolme samanmuotoista ellipsi#, joitten koot suhtautuvat kuten
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Jos t#htien et#isyydeksi valitaan ra+rb=1, niin
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1.2.2 Kaksoistdhtien siteisnopeuskidyri

Tarkastellaan tdhden rataliikkeen projektiota taivaan tasolle, joka
on kohtisuorasti havaitsemissuuntaa vasten. Kuvassa havaitsija on

kaukana positiivisen z-akselin suunnassa.




havaits.ij a
S

ratataso

taivaantaso

C = massakegkipiste

r = tdhden paikkavektori

i = radan kaltevuus

i'= tihden paikkavektorin ja taivaantason vilinen kulma

0) = periastronin arzum. (=nousevan solmun ja periastronin vilinen kulma)

a} = tihden luonnollinen anomalia

Johdetaan seuraavassa lauseke t#hden siteisnopeudelle leveossa olevan

havaitsijan suhteen :
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(-)G) vayVv, + ﬁ- , missd v vakiona pysyvi sdteisnopeus, jolla

koko systeemi liikkuu auringon

suhteen

Tihden paikkavektorin projektio z-akselille on
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Téssd siteisnopeuden lausekkeessa ovat tuntemattomia suureita Vo

P, asini, e, &) sekd periheliaika £ (sisdltyy luonnolliseen ano-
maliaan q}o)- Tuntemattomat voidaan ratkaista mittaamalla kuusi
siteisnopeusarvoa yhden kierroksen aikana (kiytinn&ssi mitataan
usein kaksoist#Zhden koko sdteisnopeuskdyrd). Huomautettakoon, ettd
siteisnopeuskdyristd ei saada radan isoakseliaa eik# inklinaatiota i
erikseen vaan ainoastaan suure asini. Jos kummallekin kaksoist#hden
komponentille siteisnopeuskidyri on mitattu, saadaan havainnoista
a,sini ja a,sini.

1 2

Alla olevissa kuvissa 1 ja 2 on esimerkkejd kaksoistZhtien siteis-
nopeuskdyristd eri periastronin pituuksien (v ja eksentrisyyden e
arvoilla. Pintalauseen mukaiset nopeudenvaihtelut sek#d radan muoto
ja asento havaitsijaan n#hden aikaansaavat erindkdiset sdteisnopeus-—
kdyrdt. Kuvassa 2 ndkyvin katkoviivan kummamskin puolen pinta-alat
ovat yhtidsuuret, joten katkoviivan ilmoittama wvakionopeus on systee-

min massakeskipisteen nopeus v_ Auringon suhteen.
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e=0.2

o= 90
e=04 ) e=- 0.4 e=04
g=z0 (o= 45° W= 90°
e=0.6 e=08 ez006
=0 W= 45 W=90°

N
.r

Fig. 2, The shapes of radial-velocity curves for different values of the clements e and .

+80

+40

—~40

~80

Radial velocity (km sec—!)

-120

1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 |
0.5 1.0 1.5 2.0
Time (days)

-160 t 1 ) 1 P ' 3
0

Fig. Z,  The Radial Velocities of AR Lacertae. This is a spectroscopic (as well
as an eclipsing} binary system, for which the spectra of both components are
measurable. Black dois refer to the component désignated A in -the text, the
white dots to component C. Crosses represent blended spectral lines of the two

stars. The abscissa has the same zero point as in Fig. 1-8. [R. F. Sandford, 1951
(103).] . .
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Fig. Correspondence between Positions in the Orbit and Points on the
Radial Velocity Curve. The cases of a mass ratio of 2;1 for stars. A and B is
iflustrated.

Upper Left: Orbits of the two components about the center of mass, marked +.
Upper Right: Relative orbit of star B about star A.

Lower: The correSpondmg radial velocity curves. The amplitude of curve B is
twice that of A.

lTo Earth
2 i T
T To Earth
B/ |
-
! 4
= ' A/
A/ Vi
;; 1 : 3 1 =
= | ! ime
i1 Va |
(a4 1
AN Vg
2 .
B' a4
i
4
1928 1915
B
1935
1925
1915 1925 1915
Fig. The Orbits of the Components of the Visual Binary System 99 Herculis.

Left: Relative orbit of star B about star A (larger ellipse) and of the center of

mass of the system about star A (smaller ellipse).

Right: Orbits of the two components about their center of mass, localed at the

intersection of the lines connecting the stars. -
The dots are much larger than the actual stars in rélation to the size of the orbit.

{Adapted from P. van de Kamp, 1958 (32), p. 213.]
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1.2.3 Kaksoistdhtilen massat

Havaintotekniikan perusteella luokitellaan kaksoist#htiid seuraavasti:

Visuaaliset kaksoistdhdet :

Astrometriset kaksoist#hdet :

Spektroskooppiset kaksoistdhdet :

Fotometriset kaksoistdhdet :

Réntgenkaksoistdhdet

1)  Visuaalisen kaksoistihden massanmdiritys

Komponetit nikyvit (tai ovat inter- -
ferometrisesti} erilliin toisistaan,

Havaitaan "t#hten#, jolla nikymitdn

seuralainen"

1l3hinnd ndkyvin kompo-
nentin jaksollisten paikanmuutosten
perusteella (liike systeemin massa-
keskipisteen ympdri). T#md ryhmd luo-
kitellaan usein visuaalisten kaksois-

9

tdhtien alaluckaksi.

KaksoistZhtli paljastuu spektroskoop-—
silla menetelmills, SHteisnopeuden
jaksollinen muutos havaitaan jaksolli-
sina siirtymind spektriviivoissa

Doppler-efektin perusteella (£§&-: i%? )

Ratataso on kohtisuorasti taivaan-
pallon tangenttitasoa vasten, minki
johdosta t3hdet vuorotellen peittd-

vit toisensa (valominimit). Tdtd ryhmid
kutsutaan myds pimennysmuuttujiksi ja
luckitellaan usein spektroskooppisten

kaksoistdhtien alaluckaksi.

Systeemissd hyvin kompakteja kompo-
nentteja, jotka voivat olla erilléddn .
toisistaan (detached) tai kontaktissa
keskendin (esim. Algol, W UMa), jolloin

massaa siirtyy kompomentista toiseen.

P - AT 8

2
Kepler IIT : MG

, missd M = m, +m

172




_']5..

Havainnoista saadaan a" ja P.

a) Jos toisen komponentin suhteellinen rata toisen ympiri on mitattu
(a") ja etdisyys d tunnetaan (a = d=a") voidaan Keplerin III lain
mESrittdd.,

avulla kokonaismassa M = m1+m2

b) Jos komponementiien absoluuttiset radat (komponettien.liike massa-
keskipisteen ympiri on mitattu taustataivaan t&htien suhteen) on

havaittu, saadaan komponenttien massojen suhde :

»
VL4 - Qg

g Q“n

¢) Jos sekd a) ettd b) ovat tiedossa, voidaan kummankin komponentin

massa mEErittiE.

2) Astrometrisen kaksoistihden massanmddritys

Jos nikyvin komponentin absoluuttinen rata on mitattu, niin

QAq _ Mg
o m e 3
. o 2 - wmy  _ o4 ap
= _HMTE 53 (MQ+M1& G e
(wy+ )G

3) _Spektroskooppisen kaksoistdhden massanmﬁérifzg

Ratatason inklinaation ollessa tuntematon saadaan havainnoista vain
ratanopeuden v komponentti n#k8sdteen suunnassa : v, =V sini (esim.
ympyrdradan tapauksessa v_ = (27 a/P) sini). Havaitsemalla v, sekd

kiertoaika P saadaan radan isoakselin projektio ja massafunktio seu-

raavasti:

a) Vain yksi komponentti nikyvissi (kun Am > 1™ ja siten vain yksi

spektri kdytettdvissi.

Radan iscakselin puolikkaan projektio : a1sin i

» . - - ’ - 3
(’W\qL Sy L)?" - Mg SIYP L - I (0\1 Sin L)

Cma+ g3 (1.+ E%t)ﬁ G P2

Massafunktio:

missd mj = havaitun komponetin massa

(Osoitus harjoitusteht#vini)
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b) Molempien komponenttien spektrit kdytett#vissi, mutta vain suhteel-
liset viivasiirtymit (suhteellinen rata) on mitattu. Tdlldin

(a1+a2) sini = a sini ja massafunktion lausekkeena on

. 3. ™ (o sn i) .
(Mt my)sin’t = e (Q-PU;.LL

¢) Molempien komponettien spektrit ki#ytettdvissid ja absoluuttiset

viivasiirtymit (absoluuttiset radat) mitattu:

V, (max) O, Stn L N
1 4 _ﬁ)) - Qg’SmL s
— ] » Km Wl S Yl L
Vg_ (’MQX) 5_‘5!-\'\.1. Agsmt =A7> A V3.
- . Mg Sin
? =P (kts. harj. - < .

* tehtéavi 9D

Massafunktiot eivit anna yksitt#isten komponettien massoja, vaan
niitten avulla saadaan ainocastaan tilastollista tietoa kaksoistdhtien
massoista. Olettamalla, ettd ratojen inklinaatiot ovat jakautuneet

. - » . v . erns_ my ¥
tasaisesti, voidaan sint - lausekkeelle antaa keskim#iriinen arvo:

sin3i = 0.59 .. Todettakoon, ettd koska sini £ 1, saadaan edelld

esitetylld menetelmilli vain alarajoja kaksoistihtien massoille.

4) Pimennysmuuttujan massanmidritys

Kummankin komponentin siteisnopeuskiyrid on mitattu. Huomioimalla,
ett#d inklinaatio i = 900, voidaan kohdan 3c mukaisesti mEdArittdid

massat m, ja m, (harjoitustehtdvi). Pimennysmuuttujien avulla md&ri-

)

tetyt massa-arvot ovat erittdin luotettavia, koska pimennysmuuttujien

etdisyyksii ei tarvitse tuntea., Esimerkiksi ympyrdradan tapauksessa

V*(thx)=g—1r‘§3— é a = k_r.‘l‘_a?%'}ﬁ-?

ts. a saadaan suoraan kilometreissd, vaikka etdisyys olisi tuntematon.

5) __K grtymikiekon omaavan kaksoistdhden massanmiiritys

Mikali lihekk#isissid kaksoistihdissi toinen komponentti on kompakti .
tihti, virtaa ainetta toisesta t#hdestd t#h3n kompaktiin komponenttiin

k ertymikiekon vilitykselld., Jos t#hdelld on voimakas magneettikenttd,
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tdrmidi kertymikiekon aine suurella nopeudella tZhden degeneroitunceseen
materiaan synnyttden rdntgen— ja optista sidteilyd, joka sirottuu
kertymikiekon vapaista elektroneista. Havaittu valo on siten pola-
roitunutta. Jos tihden magneettikenttd on hyvin voimakas (n1108 Gaussg)
ldhettivit kertymikiekon nopeat elektronit myds optista syklotroni-
siteilyi, jonka ympyripolarisaatioaste voi olla jopa 20Z. Koska t#hden
magneettikentdn ja ndkdsiteen vidlinen kulma muuttuu kaksoist@hden
rataperiodin mukana, riippuu havaittu polarisaatioaste rataperiodin
vaiheesta. Sovittamalla kolmiulotteinen numeerinen malli havaittuihin
intensiteetti- ja polarisaatiokdyriin voidaan kaksoist#Zhtisysteemin
geometria {mm. inklinaatio) ratkaista. Ndin saadun inklinaation sekd
tihtien spektrien viivasiirtymien avulla voidaan edelleen m#drittdid

kaksoistdhtikomponenttien massat.

6) Tuloksia kaksoistihtien massanmiddrityksistd

Aurinko on ainoa yksinkertainen t#hti, jonka massa tunnetaan. Muitten
tihtien massat perustuvat kokonaan kaksoist#htihavaintoihin. Ei ole
epdilystd kuitenkaan siit#d, etteividitkd yksinkertaisten tdhtien massat

olisi samaa suuruusluockkaa kaksoistdhtikomponenttien massojen kanssa.

Tarkkoja ratamdirityksis on tehty noin 25:1le visuaaliselle kaksois-

tihdelle, joiden et#isyydet ovat luotettavasti mitattu trigonometristen

parallaksien avulla. Ndihin havaintoihin perustuvat pienimassaisten

tihtien massanmiiritykset. (Huom. Auringon ympdrist8ssid suhteellisen

runsaasti pienimassaisia t#hti#d). Suurimassaisten t#htien massa-arvot

on saatu spektroskooppisten kaksoistihtien havainnoista, jolloin etdi-

et

syvksii ei tarvitse tiet##. Jos kaksoist#hti on samalla pimennysmuuttuja

[y}

. om0 . T e s . . v pnen e
(i=907) wvoidaan tZhtien massat yksikdsitteisesti mddrittdd. Empiirinen

massa-luminositeettirelaatio piisarjan tdhdille perustuu juuri visuaalisten

ja spektroskooppisten kaksoist#htien massanmddrityksiin.

Tihtien sisH#isen rakenteen teoria antaa stabiileille t#hdille
seuraavat massa—arvot:

0.09 M <M< 65 M
@ ®
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Luotettavat havainnot puolestaan antavat massarajoiksi

0.06 M@ < Mb < 35 M@

Muutamia epdvarmoja tapauksia tunnetaan, joissa tZhden massa M® 65 MG .

Fig. The empirical mass-luminosity relationship. The symbols distinguish results from visua!
components (high quality = dots; fair quality = circles) and from eclipsing components (crosses).

Seuraavat riippuvuudet kuvaavat parhaiten kuvan havaintopisteitd:

= Ly _ .
Moo= 4.8 - 9.5 1g M 1g (Le) = 3.8 1g M 3 M > 0.5 My
L .
H.bol=5.8—6.0 g M lg (L—Q) = 2.4 1gM-9.4 : M< 0.5 M@_

HUOM. Y114 olevia relaatioita voidaan k#ytt## vain p#idsarjan t#hdille.

9

0
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DOUNLE STARS

TABLE !
Some visual binuries

Star Vis. Mags.  Spectrum Plyr) a e ztrip =dyn Masses
ADS 6! 6.5 7.3 G4V, GRY 106.83 1432 0450 0045 0053 1.3 151
ADS 490 5.6 6.3 F8V 6.94 0.20 0.73 0058 0.039 s
ADS 520 6.3 6.4 G5V 25.0 0.670 022 0.070 0.065 09 09 d
7» Cas 3.5 7.2 GOV, MOV 480 11.99 0.497 0.170 0.9 06t
ADS 1538 6.8 68 GOV 158.4 1.00 0.6 0.025 0.025 1.3 13 d
4% Cas 48 6.6 ALV 6044 0653 0345 0024 0028 21 1.2 d
10 Ari 5.9 7.7 F4VY 288 [.256 0.56 0.024 0.020 I8 12 d
ADS 1709 6.7 7.1 F5Y 144.7 0908 026 0031 0024 13 13 d
ADS 865 9.4 96 dM2 2525 03540 017 0070 0.059 06 06 d
£ Cet 5.5 55 F5 2.67 0.114 0.28 0.059 0.044 13 13 d
+68° 278 11.6 11.6 dM2 57.7 067 065 0054 0050 04 04 d
ADS 2959 7.5 8.6 G5V 394.7 210t 065 0,033 1.0 0.7 &
40 Eri BC 9.5 11.2 DB9, MdVe 2521 6.943 0410 0.207 04 021
ADS 3135 7.2 8.2 dF7 91.04 0.561 0.604 0028 0.021 1.3 1.0 d
ADS 3475 74 7.5 7 630 0.202 0440 0024 0.024 | I A {
ADS 4153 9.5 10,0 KO 6060  030% 0.75 00i7 08 08 d
o Ori AB 4.1 5.1 09V 170 247 0.07 0.002 25 w d
I Gem 4.9 5.2  GSHI 13.17 0.19 0.325 0.026 0.01v 25 23 ds
AS 5234 7.1 8.9 dG2 114.8 0.860 0.71 0.027 ©.030 i 07 d
o CMa -1.4 5.6 AV, DA S0 7.50 0.592 0.375 23 09t
165 69 1.1 F5 10,74 0.218 043 0.064 0.025 13 1.2 d
o Gem AB 1.9 2.9 AIV,ASm 420 6.295 0.33 0.070 21 21 s
a CMi 05 12 F5lV 40.65 4.548 040 0.287 1.8 0.7 ¢
9 Pup 5.6 6.2 GOV 2318 0.58 0.69 0.067 0.056 06 0.6 1
ADS 6483 7.0 7.1 d¥6 57.04 0440 0.7 0.022 1.3 13 &
. Cnc AB 5.6 5.9 T8V 59.7 0884 0.32 0,047 0.042 1.0 09 1t
ADS 6914 54 6.7 dG6 145.0 1.700 0.3 D058 0.046 14 1.0 d
¢ Hya AB 38 5.0 GO 15.05 0.238 0.67 0.027 1.7 14 d
Kpr 37 4.2 6.1 F5V 2r.85 0619 0.15 0.074 0.8 04 t
£ UMa 43 4.5 B9 70.1 027 0.04 0010 0009 49 48 d
13. UMa 50 8§82 FAv 1067 620 0814 0052 0046 14 038 d
¢ 347 722 12 G5 265 0126 031 0082 0057 08 08 d
-ADS 7284 79 8.0 dK4 3420 0660 035 0057 0055 07 07t
o 363 62 62 F2 . 320 024 051 0051 0043 1.2 t2 d
w Leo 6.0 6.7 dF8 11685 0875 056 0028 006 1.6 13 d
¢ Vel 4.1 4.6 F2IIV 34.11 0.5920 ,0.440 0.059 0.061 1.6 14 d
r Sex 57 6.2 AOln 75.60 0385 070 0012 28 25 4d
ADS 7685 8.3 100 GsvV 157.5 0.845 0.949 0.025. 09 06 d
p Vel 44 53 F1, A3 16.30 0.340 0.73 0,033 0034 s
ADS 7371 8.1 9.9 dF6 2411 0.51 0.09 0019 0.011 1.5 09 d
7' Hya 5.8 5.9 dF4 7.40 0.140 0.285 0.033 0.025 1.7 16 d
§UMa Aa-B 44 4.9 GOv 590.84 2530 0414 0130 1.1 09 s
¢ Lee 4.0 6.7 FlV 204.5 1.960 0.55 0.047 0,039 21 1o d
Brs 5 1.6 3.6 K7V 421.0 5.760 Q.68 0.085 0.099 06 05 d
ADS 8197 5.8 7.0 Fov 72.87 0.813 0.398 0.048 0.034 1.3 LI d
7 Cen 29 2.9 Al 84.59 0939 0.789 0010 0.025 38 38 d
r Vir 3.7 3.7  FOV. FOV 171.4 2746 OR8] 0.0u0  0.083 1.2 2t
« Com 5.1 5.1 F5v 25,83 0.672 0494 0038 0039 1.6 1.7 ¢
ADS 8862 9.0 97 MY 4583 1.465 0,225 0.119 0015 05 03t
1365 63 6.6 F8 3480 0498 080 0035 1.2 124d
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THE COMBINED SPECTROSCOPIC-VISUAL QRBIT

TABLE U
Some spectroscopic binaries

Min. Masses or

Star Mag Sp. P(d) & K, X, Mass Funclion
« Phe 2.3 KO0 38488  0.34 5.8 0.07

x And 4.4 B3, B3 14361 056 475 1174 269 109
L And 5.1 KO 1777 0.02 26.0 0.03

¢ Phe 39 B& " 167 0.03 1214 2477 6.0 3.0
v Phe 34 K5 193.79  0.00 16.0 0.08

8 Tri 4.9 Go 993 006 2.8 0.0007
o Per 3.8 BI 442 004 109.3 1594 52 36
52 Per 4.7 G35, A2 157644  0.05 43.1 0.74

63 Tau 5.6 Am 842  0.10 37.6 0.05

66 Eri 5.2 B% 552 0.07 970 1110 25 22
a Aur 0.0 Gs. GO 10402  0.00 264 215 27 25
 Ori 2.2 Bl 573 008 101.0 263 205 7.9
0B 7.8 BO 650  0.14 8! 0.35

¢ Ori 2.8 08 29.14 076 1152 1958 159 94
136 Tau 4.6 - A0 597 0.02 489 T 0.6 04
& Col 39 G5 86878  0.70 10.6 0.04

t Pup 28 Ko 10660  0.09 4.1 0.008
19 Lyn 5.6 BS, B8 226 008 1064 199.1 43 23
63 Gem 5.2 F5 193 0.00 94.6 116.8 1.0 08
4 Gem 43 KD 19.60  0.02 34.2 0.08

| Hya 5.6 Fl 1.56 0.5 30.3 0.004

e Hya C 6.9 Fs 990  0.62 350 0,02

¢ Leo 1.5 F5, A3 14.50  0.00 54.1 63.1 1.3 1.1
30 UMa 50 AD 11,58 038 34 0.04

@ Uma 4.7 AO 1583 0.30 222 0.02

£ UMa A 4.4 GO 669.1 0.56 8.3 0.8 03
£§UMaB 4.9 Go 398 0.0 5.0 0.00005
95 Leo 55 A2, A2 663 0.2 57.6 80 1.0 07
{UMaA 23 A2 20.54  0.54 676  68.8 1.7 1.6
a Vir 1.0 B2, B3 401 0.15 7.2 1936 7.5 4.5
3 Boo 5.8 F5 36.04 049 540 658 23 19
a Dra 37 Al0p 5142 038 46.9 0.44

12 Boo 4.8 F5, F5 5.60 0.17 684 720 14 13
B CrB 3.7 FOp 3834 0.41 92 0.24

¢ Lup 4.5 B6 1226 019 63.3 664 13 1.3
¢ Her a9 A2 402  0.02 707 112 1.6 1.0
x Dra 3.6 F8 28033 0.45 (8.0 0.2

& Tel 5.3 B6 2070 022 34.9 0.09

46 Dra 5.1 AD, AD 9.81 002 28.1 34.1 0.1 ol
2 Sge 6.0 A3 739 005 528 7.6 10 07
4 Aq) 3.2 B9, BY 1712 0.61 51.0 637 0.8 0.6
18 vul 5.5 A2 9.32  0.01 78.5 6.3 23 21
35 Cyg 5.2 F5 2440 0.51 9.6 0.14

« Pav 2.0 B3 i1.75  0.0! 7.2 0.0005
57 Cvg 4.8 B3, B3 285 0.4 117 126 21 20
77 Cyg 55 A0 173 0.02 109.7 1103 0.9 0.9
14 Peg 5.0 A0 530 053 370 404 0.1 0l
2 Lac 4.6 BS, B6 2.62 000 748 96 08 0.6
HD 214479 9.1 M1, M1 408 0.01 468 581 03 02
74 Peg 6.1 AQ 1123 004 26.7 0.02
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1.3 LINNUNRADAN ROTAATIO JA MASSAJAKAUTUMA

1.3.1 Linnunradan massamalli

Probleema: Miten t#hdet liikkuvat kaikkien muitten tihtien aikaan-

saamassa gravitaatiokentdssi?

Teoreettisesti probleemaa olisi k#siteltdvd n-kappaleen probleemana,

jossa massakappaleen m liikeyhtdls on
e bt — f—
. = - . =Tk
q*LL1} - EE: G'qntvﬂh 3
k=1 ik

Siis periaatteessa 3n kappaletta 2., kertaluvun differentiaaliyht&l8d,
joitten ratkaisemiseksi joudutaan suorittamaan 6n integrointia, joista

vain 10 voidaan ratkaista suljetussa muodossa.

Onneksi on havaintoja Linnunradan t#htitiheyksistid sek#d rotaatiokdy-
ristd, jolloin probleemaa voidaan lihestyd seuraavasti. Havaitsemalla
Linnunradan (tai meun galaksin) rotaatiok#yr# (tdhden ratanopeus
galaksikeskuksen ympari t#htien ja galaksikeskuksen vdlisen etdisyyden
funktiona) voidaan laatia ensimmi#inen karkea malli Linnunradan massa-
jakautumalle. Vertaamalla massamallin teoreettista rotaatiokiyrid

havaintoihin saadaan massamallia t&smennettyd.

Havaittu rotaatiok#yrd|————|Galaksin massamalli

Galaksin massajakautuma midrdytyy t#htijakauman perusteella. Linnun-
L) . - (13 - s aw - 3 - -
radassa kasvaa tihtitiheys (=t#htien lukum#dri/pc”) ja siten massa-

tiheys (g/cm3)

1) Linnunradan tasoa kohden

2) Linnunradan keskustaa kohden

Tarkastellaan seuraavassa aksiaalisymmetristid massamallia, jossa
tihdet liikkuvat ympyriradalla galaksin tasossa (z=0) ratanopeudella

v =& (r) (perinteinen merkintitapa Linnunradan dynamiikassa).
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Kiihtyvyyden radiaalikomponetti:

-e .9- e
&, =T - ympyrdliikkeessi: ¥~ =©
. 3
2
o = _("’“_) - MM

Toisaalta radiaalikiihtyvyys voidaan lausua gravitaatiopotentiaalin
96 gradienttina:

a.r(,'..)___ _ 2-‘{-("!"2 = ¢(«qo)=ga_r.&;?

Z2z0

O

"I

Kun massajakauma (keskimifiriinen tiheys € ) tunnetaan tai oletetaan
tunnetuksi,voidaan gravitaatiopotentiaali laskea galaksin jokaisessa

pisteessd. Kytkentd gravitaatiopotentiazalin @ ja rotaatiokdyridn © (r)
vdlillE on:

2
A > ~

ESIM: Miirit3d rotaatiokiyrin muoto, kun massamallina on homogeeninen,

e s lo.
T, sdteinen palle <:)

a) Pallon sisdpuolella

siteen r sisdpuolelle j#ivi massa: M (¥) = i%— .8
GM(-f-)
Lﬁfd
- 91 D=2 G ymA e
T

S(+)= *V%vg N

b) Pallon ulkopuolella

an =-6ow M= T8
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Seuraavalla sivulla on esitetty muutamien galaksien havaittuja

rotaatiokdyrii.

Linnunradan vanhemmissa massamalleissa on kdytetty
-pallomaista massajakaumaa (pistemassa galaksin keskustassa)
-homogeenista pydréhdysellipsoidia

-pallomaista jakaumaa + litted ellipsoidi

Ehki eniten kiyetty malli on Schmidtin massamalli vuodelta 1965:

epihomogeeninen pydrihdysellipsoidi+ massapiste Linnunradan keskustassa

Epihomogeeninen pybrihdysellipsoidi kuvataan samankeskisill#d ellipsoidi-

kuorilla, joilla jokaisella on oma tiheytensi.

Massamallin avulla voidaan laskea esimerkiksi Linnunradan kokonaismassa

(katso harjoi tustehtdvii). Schmidtin massamalli antaa tulokseksi:

M(pydrihdysellipsoidi)
M(keskus)

1.75<10" " n
11 _°
0.07x10' ' M
11 ©
1.82x10" ' M
O

kokonaismassa
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Figure = The rotation curve ©(R) for the inner parts of our Galuxy s

derived from 21-cm observations by W, W. Shane and G. P. Bicger-Smith (84).
Individual data poinmts are plotied as dots. and the satoath eurve is from dynan-
ical models. | From {BIS). Reproduced with permission from the Aanul

Review of Astronumy and Astropliysics, Volume 14, Copyright © 1976, Annual
Reviews, 1nc.]
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Figure Rotation curves of spiral galaxies. abtained from optical
meusurements. [ From (R8), by permission. Copyright © 1978 by the &Q
American Astronomical Society.]
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Fipure -~ Rolation curves for spiral galaxies tincluding our Galaxy) from

Ao line rdio measurements. Notice that the ronation curves of M31 and IC
342 show no evidence for an outward dectine and that we have no relisible
information about our Galaxy's rotitien curve beyond the solur rudius.

[Data from (H3, 331), (114). (R1), and (R51]
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1.3.2 Linnunradan differentiaalisen rotaation kaavat

Linnunrata ei pydri jdyk#n kappaleen tavoin, vaan eri etdisyyksilld
galaksin keskustasta olevat t#hdet liikkuvat eri nopeuksilla. Ulom-
pana olevan t#hden kiertonopeus galaksin keskustan ympdri on pienempi

kuin lZhempind keskustaa kiertivin tidhden nopeus

> > > “— « Noe e = N
.—)@c—-—)-—> Y @ » - G) ) [ @ .
absoluuttinen suhteellinen radiaalinopeus-— tangentiaali-
nopeuskentti nopeuskenttd kenttd Auringon nopeuskentti
(Auringon suhteen) sunteen Auringon suht.

Miiritelldsn Auringon ldhiymp#ristélle nopeuskoordinaatisto LSR (=local

standard of rest), joka kiertdi galaksin keskustaa ympyrdrataa pitkin.

Jos siis tdhden VLSR?O’ kiert#i tdhti galaksin keskustaa ympyrdradalla.

HUOM. 1 Auringon v ei ole tarkalleen nolla

LSR
HUOM, 2 LSR voidaan myds mdiritelld Auringon 1ldhiympdristdn nuorten

tihtien kinemaattisena painopisteend.

eb C.Rn)

1 S = tarkasteltava t#hti
SOCRJ==VO = Auringon ratanopeusgalaksin
keskustan suhteen
R0 = Auringon etiisyys galaksin keskystasta
R = tarkasteltavan tihden etdisyys
Re galaksin keskustasta
©(R) = v, = tdhden ratanopeus galaksin
SR) keskustan suhteen

d = tihden etdisyys LSR:stid

= galaktinen pituus

C = galaksin keskus
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Olkoon tihden 8 radiaalinopeus LSR:n suhteen v_

g
"

LG (V%)

g
"

« = O (R) cos e = 6, (R,)sin L

coseo! lausutaan sinilauseen
i avulla kolmiosta 0CS %

sin(30%+) _ cosot _ Re

sin & T oste & R

=> cos ‘—’"%9'51“12

U, = [%% - Go(ﬁo)]s'mg

q
it

eo -] M
%, [eéa) . Rc(f i]st

l é% = GJ(B) = kulmanopeus galaksin

keskustan ympirl

o, = R, [a) (R) - @ (R,_,)] sin f

Vastaavasti on t#hden tangentiaalinopeus LSR:n suhteen

y =), — (V)

G
i

V, = & (R)'stn — S cos ¢

Edellisen sivun kuviosta saadaan

~lauseke -sin of :lle -

Roeos = d +R <o (20° - L)
s.___‘p-—-—-—-—J

s o
. _R -
;\»smd—f_r_os( 5

5 = R[ER- Gelcast - 2B

G
[l

R [w(g) - w(RQ] cosl = w(R)d

O
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Auringon lghiympiristtssd d << R _'Ja IR—RO[ << R_, joten kulma-

nopeuksien erotuslauseke voidaan kirjoittaa (R—RO):n sarjakehitelm#ni,

josta huomjoidaan vain 1. kertaluvun termit (harjoitusteht#vd). Niin

saadaan Oortin kaavat, jotka kuvaavat Auringon kiertoliikettd galaksin

keskustan ympiri ensimmiisessd approksimaatiossa:

G
1"

- = Ardsin 28

S
f

(P\ C_osa.Q + B)d\

missd Oortin vakiot A ja B on mi#ritelty seuraavasti:

- Al 8 _
A = a[ao (olR o)

R =- %:[-Eil + éLgi)Rai

Ro dR
9, =
ﬁ__m(fa) A-B
d - B
(do): - (A+®)

A ja B saadaan havainnoista, joten R0 ja EBO volidaan mddritti4.

Nykyisin hyvdksytyt arvot:

1

A

B
6%

R

o
Oortin vakioitten perusteella on

joten LSR:n kiertoajaksi saadaan

15 (km/s)/kpec

==10 (km/s)/kpc

250 km/s
10 kpe

LSR:n kulmanopeus U)(Ro) = 070053 /vuosi,

246"106 vuotta. Kun Auringon ik# on noin

4.5*109 vuotta, on Aurinko ehtinyt t#hi#n saakka tehdd noin 20 kierrosta

Linnunradan keskustan ympdri.
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HUOM. Jos Linnunradan massamallina kiytettdisiin pallomaista massa-
jakautumaa (jolloin koko galaksin massa voidaan korvata kes-
kustaan sijoitetulla massapisteell#) olisi Auringon liike

Keplerin liiketti. Galaksin kokonaismassa olisi t#118in:

2. ... GM
O, (Rp) = % } > M= 15%10" M,

-8, 250 /s

o

Havainnoista saadut Oortin vakiot A ja B osoittavat kuitenkin,

ettd (1/R)-potentiaalin oletus ei aivan pide:

v &° G Mm

R Rt
3
Q = ‘%‘ | differentioidaan
c4
= %2— = - G—‘é::- {18_ I sijoitetaan t M= _G_G;R_
= d& . _212 8
4R~ 2 R
= 8/R = —9
de/dR
toisaalta: *"—‘—-> (LE- = L
A+B

‘teo\‘-

P(‘B - go/Ro
"@*E)_(&%QR%,

Sijoittamalla t#hi#n havaintojen perusteella md#iritetyt Oortin

vakiot A ja B saadaan kuitenkin

(£2) =5

A+B  hav




- 29 -

1.4 TAHTIEN SIROTTUMINEN JA DYNAAMINEN JARRUTUS

Edellisessd luvussa tarkasteltiin s##nnSllisten voimien vaikutusta
tdhtien liikkeeseen. Seuraavassa tarkastellaan epidsd#nndllisten
voimien aiheuttamia h#iriditi tdhtien liikeradoissa (esim. t#htien

"kohtaamiset'") sek#d palautumista tilastolliseen nopeustasapainoon.

1.4.1 Tdhtien sirottuminen (1/r2)—v0imakent'éss‘é

Tarkastellaan t#hted, joka lihestyy suunnasta f&‘w toista t#hted.
Kyseessd on kahden kappaleen probleema, jossa kuvataan ldhestyvin

kappaleen suhteellista rataa ''paikallaan' olevaan kappaleeseen

ndhden.

HUOM. Todettakoon, ettd tihden sirottumisen kaavat pdtevidt myds
Coulombin kentissi (esim. elektroni ohittaa protonin) kunhan

& gravitaatiovoima korvataan Coulombin voimalla.

e
\\\\\ P
o
>~ P
'}.ﬁ' -'F-l. \6 -~ ;’F‘L
I :
.. ae | ™
@ kiinted " ~
e N suunta ~ ~
~ ~
- ~
7~
@ = sirontakulma
5 = tdrmiysparametri
2 o = hyperbelin iscakseli
2% = hyperbelin pikkuakseli =2 et

Kahden kappaleen probleeman ratkaisuna saadaan kartioleikkauksen

yleinen yhtdls (kts. liite s..A¥F)

N = - 1 % _’:lf_'-: MG <+ Nﬂ.Gi-}-g‘E?"‘i' (‘.OS((‘S'—!'&;)

15 + \l ;q-ié + 3‘;;_ cos (W= ;) ht ! R

1 . MG LEHY -
o R = 8
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Kun r—=> ©© , niin 1/xr —» 0
—51
é_\!l”' a.aa cos (- %) = -

4
:@ —_ = Ces (‘19' '& ) = —T—— =
J1+ 1?—&% G:: .‘ “q;%*,

Titd kosiniarvoa vastaa kaksi '\}‘w:n arvoa: lzhestyvin tZhden "9;9 ja

etdfntyvin tihden o, .

-4
5 .

Sirontakulma © saadaan viereisestd ~ _ S o
. - ~
kuviosta ilmenevist#d relaatiosta : - J<‘°—a>:’/
>,
~ R 7 e
- ‘\3‘00—-’6;
e:&('&w‘ﬁ;)-—'ﬁ -~ e \\
s 2 =sin[(F ) = - cos (- ) <
. " Kytket##n pintanopeus h térmdys-
sin 2 = 1
o - =7 ..
9 q 9‘6_55:' parametriin s:
t Mzer
A =v2F = SV, v ~tdhden ldhes-
E. Qa‘ tymisnopeus suu-
- rella etdisyydelld

= 9\.- =9¢s*

d‘

. L=
%SL?L'Q—‘: ' -
£y 3 o & me———
V1+( =) T Yaret

cet & - RES .
° 2 MG SIRONTAKULMAN KAAVA

"

Tihden sirontakulma riippuu t#ten l#hestyvdn t#hden alkuperdisestd

liike-energiasta massayksikksi kohden ( € = -%: ‘-l',z ), tdrmiyspara-

metrista s sek# systeemin kokonaismassasta (M=—'m1+m2).

-
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Tihtitiheys mddrdd sen, kuinka usein tdhtien kohtaamisia tapahtuu.
Oletetaan seuraavassa, ettd saapuvien kappaleiden massat ovat yhtid-
suuret (=> M=vakio) ja ettd niilld on sama lihestymisnopeus \A

(=Y sama £ ). Sironnan differentiaalinen vaikutusala € (©)

miiritellddn seuraavasti:

g(@)d L = aikayksikossi sironneiden kappaleiden lukum'ei‘eiréi/cmz

aikayksik®ssi saapuvien kappaleiden lukum‘ai::-iréi/cm2

d.A
missd avaruuskulma-alkio OLO.=-‘:§_

\% ALl = Y‘JG-TZEVLG&\P
T
A,
-rsi.v\e TinSdP d0 = am Sine 48 (integroitu
YN n yli)

Tarkasteltavaa tdhted l3hestyvisti kappaleista siroavat kulmaan dJ{L

ne, joitten tdrm#ysparametrien arvot ovat vdlilld s,...s+ds.

[c\_n.

saapuva
kappale

Toisinsanoen aikayksik®ssid avaruuskulma-alkioon dfL sironneiden kappaleiden
lukumiird/cm” on oltava sama kuin ds-paksuisen renkaan l&pl menneltten

kappaleitten lukum##rid.

E(0) M sin©de = - AMsds miinusmerkki, koska s ja © kasvavat

vastakkalsiin suuntiin

. _sds e _2ts MG gt O
= <S(o)= sin © 40 cot g = T 57728 1
48 _ame(_ 4

46~ T 2EN 28

. __ MG st _1 Me A
= s(o) = 2¢g SLV\G[ 2 9% ente
L—Y.._J 2

2w 8 &
v 3 <o 5
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N c.:asﬁ-
6 Le) _{ MG Sin £

2/ - Aswmg Cos%-_ gin’.%

|- S) =";(MG‘

1.4.2 Téhden liikkeen dynaaminen jarrutus

Tarkastellaan seuraavassa 'levossa" olevaa tdhtijidrjestelm#i, jonka
1dpi kulkee tdhti alkunopeudella V. Témi t3hti siroaa periaatteessa
jokaisen levossa olevan t#hden vetovoimakent#ssi (sirontakulma

tosin erittdin pieni), jolloin sen nopeus alkuperdiseen liikesuuntaan

nihden pienenee mddrdlli

E ¥ ¥

-l},, Vg COS ©
DU = U, -U, cos © —_—2 S
' ¥ K T, %

Tdhden liikett# jarruttava voima on siten

N4 Pg
qﬂﬂ+?n&

F = Z 7&2%‘}; ; missé’i/q (pp=koordinaatistossa

kdytettivi redusoitua

massaa)

il

At = tihden i "ohitusaika"

Siirrytddn jatkuvasti jakautuneeseen "t#htiviliaineeseen', jossa on
n tihted/tilavuusyksikkd. TH118in

nv_ = "t&rmiivien" tiZhtien lukumiiri aika- ja pinta-alayksikkéd kohden.
= saapuvien n n " " "

Kulmaan © ,... 9 + d© sironneiden tdhtien lukumiiri/aikayksikkd on

N = mny, - () AL sironneiden

tdihtien lkm/cm 5. lkm/cm™ s

z
f]

ny - S(O) AT SO 48

.SIRORNAN DIFFERENTIAALINEN VATKUTUSALA

2 = 6(9).{.0.-saapuvg'.en tihtien

A

®
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Sironnoissa 9 ,... © + d© menetetty liikemd#rd alkuperiiseen suuntaan

ndhden on ajassa dt :
‘}_ﬂ_) = M Av N
'_"/A s (1_Cose) .~ 6(93 ATl <in © dS

Kaikissa sironnoissa &,., < © < 6, .. on menetetty liikemidri/aika-

yksikké eli tarkasteltavaa tdhted jarruttava voima (stellar frictiom):

e‘Max
F = S AP(S) 4e

-

e
T ) 535
= 2T g vy S (1~ Cos®) S (p) sin B 2B )= o5
e"lmn
Svaax 6= &(09. ..,3-)_-!1-
= 2 S - cos ©) sds A )
2 /« u— o (1 -cos ) \,aufmn :,3; e
&= 29, -7
~Cosb= cos AU, = ‘1_221_“_'\2'2
= am ‘U" e S (1 Mﬁ) SC‘S 'taq\?"n}w
- /K 1+ ta >,
Stmn |
m - ) E- )
= ampn | oy o o, =ton (18 = 0[]
Sn:..q*-m&” :‘EM(&-%)=CQ":‘9—.

_2Es _ ot s

- mMe T o MG

Mev+k. ¢ =
+k L N

Smax tomd = oL S
= :qw/«vang ] 'S“"i *

G

sm.x S;:\- s'ﬂ\'lh = 0
qTT 2 % .2 X
- apadn [ (1428 o = S
0(1 MG
Smin

1

F : &"Tﬂ'\'n. M G In 1+ ‘! 3;“3 TAHUDEN LIIKETTA
7TNT MY G2 JARRUTTAVA VOIMA

Tami kaava on voimassa, kun muitten t#htien nopeudet ovat pienii.
Tormiysparametrin ylirajana on kdytetty t#htien keskimdir#istd
-1/3

vilimatkaa : s M n (Chandrasekhar & Neumann osoittivat 1942

ettd tapaukset s > n_” eivdt merkittividsti vaikuta). Jos halutaan
huomioida myés kaukaisten tdhtien aiheuttamat gravitaatiofluktuaatiot,

olisi smax-—arvoksi valittava systeemin koko.
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Aikaa, jonka kuluessa tZhti saavuttaa tilastollisen nopeustasapainon

muitten tihtien kanssa, kutsutaan tiZhden relaksaatioajaksi ¥

{(hidastumisaika).

LRSS

n

e Gt o e Ve
= ty. ol =
W n {1+t ST, M6
‘\J'3
V= . - TAHDEN RELAKSAATIOAIKA
LW MG m (1 + "ng@- S|

Témin ajan kuluessa on tdhti menettdnyt alkuperdisen nopeutensa.

Relaksaatioajan kuluttua on Z(QE)ZM Ez, missd

AE = tihtien kohtaamisessa tapahtuva energian vaihto
E = kineettinen kokonaisenergia alkuhetkelld
ESIM. 1 Auringolle: v _= 20 km/s = 210" m/s
«= (v2/ue) = 3x107'% 1/m
n-= 3.7x10-56 cm_3 = 0.1 pc—3
Jos S ax 3 pc %1017m (~tdhtien vdlimatka), niin Y 8=<1019

Jos smaxm104pcz 3*1020111, niin 'r'"ﬁsS*m}gs 0 1012y.

Todetaan, ettd 8 ax D 3TVO ei merkittdvisti vaikuta: tulokset
poikkeavat toisistaan noin tekijdlld 2. Tdrked tulos sen sijaan

on, ettd Auringon ympidristdssi W >> Linnunradan iki (15!109y) .

Auringon ympHdrist8ssid ovat tdhtien kohtaamiset vaikuttaneet sangen
vdhin. Ndin ollen tihdet kiertdvit Auringon ldhiympiristissid omaa
hdiriintymiténti rataansa Linnunradan keskustan ympdri. Sen sijaan

kohtaamiset molekyylipilvien kanssa saattavat olla merkityksellisii.

ESIM. 2 Massiivisen molekyylipilven M w2 106 M@
n = (1.5 kpc)_3= 10-59 m_3
5 2z 3000 pe =2 1020m

max
Muut parametrit kuten edellisessd esimerkissd.

= T w 1010 v (¢ Linnunradan iki)

5 = 1012)7.

D
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ESIM. 3 Tiheimmiss#d t#htijoukoissa ovat tihtien kohtaamiset merki-

tyksellisii:
Plejadeilla TV = 2x107 v (vrt. Plejadien ikd 6-10 107Y)
ESIM. 4 Pallomaiselle t#htijoukolle

T 4.5x109y (vret, ikd = 10—20x109y)

1.4.3 Stellaaridynamiikan perusyhtdls

Johdetaan seuraavassa Boltzmannin yht#l8, joka pdtee kaikissa satun-

naisissa prosesseissa kuten esimerkiksi kaasumolekyylien, kosmisten
hiukkasten ja tdhtien liikkeiss#. Tarkastellaan tilavuusalkiossa

dxdydz (lyhyemmin d3x) olevia hiukkasia, joitten nopeudet ovat tie-
tyll4 nopeusvililli, jota kuvaa alkio dudvdw (lyhyemmin d3u). Oletetaan
lis#ksi, ettd tdssi faasiavaruuden alkiossa dy = d3x‘d3u ei synny

uusia hiukkasia. Hiukkasten lukumidiri tissi faasiavaruuden alkiossa on

AN (1) = £(F,9,6) dy

= hiukkasten tiheys faasiavaruudessa

_ AN U AN&)
= 40y TR

Katsotaan miten funktio f muuttuu ajan mukana. Tarkastellaan ensin

muutosta yvhden koordinaatin suhteen:

X X+ &xX

‘ i > X x-akselia vasten kohti-

| [ . suorassa olevien ''sivujen

Xy yere W X+dX, Y, ...
£(r7| ) ) £( s )W) pinta—-ala" on dydzdudvdw

Ajassa dt on sisi#ntulevien hiukkasten lukumd&rd tdssd tapauksessa

Ny (sisaan) = 2 € (x,,0w) dydadudy dw ot

= u ;g(x,%,..-,w)éla&zclu dv dwdt
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Vastaavasti on kohdassa x+dx ulos tulevien hiukkasten lukum#AHrid :
Nx (ulos) = w :E- (x"'dx;‘/,---;w) %&EAMJ\VAW&"C

Faasiavaruuden alkiossa d}f on siten hiukkasten lukumdidridn muutos

ajassa dt :

CLNX = u_[g(x,y,...,w)‘-g(x-\—&x,y,..‘,w)] Aycﬁg;clu&va\w&t
u[- 3L ax]dydz dudvdwdt
3
- u Eé dtd.t

1

Vastaava tulos saadaan my8s faasiavaruuden alkion muille koordinaateille.

=> dN,, = AN, +dN +.. +dN,
-(ui+v§£+w—£+u—%+v +w—£‘-)dygat

Vertaamalla tdtd lauseketta funktion £ kokonaisdifferentiaalilausek-

=

keeseen = %,{: edelligen mukaan
-~ = -
df _ 338 AR L 4%
= -+ - —=
e DAL TS
=1 L =1 L

havaitaan, ettd

> 3 3 ~ 34 Lo 3L e 3 =0
i-% =%%+“§f*v§§+w§%+“gw+\’ AR

eli

f = vakio

Mik#1i uusia hiukkasia el muodostu, s#ilyy hiukkasten tiheys faasi-

avaruudessa vakiona.

HUOM. Edellid on oletettu, ettd t&htiin vaikuttavat voimat ovat

konservatiivisia. Tdll&in

u- = — EQ! , jolloin ylli oleva yht#l3 voidaan kirjoittaa
L
X,
muotoon:

38 _ 3V 2
Z I:lk‘_ Y ¢4 BX;_ ?%;]

=0 stationaarisessa tapauksessa

o
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Sirottuneet tihdet "diffundoituvat" ulos tarkasteltavasta alkiosta faasi-

. avaruudes ‘a. TH118in on edellid esitetyn yht#ldn oikealle puolelle

- o e ssoer o ba . e . . E)
1lisittdvd tormiykset huomiova termi (Té)coll :

‘ a8 _ N8 o N 3 BOLTZMANNIN
- § ‘ 3L
dt 3t ~ [uL Xz ¢ Bu:l ( ) YHTALS

Sovellettaessa ti#t# yht#l8i stellaaridynamiikkaan kutsutaan sitd

stellaaridynamiikan perusyhtdlsksi.

(’j Koska t#htien liike nopeuskoordinaatistossa on t&rmdysten tapauksessa
\‘ L] Ly an g - L4 .. L] .. [X] hd aw 1} -a L
hyvin epdsd#nndllistd, voidaan tdrmdystermina k@yttdd klassisen

diffuusicteorian Fokker-Planckin yht&loid:

N - _ N ala: 4 s (8:8)
.(gg._)&.»n - Ll BLL'-_ *+ 9- Bu?'

missi a, = lim Luc(t)-uwiran)] . dynaamisan"l.citkan kerroin
1 at»o At :

2.
b. =1 mL“‘Lﬂ—w‘(‘hﬂtﬂ = diffuusiokerroin
1 A0 At

O
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ESIM. Auringon ympirist®ssid on tihtien relaksaatioaika huomattavastil

suurempi kuin Linnunradan ik#. Td1lldin voidaan olettaa, ettd

52y

=>ﬁ=o

= £

vakio

Faasiavaruuden hiukkastiheys voidaan ratkaista seuraavasti:

Oletetaan 1) f ei wxiipu ajasta

2) nopeusjakautuma ¢(u,v,w) ei riipu paikasta

ja sen normitus on :

§SS¢ (U‘JV>W) dudvdw = %

TE116in £(x,y,z,u,v,w) = D(x,y,2)* ¢(u,v,w)

missd D = t3htitiheys kpl/pc3

Oletetaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi, ettd kaikilla

tihdilld on sama massa m . T#1185in

o
S’-(x,y,z) = m- D(x,y,2) b- (}5 = £ ! 'SSS... dudvdw
DSS§¢&U\&V&W = ggg £ dudv dw
o _
-1
S (x,y,z) = mgggf(x,y,z u,v,w)dudvdw
-0

Massajakautuma aiheuttaa potentiaalikent#n V(x,y,z) , joka

toteuttaa Peoissonin yht#lon:

AV = WiV = 4G S POISSONIN YHTALD

&= VY& t) = -0 ggg s—b—"ﬁ dx’ ‘L)' dx kun reunaehto on:

'r 7
V=0, kun |r| >0
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Seuraavilla perusyht#l8illd pyritdin ratkaisemaan .

tihtien jakauma faasiavaruudessa.

Boltzmannin yht3ld

Poissonin yhtdld

.- __> f(X,y,Z,u,AV.,W)V
9 = mgggf(x:Y9zgg?Y,W)nd3}l j

1.5 MASSAJOUKON STABIILISUUS VUOROVESIVOIMAN VAIKUTTAESSA

Gravitaation sitoman massapistesysteemin (esim. t#@htijoukko) tullessa
liian lihelle massiivista kappaletta M , pyrkii massajoukko hajoamaan.
Samoin voi k#ydid kiintedlle taivaankappaleelle (esim. kuu) , jos se tulee

riittdvin lzhelle suurimassaista kappaletta (esim. planeetta).

1.5.1 Stabiilisuusehto, kun suurimassainen kappale ja massajoukko

ovat levossa toisiinsa ndhden

Parven side = T'

0P =%
—-0 — —
OP1 =r -rxr'
. . e , . - _GM
M:n aiheuttama grav1ta§t10k11htyvyys pisteessd P0 s Qa? - 'j;a
M:n aiheuttama gravitaatiokiihtyvyys pisteessd P1 : %"P = - _GM
1 (’T‘-v‘)l
1 1 1
%P %‘P’"‘GM[@. Ne —1]=‘GM -~ 3
V) + Tp_g 2, * %
-k e D) v

= —GMI:::—‘_;_(’I**'i":")“'...)- ;1—‘,,
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h}

T
¥7,” A =TOM LG

m:n aiheuttama gravitaatiokiihtyvyys pisteessd P =

Stabiilisuusehto:
G > - 9 l= QLGM~’
."._.‘_1. 4 %-E‘ e, T .r..g U
o]
m. 2 :
=>|l— > 'f_:\ MASSAJOUKON m STABIILISUUSEHTO
+? BY

1.5.2 Stabiilisuusehto, kun massajoukko liikkuu ympyriradalla

" <
Napakoordinaatistossa kiihtyvyys = r -t Ympyridradan tapauksessa

r = vakio =» T=0

Keskeisvoiman kiihtyvyys pisteessd Po Poag = - rr&:'
Keskeisvoiman kiihtyvyys pisteessi P, 1oag = - (r - )™
1
M:n aiheuttama gravitaatiokiihtyvyys pisteessd P ! g, = = G';‘_
o ?l, ~+
M:n aiheuttama gravitaatiokiihtyvyys pisteessd P P g, = — GL,—_
1 % {r-v")
m:n aiheuttama gravitaatiokiihtyvyys pisteessid P1 = E—T‘:—; O
*
Stabiilisuusehto : .
G m -
+0 T+ Q&
e > (%91 13‘) (%‘a, 1;)
635 #fanmor] |
>|la, —a t+ - - W2 Y]
= 1R T % T 1% T % |2 = o =t - (09%)
. - — .
. - ‘D.’- - Y 4
9 6M -I-t-q} l-'-r.?_..'.’__
3
hy - ‘T")- GM . A
= 2L -\
kts. kohta 1.5.1 "

¥
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L) > +3 T
?
o I M >~
T)Q .'.3
i M STABTTLISUUSEHTO YMPYRALIIKKEESSA
; 3 3 .
+? + OLEVALLE MASSAPARVELLE m

ESIM. Ympyrirataa kiertdvd tdhtijoukko Linnunradan vetovoimakentdssi.

Stabiilisuusehto:

G >|(c><\h,1+a,,1)_ (2, o)

.{,1‘3.
2
- — .8 a
> 2g-0p| +ag — 9, = TS + A% o
2
'T"!:g‘a:"l“—e—‘j: M a
v %(wr = - 8
e
33 _ 20 de
d+ oAy
G ve> _ 20 4de e
Y > 7T g — T = —=
G y & Y 46
ik N AT
et S ——
A-B 2A
..CI\’;‘:"‘_? > YA (A ..'B) , missd A ja B ovat Oortin vakioita
T
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1.6 VIRIAALITEQREEMA JA GALAKSIJOUKKOUEN MASSANMAARITYS

1.6.1 Viriaaliteoreema

Johdetaan seuraavassa lauseke HHrellisessi tilavuudessa olevien

kappaleitten liike-energian aikakeskiarvon ja potentiaalienergian

vilille
L 4
L4 *
e © o Massapistesyteemissid olkoon massan mJ
. ® paikkavektori ;j ja liikem##rd pJ =m Ej
- Massaan mj vaikuttaa voima f& =p. .
L

|e

Tl
ol
L ]
a3
It

2LRT 2L,
_'&-}- Zmi’i—a-'&%

T . T +9 1V , missd T =koko systeemin liike-
3 i

energia

1}

M M

Ajallinen keskiarvo:

Oletetaan sidottu massapistesysteemi, jolloin r, ja p

3 saavat Hirellisid
arvoja kaikkina aikoina,

%’&;";o 7}7[2 Py (™) -'r () — P (RN (o)] =0
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VIRIAALTLAUSE

Jos voima on johdettavissa potentiaalista Vj (ts. F =-T]V(rj)), saadaan

(Ty == §< T-IVER-F> = 1< D Ve - 7 >

Olet. keskeisvoimakenttd: VL"rd) = C 'Tén

= VN&)

= L) = 3LV

\Y) V(Té)

e

&= Z’V\.C‘Tgl '?r‘: (—E&:-?&)

=1

2~ Fe=Cmr
ol

a‘-% a
a
= Z C ﬂréﬂ
'Y\Z V(“"Q

= mnV
et

koko systeemin potentiaalienergia

3

3

Gravitaatiopotentiaalin V= C-(1/r) tapauksessa eksponentti n=-1

=

(Ty =3 <\»

4

HUOM.

2Ty +{Vv) =0

Timi viriaaliteoreeman muoto on saatu olettamalla, ettd massa-

pisteet ovat ulkoisessa (1/r2)—vetovoimakentéssé (esim. pikku-

planeetat Auringon vetovoimakentiss#). Todettakoon, ettd

massojen nﬁ viliset vetovoimat on tissi jitetty huomioimatta.
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Oletetaan seuraavassa, ett#d ulkoinen vetovoimakenttd puuttuu, ja

tarkastellaan yksinomaan massapisteiden vidlisii gravitaatiovoimia,
Tillsin

tdhteen j valkuttava tdhden i

- it L
3 L;:A aiheuttama vetovoima
M = ;—_
[ a'— 'Y
=Y |- S (= %y)-F '
=2 7 N A v
L th —
3 [ 31 4 Yi

Kahden massapisteen (esim m ja ml)

viliset termit:

e [CE A RS A

ke

= - G:ig'\g (Fn-;ﬁ)(:ﬁ“‘“ -‘{:{)J
" ke

il

o Ty s dE o Ty
L*& LFy I/)
- V —_—
Viriaalilause: s.'.h‘
4 -_— —
T - = LT <
(TY = - 5<EFFY

= | {T)

[

{
o
AN
<
N

Systeemin kokonaisenergia keskeisvoimakentdssd:
CED =LT) +<V»
<EY =K - 2AKT™

(ES = - {T> SYSTEEMIN SIDOSENERGIA




- 45 —

HUOM. Vain koossa pysyvissi systeemeissd, joissa siis E < 0, pidtee

viriaalilause. Mit3d negatiivisempi kokonaisenergia on (ts.
mitd suurempi sidosenergia), sitid paremmin pidtevdt viriaali-

lauseen oletukset.

1.6.2 Galaksijoukon massanmdidritys

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd joukon kaikilla galakseilla

_ on sama massa, jolloin joukon kokonaismassa M =2,m. Tdllsin

2

1
F{%"‘g

‘Pl

H

9 <T> :Z <~m;\uf‘> = 'V\.M('\_J-'—é'> , missd
3

FAN
~
[

ajallinen

ja keskiarvo
{ \/> ZQY —4:3“-' >

- _GW?_(F‘F)'anikki parit n:std kohteesta

——

»
nin=-1) 1. komponentti voidaan valita n:11d
ES tavalla, 2. komponentti (n-1):114

Td118in jokainen kohde lask. 2 kertaa

mukaan = tulos jaettava kahdella,

(VY == 2ot (T

Viriaaliteoreema: 2<&TP +<{v>» =0
24Ty = - <ND

Kun n>>1 n{n-1)2~ n

% M, ('\79—> = M—L———'Q_ﬂ G""’\?h <::If->
=S mmd o) = —S: (erk\i <§:> | M = nm

eSS
M= 53ES
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Havainnoista saadaan kunkin galaksin sdteisnopeus vrj’ jossa on
mukana systeemin painopisteen sdteisnopeus v =V Galaksien sdteis-
nopeudet joukon painopisteen suhteen ovat: J

Ve

RGeSO AR LV

\ﬁg

/-- ) 'x)
nikdside

Oletetaan, ettd nopeusjakauma on isotrooppinen, jolloin

S

T T q —
e O e N o

Mik#li galaksijoukko on stationaarinen, pitee :

TRAN, - A% = - 2
<:“f"> =N =73 (_tré ‘J}b}

Karkeasti arvioituna on:

<Xy = ()

Havainnoista voidaan arvioida galaksien keskim##rdinen vdlimatka r

parhaiten mittaamalla kaikki vdlimatkat rij

~ = i&- E:: ﬂlé

On kuitenkin huomioitava, etti valokuvauslevyltd mitatut vHlit T,
ovat taivaalle projisioituja vdlimatkoja. Vain harvoin on galaksien
yhdysjana kohtisuorasti n#k&sidettd vasten. Useinmiten todellinen

vidlimatka on suurempi:

Havaitsija -
3 = A S Ak
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Kuviosta: r sin® = r' = valokuvasta mitattu projisioitu etdisyys
$> A = —1-', SLTL"S‘
T +

(1) o5 sinnbdd- NES
= 1 e ’ I
R S S T °
2]
S 2 ()
=5 e
Galaksijoukon massaksi saadaan. tidten
- A
M - 9\<_‘3'1> - L3 (Vvé“rfo)
A .2 Ey
e % (%)
—_— — 2
3T («r?\ = UQ;) . .
M = 07T' , missd r'= valokuvasta mitattu
(3 ( :3') projisioitu etdisyys

v, = galaksijoukon paino-
pisteen siteisnopeus

v, = galaksin j sdteisnopeus

.

Viriaaliteoreeman mukaan laskettu ga laksijoukon kokonaismassa on noin 10

kertaa suurempi kuin joukon yksittdisten galaksien massa-arvioiden summa.

Tdt3d ristiriitaista tulosta kutsutaan "missing mass"-probleemaksi.

Alla on lueteltu muutamia ratkaisuehdotuksia @

- Galaksijoukossa on nikymitdntd massaa (esim. tiiliskiven kokoisia
kappaleita ei pystytd havaitsemaan).

- Mik#li neutriinon {(fai jonkin muun massattoman alkeishiukkasen) lepomassa
onkin nollasta poikkeava, saattaa galaksijoukkoon kuulua paikallinen
neutriinotihentymi .

-~ Mik#li galaksijoukko hajaantuu, ei viriaaliteoreemaa voida soveltaa!
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2, TAEHTIEN ATMOSFAARIT

2.1 SATEILYN EMISSIO JA ABSORPTIO
Lihes kaikki taivaankappaleista saatava tieto tulee sdteilyn vdlitykselld.
Siksi astrofysiikan kannalta tirkein materian ominaisuus on, ettd se

absorboi ja emittoi s#dteilyd.

2.1.1 S&teilyn perusmddritelmid

a) Sdteilyn intensiteetti I, (Specific Intensity)

Tarkastellaan pinta-alkion dA 13dpi menevdi sdteilyenergiaa. Pinta-alkio
voi olla "tyhjdssid" avaruudessa tai taivaankappaleen pinnan osa. Pinta-
alkion li#pdissyt siteilyenergian mddrd dE, on verrannollinen siteilyn
taajuuskaistaan (y,y+dy), avaruuskulma-alkioon dw, tarkastelusuuntaa
(e, ¢) vasten kohtisuorasti olevaan pinta-alkioon dA, sekd tarkastelu-
ajan pituuteen dt

M = pinnan =

A normaali &w/ "\ = tarkastelusuunta (9,¢)

dE , (6,¢) ~ dy dwdA  dt

dE, (0,¢) = T, (6,¢)dvdewdA, dt

Séteilyenergian lausekkeessa esiintyvdlle verrannollisuuskertoimelle 1I,,

saadaan t3dten seuraava middritelmd.

MAAR. Sdteilyn intensiteetti I,, tarkastelusuunnassa (©,¢) on
(6,¢)-keskisessd avaruuskulma-alkiossa dw oleva sdteily-
teho taajuusyksikk$i ja pinta-alayksikkdd (dA A sdteilyn suunta)
kohti.



— g

1. (6 ¢)= 1€, % B MONOKROMAATTISEN
w P R A dvdw  €os O dAdvAw SATEILYN INTENSITEETTI
[I ] = QYo . W (huom. s'r = steradiaani)
v S'%\i'HE“ST , Mi.Ha..s-r

Sdteilyn intensiteetti I, riippuu tarkastelupisteen paikasta (x,y,z)
tihden atmosfddrissd sekd siteilyn suunnasta (siteilyn ei nimittdin tarvitse

olla isotrooppista:

S g (x,v,2,© ,95)

Pallosymmetrisissd geometrioissa riitt#i argumenteiksi kulma © sekd tarkas-

telupisteen syvyys x t#hden atmosfiirissi (tihden pinnalla x = 0).

Ly F L X, 07

v

Sdteilyn kokonaisintensiteetti suunnassa © saadaan integroimalla T,

y1li kaikkien taajuuksien:

- 2}
I-= S I, d» | xoxonarsiNtensiTEETTI
(o)

HUOM. Mikdli intensiteetti I, halutaan ilmoittaa aallonpituusvdlii

dA kohden, on differentioitava yhtdld

Y :*%% = dy = - {%{‘12-

sekd huomioitava, etti kummassakin tapauksessa on sdteilyn

kokonaisintensiteetti oltava sama:

T fl,c\v =°§I,L°U\

_ |a»
IA‘I»ICM
Plog v

Vastaavasti Iy = 11‘5?.

Tim#n johdosta saman kohteen (esim. galaksin) I, - ja I, -

spektrit poikkeavat toisistaan:



Ia kaltevuus 20

2

( 1I,® vakio)

> > A
a‘|

Sdteilyn keskimddrdinen intensiteetti

—

i & TR M

-

>
g:

<
P

teetin keskiarvoma yli kaikkien suuntien:

) (x) = $Luedde
y

i
§c§u.) Ty §I»(6,¢)o\w

HUOM. Avaruuskulma w midiritell#ln seuraavasti. Kun yksikkds-

sdteiseen palloon sijoitetaan kartio siten, ett#d kartion

kdrki (jonka kulma =& ) on pallon keskipisteessd, leikkaa

kartio pallosta alueen, jonka pinta—-ala = &,

sdde on mielivaltainen sdde r, pétee

Ndin ollen keskim#irdinen siteilyintensiteetti voidaan kirjoittaa muotoon

waw

J, 0 = 5 ((1,@cne a0 a0

(=]

Jos pallon
— -—b_ (R) = —
4T 4Tl i

dw = (r&e)ﬁ":;'med@

dw s de g

Iy kaltevuus johtuu relaatiosta

J, mddritellddn intensi-

MONOKROMAATTISEN SATEILYN
KESKIMAARAINEN INTENSITEETTI



b) Pintakirkkaus ja sdteilyn intensiteetti

Havaittaessa pintamaista kohdetta (esim. Aurinkoa, kaasusumua, galaksia,

taustasdteilyd) puhutaan pintakirkkaudesta, joka mitataan yksikdissid

Wm_ZHZ_1sr_1 (radioastronomiassa) tai erg s cm_2 A-1 st (optisessa

astronomiassa) tai 10" tihted/03° (= S10) (taustataivaan fotometriassa).
Kun tarkastellaan ldhteen pinnasta ulos tulevaa siteilyid, puhutaan
siteilyn intensiteetistd. Merkit#in seuraavassa kohteen siteilemii

intensiteettid I( 8, Q) ja havaitsijan rekister&imdd pintakirkkautta

I'(8 ,é). Seuraavassa osoitetaan, ettd I = I'

a2 =1

havaitsija

detektorin
setelleXi. pinta-alkio
pinta-alkio

Lihteen pinta-alkion emittoima teho: dE,, /dt = I ,cos®dAdYy dw

Havaitsijan rekisterdimd pintakirkkaus:

spobta dE, / &t _ I, 050 dAdvdw deo = 05SSR
W cos ' A’ dy dw'’ cos © dA' dy dw’ -
FENE cos © dA
Cos 8’ AA’ 2

I ) I cos © dA Py
v ¥ coso'ap LtSdR

Voidaan todeta, ettd havaittu pintakirkkaus on sama kuin l3Zhteen

sdteilyintensiteetti sekid riippumaton havaitsijan ja ldhteen

vidlisestd etdisyydestd (niin kauan kum absorptiota ei esiinny).




CaEpe

ESIM. Jos Auringon etdisyys olisi puolet nykyisestd olisi

pintakirkkaus edelleen sama
I'=1

Pinta-alkion dA l3pi mennyt sidteilyteho sen sijaan

1

kasvaisi nelinkertaiseksi (dw ~ - )
r

c) Sidteilyvuon tiheys ?-; (Flux density)

Tarkastellaan kaikista suunnista pinnan dA 14pi menevii siteilytehoa,

jonka taajuus on vdlissi (¥, W+ dv).

dF = 4By  _ dEy c0s® dW
v dt 4A &y dt dAcos© dyvaw
\w__J
dA,
=T, cos®dew

W

CF;(x) = gl, Cos®dw = ggIvCose cn® de 4@ MONOKROMAATTISEN

Spis 0 O SATEILYVUON TIHEYS
(pintatiheys)

= . S
[+”] T S e HER N

Sateilyn kokonaisvuon tiheys saadaan integroimalla yli kaikkien

taajuuksien:

T (x) = gf‘}fy (x) AV KOKONAISVUON TIHEYS

HUOM. 1 Optisessa astronomiassa kutsutaan siteilyvuon tiheyttid usein

lyhyesti vain siteilyvuoksi (flux) .

HUOM. 2 Radioastronomiassa merkit#dn muodollisesti s#teilyvuon tiheytti

symbolilla Sy ja ldhteen pintakirkkausjakautumaa symbolilla

by(ol,$) , missi of= rektaskensio ja &= deklinaatio.
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Optisessa astronomiassa

Radioastronomiassa

P P,
= Y =T =R = ol .
dF, iy = Lhees @ dw ds, e &, (e, %) Aws =
cos $4% dol
(cose:1>

/3 a7

¥ = ((1,cosesined0dp S,= (8, (x6) dw
s -

sdteilyteho:
h ]
P =(( Tesodwdndy P =LA0Y S@’» (#,6) - § (-, 58" ) deo
WAY

missid

Ao = antennin efektiivinen pinta-ala
AV = vastaanottimen kaistaleveys

f = antennin keilakuvio, joka kuvaa

miten tehokkaasti antenni vas-
taanottaa radiositeilyd eri
suunnissa.

Normalisointi: £(&= 0) = 1

Tekijd 4 johtuu siitd, ettd radio-
teleskoopilla saadaan vain toinen

polarisaatiosuunta havaittua

Yhdistettdessi antenni kohinaputkeen, antaa kohinaputki tietyssi

limp8tilassa T saman tehon kuin havaittu radiolZhde:

Pléhde = = k-AY:-T, missd k = Boltzmannin vakio

Pkohinaputki
Kun yo. ehto on tdytetty, kutsutaan kohinaputken l3mpdtilaa

antennildmpotilaksi TA'

= ) . Y ey _ b T
Plide = 5 A6 &Y (6, (2,8) a2, 6-8") cosS db det = RAY T,

Mittaamalla radiolihteen teho saadaan dekonvoluutiolla lZhteen

pintakirkkaus mi#ritettyid.



EBET=

Erotetaan seuraavassa tarkastelupinnasta ulos tuleva siteilyvuo (0 <& <g)

pinnan sisddn menevdstd sdteilyvuosta (L{( © <T =>cos0< 0). Tdlldin on
T/a 2w

’,F_' = 'AF"+ (x) = gg I cos© stn® 46 d¢
out S o
f§ Tesesedo ag ‘
=¥ (x) = - I cos©sin® d6 4 (huom. miinus-merkki, jotta saa-
in s o T

taisiin positiivinen tulos)
Nettosidteilyvuon tiheys on titen

"F;(XB=?~;+N s B

ESIM.1 Isotrooppisessa siteilykent#issi intensiteetti ei riipu kulmasta:
1(x,9,¢) = I(x). T4llsin
/2 e

Tx) _(S sin© cos® de 4@
s o

Fout (X)

1

m
0
: d(2e
I(x)-2r (Lsin2e —é——) = T(x)-§ [-cos20
o]

i

4
"Pou t‘x)

T IT(X)

HUOM. Isotrooppisessa siteilykentdssi on kokonaisvuon tiheys ¥ = 0

%in = qtout = ¥ ()= Foue X))~ Fi{px) = O

Kun oletetaan, ettd tihden ulkopuolella ei ole siteilylidhteitd, on tidhden

pinnalla :Fin =0 = %¥F(pinnalla) = q::out . Tdlldin

/g 2
'4:’" - QIOS Iy CosB smO 1) &¢ _ T
T Ty = .
™ j j\rr cos® sme 40 4 ou
o v "7

Toisaalta on tdhtikiekon yli havaittu keskimdidriinen intensiteetti

dA
f = M , missd dA =R dw ?
™ ; e é‘ > havaitsija
T/y 2T
551, cose REsine a0 dd
B TR

i _ ¥out =’4‘~’,,

out W RiS




Koska molemmat tarkastelut antoivat saman lopputuloksen, voidaan tulos

tulkita seuraavasti : tdhden pinnalla esittdi

Jv = I‘,= éEL keskimddrdistd sdteilyn intensiteettii

a) yhdesti pisteestid kaikkiin suuntiin C}‘

b) kaikista pisteistd yhteen suuntaan

ESIM. 2 Auringon kokonaisvuon tiheys Maan ilmakehdn ulkopuolella
(ns. aurinkovakio) on 1.3QX106 erg s-1cm- . Midriti Auringon
sdteilyintensiteetti sekd kokonaisvuon tiheys Auringon
pinnalla, kun oletetaan, ettd siteilyn intensiteetti on

suunnasta riippumaton.

b

®, - 1.39x10° W/m?

b 2 % -S
QW o =1% =T E:rigon. parallaksi] = 6.8 10 sr
i b N

1% Auringolle

]
Fo
Cl),@

Havaittu pintakirkkaus 1I'

I' = 1.998 10’ W/msr

Siteilyn kokonaisintensiteetti Auringon pinnalla on siten

I =1"x 2.0!107 W/mzsr

Kokonaisvuon tiheys Auringon pinnalla:

’-T:o =TT
7 2 2
Fp = 6.28x10° W/m" = 62.8 MW/m

Auringon energian tuotto on siten melko tehokasta : 10 m2 alue
Auringon pinnalla siteilee 628 MW (vrt. Loviisan ydinvoimalat

I ja II tuottavat Eumpikin noin 300 MW).
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d) Sdteilytiheys u (Radiation Density or Energy Density)

Sdteilytiheys u on se sdteilyenergian m#drd tilavuusyksikk&# kohti,

joka mielivaltaisena hetkenid kulkee avaruudessa tarkastelupisteen

tilavuusalkion lipi.

du = siteilyenergia
tilavuusalkio
_dE _ . P.dt s _
du = W C Iias o hissd teho P =T cos® dAdw
=1
" 1(e,@) dAdwdt _ 1 I(e dw
du(e,¢) dA’Cdt c (l¢)
u =S-dU.
SL
u =2 gl (e,@) dw SATEILYTIHEYS
s (avaruustiheys)
_ erg . J
[ul = —3 tai =3
cm m
e) Siteilypaine PR (Radiation pressure)
. _ pintaa vasten kohtisuora voima
paine =
pinta-ala
dpa/dt _ dp cos®
dP L v - v
R dA at dA
missd fotonin liikemd#rd p = %;-= %
d _dE _ Tcos8dwdaA 4t
P c c
. = LT cost0dw
R C

L o
Bo lc_g:[ cos © dw SATEILYPAINE
JL




Mik#li tarkastelukohteessa sidteily absorboituu ja emittoituu sata-

prosenttisesti (ts. kyseessi on ns. musta kappale), on kohteessa

vallitseva paine P = PR'

ESIM. 1. MHdriti sdteilypaine tdysin mustalle pinnalle, kun

siteily tulee kohtisuorasti pintaa vasten.

P =1 (T coc’0dw ©=0
R C
cos© = 1
el
PR -—C—glo\w
S

P = Ww

ESIM. 2. Mi#dritd sidteilypaine tdysin heijastavalle pinnalle

isotrooppisessa siteilykentidssi (I(®,¢) = I)

v am

1 a_ .
Po: L ((cotocinosedg
o0 dw
m

ey et 6. & S0 T fefey?
= = /-3cose- ciL(1)+1]

L.l

20
ey Y

Verrattaessa ti#ti sdteilytiheyteen u = %l’ I
havaitaan, ettd

=
PR =73



Miiritelldsn lopuksi vield pari funktiota, joita tullaan kdyttiméin

siteilynkul jetusluvussa (Eddingtonin k#yttimit merkinndt)

2 w(®) co 4
H, 0o beodo 4 g

Kv(x) =.n-§ I»(e)Cos © dw 'P

L=
L e
éaw

Nditten hieman keinotekoisten suureitten avulla saadaan sdteilyintensi-

teetille "matemaattisesti kauniita" cos® —momentteja:

J, = = (1@

H, = & (I,(e)cosedw = L

Ko e SIv(e)-cosieAw

2,1.2. Mustan kappaleen siteily

Musta kappale midritellddn kappaleeksi, joka absorboi (ja vastaavasti

myds emittoi) kaiken siihen osuvan siteilyn.

Esimerkiksi sdteily, joka tulee ulos pienen

aukon omaavasta mustasta laatikosta vastaa

melko hyvin mustan kappaleen sdteilyi.

a) Planckin siteilylaki

Max Planck havaitsi v. 1900, ettd mustan kappaleen siteilyintensiteetti

riippuu yksinomaan siteilyn taajuudesta ja limp&tilasta (T=Tbb)
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3 PLANCKIN LAKI (v. 1900)
L iy 1 _
v y 2 eh:}/kT 1 (mustan kpl:een siteily-
& =
intensiteetti
. . Lon=27 -34

Planckin vakio h = 6.626°10 erg*s = 6.626°10 Js
Boltzmannin vakio k = 1.380-10-'16 erg/K = 1.380'10_23 J/K

- erg-s s 1 - erg . W
[B 2 1 2 tai —

cm s~g-sr s.cm” +Hz-sr m *Hz-.sr

HUOM. 1. Kaiken siteilyn absorboivan ja emittoivan kappaleen siteily-
intensiteettid merkit#in omalla symbolilla B,, (B kuten
brightness tai black body), jotta se heti erottuisi ei-termi-

sistd sdteilyintensiteettilausekkeista.

2. Mustan kappaleen siiteily ei riipu kappaleen materiaalista.

Jos esimerkiksi kahden eri mate-

riaalista tehdyn mustan kappa-
leen vdliin pannaan suodatin,

joka ldpidisee vain taajuuden ¥

sekd oletetaan, ettd kappalei- I,0)>¢ :1 (_11(,)

den siteilyintensiteetit ovat

erisuuret, mutta ldmpdtila T r

sama, niin
4\
taajuus-suodatin

11(v) > Iz(v)

i

energia siirtyisi kappaleesta 1
kappaleeseen 2 vaikka kappaleilla on
sama ldmpdtila

=> ristiriita termodynamiikan II piisdinndn

kanssa

Ts. musta kappale siteilee samassa ldmpdtilassa aina samalla

intensiteetilld riippumatta kappaleen koostumuksesta.
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Johdetaan seuraavassa Planckin laki aallonpituusyksikdissi.

Kokonaisintensiteetti oltava sama kummassakin tapauksessas
oo oo

I=0B,dv={B,42
=]

= B,(M|dv] = B,(M |42

= dy N . ] (P~
B,(T) = B, (r) |42 vig = =%
da
S 0l o (AN N | A R 1
B.A(T) e BRI T O e g R e WO AT
Ahct 1

B, (M) = ToF oheaRT_q

HUOM. B, # B,

Tarkasteltaessa mustan kappaleen lihettdmii suurtaajuista-tai hyvin

pienitaajuista sdteilyd voidaan Planckin lakia approksimoida seuraavasti.

1) Wienin approksimaatio, kun hy/kT >> 1

Lhy> 1
B v (T) = c e\nv/m- =3 x

2 -hv/kT
2h
B, (M~ =3 e

2) Rayleigh-Jeansin approksimaatio, kun hw/kT << 1

hv/kT
e —13(1'*%*"')‘1:%, joten

kvz, LA 9yt T

B > (T> & act hy C'i.
s

Timd approksimaatio pidtee kiytdnndllisesti katsoen koko radioalueella.

Esim. arvoilla A = 1m ja T = 1 K on virhe vasta noin 1 Z.



Koska radiocalueella siteilyn intensiteetti on verrannollinen

HUOM.
limpbtilaan, kiytetdidn radioastronomiassa yleensd limp&tilaa
siteilyn intensiteetin mittana. Rayleigh-Jeans approksimaatio
mAdrittelee ns. kirkkauslimpdtilan Tb (brightness temperature):
PR e KIRKKAUSLAMPSTILA
v 2AR TV
- - ART
Mustalle kappaleelle Iv = 'By = '_-)T
a
- 2RT S o
T;,v - %{ TR "-‘T = mustan kpl:een ldmpdtila
MySs silloin, kun kyseessd ei ole terminen, mustan kappaleen
sdteily, kdytetdin kirkkausldmp8tilaa intensiteetin muodollisena
mittana. Tdll8in Tb vastaa sitd limpdtilaa, miki# mustalla
kappaleella pitdisi olla, jotta sen siteilyn intensiteetti
kyseiselld taajuudella olisi sama kuin havaittu, ei-termisen
kohteen intensiteetti.
W nlg.&. —
10-14 = 10-12 j7]0:‘" . lo"."_l_;-i ]o: 10-2 1 102 104
> F 7
1012 lqﬂ ! L“” d l(vm‘ 3 jqu 1014 q,1.01: 1010 100 106 }.A
IOW: 1 B
108 10
10 v
Sl 10 billion *K 1088
- 1 billion *K : :
y 100 million *K e
g1 f 10 million K e
dle i 1 million *K J10s E
& 10—t | -
. - 100,000°K ] B
B0~ | 10,000°K Jrom
§1o4: 6,000°K : ] =
= [ 1,000°K J101s §
i’ 10 & 100°K . - Rayleigh-Jcans
§ 1070f 1010 §
£ -  nay
= 1012 ] j
g 10-14f =
w-uE 11 Planck
1018} ] log B
<
L 105
10-2f ]
L L y
“H':_‘ :h?-’no.lu Optieal Infrared Radio 10718 Wien
A 1 e
204 1022 020 1018 1016 . |o‘|T 1012 1010 108 \\1%‘\“““
B <— Frequency, cps
¥)
1 1l 11
- B s ) .-nptron ___, microa | mm em #lvm
1014 10-12 1010 10— 10—+ 10— 102 1 l("’ 1.0‘
Wavelength, m — —logv  log x—
- e s . . . Fig. . The Rayleigh-Jeans-radiatio
Fig. Plasck-law radiation curves to fogarithmic scales with-brightness-expressed — ~law ciirve coincides with the Planck-radi—

as a function of frequency B (») (left and bottom scales) and as a function of wavelength
B, (right and top scales). Wavelength increases to the right.

tion-law curve at long wavelengths, wh
the Wien-radiation-law curve coincides wi
the Planck curve at short wavelengths.
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b Wienin siirtymilaki

Wien havaitsi, ettid mustan kappaleen siteilyintensiteetin maksimi

siirtyy lédmpdtilan kasvaessa kohti pienempi#d aallonpituuksia siten,

ettd

A + T = vakio = 0.289782 cm*K WIENIN SIIRTYMALAKI
max
missd Amax = Planckin funktion(B;\) maksimikohdan aallonpituus
o3 _ 0.29 em«K
ESIM. 3K-taustasiteilyn 1max = =3% a2 1 mm
dB, (T)
HUOM. A on nimenomaan B, -funktion maksimikohta: —=—— = 0
—_— max P\ an
c
Y max # koska B, # B,
max
.. . __c .
‘vmax saadaan maksimoimalla funktio B, .;;f Bk
— = o HZ
=> V., = 5-8787.T F
c) Stefan-Boltzmannin laki
©
Siteilyn kokonaisvuon fiheys on & = S"?; dy
[=]
Mustan kappaleen isotrooppisessa siteilykentissi %a, = - I,, ,
joten
o0
% = 4 gB I B 'T"i STEFAN-BOLTZMANNIN LAKI
- 9 Y s eli mustan kappaleen kokonaisvuon
tiheys
. : aT® R
Stefan-Boltzmannin vakio € = T3
15c*h
. =5 _erg I 08 K
% = 5,6687x10 e S 5.6687x10 2K



Kokonaisvuon tiheys on siten verrannollinen ldmpétilan 4. potenssiin,
Stefan-Boltzmannin lain avulla mi#iriteltyd lampdtilaa kutsutaan

efektiiviseksi ldmpdtilaksi Teff:

* €T = Tees™| <

out eff

HARJ.TEHT. Johda Planckin laista ldhtien Stefan-Boltzmannin laki seki

Wienin siirtymilaki.

d) Mustan kappaleen sdteilytiheys

Isotrooppisessa siteilykentissi on siteilyn energiatiheys
I = 4
“v:%gIvaw= ‘é‘gd“‘" e I»
-(L -!1.

Mustan kappaleen monokromaattinen energiatiheys on siten

NT B (1) = NN 1 MONOKROMAATTISEN SATEILYN
3 ¥ e o e L ENERGIATIHEYS

Wy

[uv] —?%f;& > e

m> . HB
Integroitaessa yli kaikkien taajuuksien seki huomioimalla Stefan-Boltzmannin

laki saadaan

oo o
wfue =i mn et
o (o]
u(T) = an% MUSTAN KAPPALEEN SATEILYTIHEYS
-15 erg =16 J

= 7.5634-10

7 - E = -
vakio a = 3 7.5634+10 3 4 ? 3 3
cm” K .
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ESIM. MaAidritid sdteilypaine Auringon atmosfdirissi (T = 5700 K),
kun oletetaan, ettd Aurinko on isotrooppisen sdteilykentin

omaava musta kappale.

S S
s Sad T Gl

_1 =15 7 erg _ dyn-cm
PR 3 x7.5634%10 x 5700 e T 2.65 =3

cm cm

- dyn

PR = 2.65 —
cm

Auringon atmosfidirissd on kaasunpaine Pgas ~ 80 OOOd—}-r-rzl , joten

cm
siteilypaineella ei merkitystd Auringon atmosfdirissi. (Sen sijaan
Auringon keskustassa, jossa T 2 15'106 Kon P, = 1.18-1014 dyn cm—z)

R

ESIM. Siteilypaine ylijittiliisen atmosfddrissd, jossa T = 10000 K.

1 4 _ -2
PR = gaT = 25 dyncm

Koska kaasunpaine Pgas % 100 dyn cm_2 on sdteilypaine huomioitava

ylijdttildisten atmosfididreissi.

2.1.3 Sidteilyn emissio- ja absorptiokerroin

a) Siteilyn emissiokerroin

Tédhden tilavuusalkion dV avaruuskulmaan

dw siteilemi energia taajuusvalissi el <
(¥ , v+dy) on verrannollinen alkion 2l i

massaan dm = § dV. l’/ Q/

dE, ~ dm-dtdv dw =38dVdtdvdw

Tarkasteltaessa tilavuusalkion kaikkiin suuntiin sdteilemii energiamidirdi

on integroitava yli kaikkien suuntien ( §olu.> = 47 ), jolloin

dE, = 3, 84V dt ay 4T



Tdmi middrittelee verrannollisuuskertoimen :&V , jota kutsutaan

emissiokertoimeksi

< .’\_ A.Ey

= EMISSIOKERROIN
T 0T It d» am

(massayksikkdd kohti)

RHLE e e

. . . . - = 4
HUOM. Keskimidrdinen intensiteettis J» =y §I» dw

&l = Tide =4 dhade
b i S at dy dA, des-
& = :

T T dt dw dA,@X %)

. dwn,

dl, =73 SdX

b) Sdteilyn absorptiokertoimet ja optinen syvyys

Kdytetdidn seuraavia merkint8ji:

&y

yhden atomin absorptiokerroin

(4] = cn?

% 2
HUOM. Atomin ns. efektiivinen pinta-ala (vaikutusala) = go(, ady = I: ?’C
= o e

(kts. luku 2.5.2.e)

x
L 4
I

tilavuusabsorptiokerroin

Pe
<
i

N o,, , missi N = taajuudella ¥ absorboivien hiukkasten
lukumddrd kuutiosenttimetrissi

m

=53
P
SR
I
0
wl (S
]

K‘V riippuu materian kemiallisesta koostumuksesta, sdteilyn taajuudesta,

paineesta ja ldmp&tilasta.



k, = massa-absorptiokerroin

ky = '; , missd & = absorboivan vdliaineen tiheys
2
1
Pegfiml g £ .
cm cm g
k

Absorption johdosta pienenee intensiteetti siteilyn kulkiessa viliaineen
lipi:

a1l . . .
dI, = - K‘”AX I, = K, =~ -—;){—-I—V Tilavuusabsorptiokerroin
ilmoittaa titen intensiteetin
suhteellisen vihenemisen

matkalla dx .
Kdytettiessd massa-absorptiokerrointa k,, on

dI, =-8k, & I,

aly = - QR, dx .S

»

X
22 - - (20)k, 00 ax’
Iov &

x
AL ICOLMCDELY

I,x)=1,, ¢

Miiritelldin vdliaineen optinen syvyys :

T, (x) = { 80x) R, (X) dx’

Tiheyden ja massa-absorptiokertoimen ollessa vakioita on ‘T, (x) =% ‘?,X

~ % (x)

=T, )=1_,¢e
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ESIM. Kun M,=1 = I, =<% Io, ts. intensiteetti pienentynyt osaan
L-o0.37
e

Optinen syvyys kuvaa viliaineen "lipindkyvyytt&". Mit# suurempi TV,
sitd suurempi ekstinktio (ts. absorptio ja sironta) kyseisessi

viliaineessa eli sitd huonompi "ldpindkyvyys'.

c) Sdteilypaine osittain absorboivassa viliaineessa

Sdteilypaineen aiheuttaman mekaanisen voiman suuruus riippuu siiti,
kuinka suuri osa siteilystd absorboituu tarkastelukohteeseen.

Jos kaikki sdteily absorboituu tarkastelukohteeseen, on paine P yhtdsuuri

kuin mustan kappaleen siteilypaine (kts. luku 2.1.1.e) =

P =P

= L g I (e,3) cos* e dw
S

Mutta, jos tarkasteltavaan massa—alkioon absorboituu vain osa siteilystd,

on tietystd suunnasta © tulevan siteilyn synnyttdmi paine

dT, (&) = —2__— I,Le/d)) coste dw dy ar, , missi optinen syvyys d7T)
kuvaa absorption
osuutta

Tasapaksulle levymdiselle massa—-alkiolle on optinen syvyys

1(e) _ dx
4L dT;, () = 3R, ds CoNE 2 T
ey N ds d_x: dx:sec ©

3
»
@
S
1"
0
0
w
o

\ dT5,(8) = gk, dx sec®




.

Levymiisessd vdliainekerroksessa on suunnasta © tulevan siteilyn

synnyttimd paine siten

47, (e) = SR2dX T (e,¢) cos® dwdy

Huomioimalla kaikista suunnista saapuvaa siteilyi saadaan

4P = Q_ZMSIV(S,¢)COSQALO = igl-h,%‘yc\»

y :
N —
N

%

14

Integroimalla yli sdteilyn kaikkien taajuuksien saadaan

® e
JP = 8 dx Sh ¥ Ay R = M = keskimdiriinen
(o - o Sc"’, dy absorptiokerroin
dP - £ R dX %’ SATEILYPAINE OSITTAIN ABSORBOIVASSA
(= o
VALIAINEKERROKSESSA

Tarkastelukohteeseen vaikuttava mekaaninen voima on siten

F aépuip s SR A w V = A-8X
R (=
n m
S S rre
Y
F o ,m_E ™ missd n = hiukkasten lukumiiri
mh mn c tilavuusalkiossa =V
m = yhden hiukkasen massa
Voima yhtd hiukkasta kohden on tidten
Fo . mR¥
:\" = T MASSAHIUKKASEEN m VAIKUTTAVA VOIMA

Séteilypaineen ansiosta saa massahiukkanen m kiihtyvyyden

QR = Ta
nm
% SATEILYPAINEESTA JOHTUVA
qR i
c HIUKKASEN KITHTYVYYS




ESIM. AO-luokan tdhden atmosfidirissid on

T = 10 000 K

k = 27

F-&T¥- 5.67.10"" °re - 5.67-108—“’2—
S-Cm m

Sdteilypaineen gradientti on t#lldin

= - 4
d_Sk¥ _ SkeT . pxpofs g 0w guio’ng XL

dx c c cm m

ja hiukkasen saama kiihtyvyys

B _ o

ap = = 510 - = 5.1—2%- (vrt. havaittuun aurinkotuulen
¢ s s efektiin a & 1 E% )

s

d) Kirchhoffin laki

Sdteilyintensiteetin nettomuutos tihden

'\ A ,
e \ / 4
atmosfiirissid syvyydessi x olevassa Jg_é%:) S :>_—;7Io+<¥1

tilavuusalkiossa on

ax
dI, = emittoitunut keskimddr. intensiteetti - )absorboitunut intensiteettil
v
- ~— _ — ~
A
a3, = -‘;EI,,ALQ R,dx T, (kts. b-kohtaa)

3-&, dx (kts. a-kohtaa)
d e SR sdwesigR ydx iy

Mik#dli kohteen emittoima siteily riippuu vain lidmpdtilasta on

I,= B, (T) = Planckin funktio. T&116in intensiteetin nettomuutos dI, =0

Jos esimerkiksi tarkasteltava tilavuusalkio pantaisiin mustan kappaleen
sisdlle, olisi saapuvan siteilyn intensiteetti I, = B, (T). Ko. tilavuus-
alkio asettuisi silloin myds ldmpdtilaan T ja sen emittoima siteily olisi

my8skin mustan kappaleen s#dteilyd.
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S
N
tarkasteltava //

kappale

S

X

Bk

dr, = 0

= 83,dx - ekydn I, =0

j - KIRCHHOFFIN LAKI (v. 1860)
R, 2 Bv <T) (pdtee, kun emissio riippuu
vain ldmpdtilasta)

252 SATEILYNKULJETUS

2.2.1 Yleistd

Fotonien liikkuessa vdliaineessa tapahtuu t8rmiyksii viliaineatomien kans-
sa. Ndissd vuorovaikutusprosesseissa fotoni voi vastaanottaa energiaa seki
jdlleen luovuttaa sen vidliaineelle takaisin myShemmissi t&rmiyksissid. Ener-
gian kuljetus sdteilyn avulla perustuu siihen, ettd tihden kuumemmassa osas-
sa emittoituneet fotonit absorboituvat kylmemmissid osassa siirtden ndin
energiaa ulospdin. Esimerkiksi Auringon keskustassa syntynyt energiapulssi
tarvitsee keskimddrin noin 106 vuotta, ennen kuin se fotonien ja kaasuato-
mien satunnaisten tdrmiysprosessien vilitykselld kulkeutuu Auringon pinnal-

le.



Vuonna 1906 Karl Schwarzschild osoitti, ettd Auringon fotosfddrissi ener-

gia siirtyy sidteilyn avulla. Hinen stationddristen siteilykenttien teori-

ansa kuuluu tdhtien teorian peruspilareihin.

Energia voi siirtyid paitsi sdteilyn avulla myds konvektiolla (massavirta-
usten avulla) sekid johtumalla. Limmdn johtuminen on merkityksetdn taval-
lisissa tdhdissd, valkoisissa k##pibissi sen sijaan se on tidrkeid. Vuon-

na 1930 UnsBld esitti Auringon konvektiokerroksen olemassaolon. Auringon

energiankul jetuksen rakennemalli oli t#lldin seuraava:

alue energian kuljetustapa
r < 0.76 R0 , sdteilynkuljetus

0.76 R0 <r < 0.9995 Re konvektio

r > 0.9995 Re sidteilynkul jetus

Auringon havaittu siteily on perdisin Auringon eri pintakerroksista. Se,
mitenkd syvidltd siteily on perdisin, riippuu ylempien kerrosten absorptio-
ominaisuuksista - eri kerroksilla on nimittdin erilainen li#mpdtila, emis-

sio- ja absorptiokerroin.




N

Toisentyyppinen sidteilynkuljetusprobleema esiintyy t#htienvilisessd pil-
vessid, jossa on huomioitava pilven oma emissio sekd pilven takaa tulevan
sdteilyn heikentyminen, Lis#iksi osa pilvessi syntyneestid siteilystid ehtii

absorboitua pilveen ennen kuin se saapuu havaitsijalle.

PILVI

Sy ( _*_y ;EHAVAITSIJA
BT

TAUSTA

IR
1}

Sateilynkuljetuksen probleema voidaan lyhimmissi muodossa formuloida

seuraavasti:

aN - (_) , missd N = fotonien lukumiird faa-, ,
d+ /kulj. dt /térm siavaruuden alkiossa (d°r d’k)

z = aN
SN +?—?ﬁ -\-hBN =("—

L k = aaltoluku = 21V ('ﬁ =‘h_T!)
At 53 oR SRR

Py
Siteilynkul jetusprobleeman yleinen ratkaisu johtaa "hankaliin" differen-
tiaali-integraaliyht#l8ihin. Sopivilla fysikaalisilla approksimaatioil-
la ratkeaa probleema matemaattisesti yksinkertaisellakin tavalla. Kdytdn-
ndssd ndmd likimddrdiset ratkaisumenetelmiit ovat osoittautuneet optimaa-
lisiksi tarkkuuden suhteen tihtitieteen tietyissid tarkastelukohteissa.
Astrofysiikan peruskurssilla tutustutaan vain s#teilynkul jetusyht#lsn

approksimatiivisiin ratkaisumenetelmiin.
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2.2.2 Sdteilynkuljetusyhtdld

Tarkastellaan tihden atmosfdirissid syvyydessi x olevaan sylinteri-
miiseen tilavuusalkioon (dV = dA-ds) saapuvaa siteilyd sekd tHstd
tilavuusalkiosta avaruuskulmaan d ) emittoituvaa siteilyd, jonka

taajuus on vdlissd (Y, P+ dv).

1,+d1,
tihden pinta 4/77

Merkit3ddn
1 = tilavuusalkioon saapuvan

sdteilyn intensiteetti

I, +dIy = alkiosta emittoituvan

sidteilyn intensiteetti

tilavuusalkiosta tilavuusalkioon tilavuusalk. tilav.alkion
poistuva energia - saapuva energia = |absorb. energ.+ emitt. ererg.
(I,+41,)dAdwdvdt = I, dAdwdy dt —k,g-dsT  dAdudvdt +,8 AV dwdvdt

olA_L&s

# &- = iyg e h))glv

=§,.JEEZ__ = ;iz_ - 1 ds = aX
kyS ds R, » Cos B

d7, = -k,gdx (a7 10 dx)

merkitddn :

42 = S, = lihdefunktio
Ry

(source function)

S cosb ji‘,’ = -Sy"rIv

»



dI, (T, e,v)
AT,

SATEILYNKULJETUS-
YHTALO

cos 8

Iy (’i‘;)e)v) - S,

2.2.3 Lihdefunktio S

Lihdefunktion muoto riippuu tarkastelupisteessd vallitsevista fysi-

kaalisista olosuhteista. Seuraavassa erditi tdrkeitd rajatapauksia.

a) Oletetaan puhdas absorptio Jja paikallinen termodynaaminen tasa-

paino (LTE = local thermodynamic equilibrium, kts. luku 2.3.10)

Riippumatta saapuvasta sitellystd ja absorptiotavasta emittoituu
sdteily aina ympdristSnsd vastaavassa ldmpdtilassa Planckin

funktion mukaisesti. Td116in pdtee Kirchhoffin laki:

g=.'ér.1=15=3h>’3 1
y

"3 5 » C‘i. ehv / h‘l'_ A

St PLANCKIN FUNKTIO

b) Oletetaan pelkkd sironta tai monokromaattinen siteilytasapaino

Koherentissa sironnassa emittoituu jokainen kvantti vdlittodmisti
samalla taajuudella, jolla se absorboituu. Sironta riippuu siten

saapuvasta sdteilystid.

Lihdefunktio on t#ll8in = saapuvan siteilyn keskimiiriinen inten-
siteetti (keskiarvo otettu yli kaikkien

suuntien)



. . I
Isotrooppisessa sironnassa: Sy = M

Anisotrooppisessa sironnassa:

, missd I,, = saapuvan
§ dw

siteilyn intensiteetti

/‘
Sy = e §'1,,A00

n
¥
i\

:kv keskimdidriinen mono-

kromaattinan intensiteetti

HUOM. 1

HUOM. 2

HUOM. 3

S, = :—TT §P(c0529)-1,&w

//zsiqp

: missi vaihefunktio p(cosy*) on toden-
= sironta=-

kulma nikdisyys, jolla sidteily emittoituu

\ e,¢ suuntaan X\ .
Normeeraus: sﬁ' § P(COSX‘\)dw =1
Esim.

Isotrooppisessa sironnassa p(cosy)=1

Rayleigh-sironnassa p(cos )= -3—- 1+ Cos"'&)

Kun tZmd l&hdefunktio sijoitetaan siteilynkuljetusyhtdl&on,
saadaan integraali-differentiaaliyht#ld (ns. Milnen
integraaliyht#1d)

Kun atmosfiirissi tapahtuu yksinomaan sirontaa kidytetdidn
absorptiokeroimen k, asemasta sirontakerrointa S,

jolloin d %, = - &,:Q.dx. Elektronisironnassa g,= €

Sironta tirked planeettojen atmosfidireissd sekd tdhtien-—
vidlisessd pS8lyssd. Tidhtien atmosfdireissd on sironta elektroneista

huomioitava vain kuumimmissa t#ihdissd seki tietyissi

ylijattildisissi.

s

Rayleighin Mien sironta isotrooppinen
sironta (koko = A ) sironta : plcosy)=1
(koko« A)

KUVA : Vaihefunktion p(cost) muoto erityyppisissi

sironnoissa.
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c)

Oletetaan, ettid atmosfiirissi tapahtuu sekid absorptiota ettd sirontaa

Talléin
dI, = - (k,+€,)cdsT, + j,eds
v ¥ . . .
ekstinktio- terminen emissio + sironnasta aiheutuva
kerroin (olet. LTE) emissio
P dv.a T de
B, sy-é: : - Epleosy) Tdw

o % f}v
Pt hy:Bp %&,=¢5y,'£v

Olettamalla isotrooppinen sironta ja huomioimalla

dT, = = (R, +5,)sdx
saadaan

dI, = -(k, +8,)8ds I, + R, 8ds B, +6,8ds 7,

:[7<k»+‘a)g&$;
: ~

dX
Cos ©
coso STy = Iy—( Ry 'Bv+ 'A'}Sv>
aT, R,+ €, R, +€,
. S5
Y
Sy
; o AR ‘_ sirontakerroin v . .
et piereiRaie ESL-'hy+€, ekstinktiokerroin single scattering albedo

. » ~ . - . .
jolloin 1 -W, ilmoittaa todellisen absorption osuuden,

saadaan sdteilynkuljetusyht#ldn lZhdefunktion lausekkeeksi



v R, + 6, ) R, + €,
S, = (1-(30)‘8)* * &U)o _AV

2.2.4 Sdteilytasapaino

Mik&li energiankuljetus tdhdessd tapahtuu yksinomaan sdteilyn avulla
(ts. konvektiota ei esiinny), vallitsee siteilytasapaino. Energia-
periaatteen mukaisesti on t&hdessd t#d118in siteilyn kokonaistehon
pysyttdvi vakiona, ts. siteilyn kokonaisintensiteetin nettomuutoksen

on oltava = 0 tarkasteltavassa tilavuusalkiossa, jossa itsessédén ei

cleteta syntyvén ydinenergiaa. _
Sdteilynkuljetusyhtild ilmoittaa sdteilyintensiteetin nettomuutoksen

ds-pituisessa sylinterimdisessd tilavuusalkiossa:
dI, = 3,%ds - k,8ds I,

Integroimalla yli kaikkien suuntien ja taajuuksien saadaan sdteilyn
kokonaisintensiteetin muutos dI . Siteilytasapainossa on siis

tot
d]:tot =0

0 =dsg§g1\,"“"dv—Asgégh»_»-;%o\v : 8ds

g .La»

g- R, }S” dy

(-]

S k,S» dy

=]

‘{h»‘é»d’

Harmaassa atmosfidrissi :)(fsy&v :/k{‘f‘éy&v el = 2
© ()

(R, =k)




HUOM. 1 Kun siteilysuureesta jdtetddn alaindeksi Y pois, tarkoittaa
se, ettd ko. siteilysuure on integroitu yli kaikkien taa-

juuksien,

HUOM. 2 Tietylli taajuudella » ei yleensd pide: ds+3,8 =dsR,® §I,°:_;r°
T4118in nimittdin ei olisi siteilygradienttia tilavuusalkion

pdiden vidlissd, ja mitddn sdteilynkuljetusta ei tapahtuisi.

Siteilytasapainon seurauksena pysyy tasomaisessa atmosfddrissd sdteilyn

kokonaisvuon tiheys ¥ vakiona. (Pallogeometrisisssa tilanteissa

Lr=417r2- ¥ = vakio, olettaen, ett#d pallokuoressa ei ole sdteily-

lihteitd).
o0
cos © dlr - "6»3 -k, e Iy g." 4y d%, = cos® 4TI,
X 2
o« L (v
g%AV:ggiv&y—gghyIv&v
(] B e — e e
> % 0 = 0 siteilytasapainossa
T T
= T = vakio | & ‘Emt - ':Fin = vakio

HUOM. Kun ¥ = vakio, niin siteilykentti kdy siti isotrooppisemmaksi,

mitd syvemmiille tihden atmosfiiriin menndin.

|
4 ™
H=&m¥ /(—I;
A //\\
[ N 1

™=0

SH

/ Q /
| | ™=l
Y 1 E
r=%

|

b S
N , :
% y \

\\

- . >~=1

- N
Fig. The intensities /, and /; increase with depth while maintaining a
constant difference 4.
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2.2.5 Sdteilynkuljetusyhtdl6n middridmd intensiteettilauseke

a) Sidteilynkuljetusyht#ldn intensiteettilauseke

Sdteilynkuljetusyhtdld kirjoitetaan yleensd differentiaaliyht#lén

muotoon, mutta se voidaan esittdd myds integraalina.

cose'%? =Ly = By | Merkitddn "éf"r'_
Alp cos &
ﬂ) Iy = ES Sv |' e--‘z
dy
-L& t _%
e &I’ —Ive G == Sye
duy
N i J
Ry
‘3 -
o I.e = *-SS;(Z
.
’r‘y ’r; —L-FY\ ) ] S 'rv
= ¥ cos & d']‘; te Cos &
=> Iye = OSDS,Q Cos &
[ 4 -Tv\-"'” a,r)
Cos O 1
= Ine)=(smre T2 | osseco
%
w0 -(1'-T.)sec®
= [I,me) = {s,mne " sec® AT
% .

SATEILYNKULJETUSYHTALON INTENSITEETTILAUSEKE

Tarkasteltaessa tilannetta t#hden pinnalla, jossa T, = 0 , .

saadaan sdteilyintensiteetin lausekkeeksi :

»

0o -
I,(08) = (S, (mhre " %secodn
(o]

INTENSITEETTI TAHDEN PINNALLA



Askeinen yhtdls voidaan 'johtaa' mySs suoraan oheisen kuvan avulla

tihden pinta / I,
\

N
N
,le

i >

| _
d"’»{\/d.,;me ", 5ec©
\

\
\
N

Optisessa syvyydessi ‘N olevan dT), paksuisen tilavuusalkion

emissio on

Sv (’ry) ‘ d'r‘y 52&9
\_W_'J
optinen matka=-alkio suunnassa ©
.. . .. w —Tsec©® . g
Tdmd emissio heikentyy tekij&dlld e sdteilyn kulkiessa
kohti tdhden pintaa. Integrointi yli koko kuljetun matkan

antaa edelli esitetyn yhtdlén 1I1,(0,8)

Erikoistapauksia :

1) N#kdsdde L kohteen pinta ( & = 0)
oo )
-,
= 1(,0)=(s)e"ar
o

2) Liahdefunktio S, ei riipu optisesta syvyydestid T,

00 _".’\ «
= T(00) =5, (e ~4am
(2]

T@,e) = S.(1- e-'r,)

Kun Y, >> 1
Kun T, << 1

1,(0,0) =5,
1,00,00 = s,[1 - (1 -7+, )]

1 (0,0) =5, -7

1 4

HUOM. Kun T,=>0 , niin myés I,->0
Titen esimerkiksi koronan korkea limp&tila

ei juuri lainkaan lis## sdteilyn intensiteettid.

Edelliselli sivulla esitetyn sidteilynkuljetusyht#ldn intensiteetti-
lausekkeen avulla voidaan selvittidi lihdefunktion riippuvuus optisesta
syvyydesti seki kytked se havaitun 1,(0,8) intensiteetin & - riippu-
vuuteen (kts. luku 2.2.6.b : Auringon reunatummumisilmi®) sekid

emissio- ja absorptiokertoimien viliseen yhteyteen.



b) Suureitten A, ja T}y yhteys siteilynkuljetusyhtdldsn
- d

Siteilynkul jetusyht#dl6n mukaisesti on intensiteetti t#hden pinnalla

w0 \ -T': Sece >
I» (Ole) = S S, (e cec® 4T,
(<]

Kun tdmi sijoitetaan pinnasta ulos tulevan s#dteilyvuon tiheyden

lausekkeeseen, saadaan
aar

TT/Q ® Cos . \
out (0) = SI (o, e)coseclw S SSS (mhe °. 1 . €08 ©-sinSJdo dF AT
(o]

>y cos ©
5m6&9&¢

(=]

huom. avaruuskulma integroidaan

yli puolipallon (0 & & = “')

T v
'33 Lo =am Ss () ge 8046 | Merkitiin y=
Cos &
= dice = sin O 46
% Cosig
» o My = swne 46 = &4
= amw(s @ a'r'fe—o\ g
< » ¥ ) »y ng- %
o 1
N e iin )
‘vrt. integraali- we"“&
: - = d
eksponenttifunktioon: E'n. (X) g w 2%
w L) L) (X
(o) gsy (’Y‘;’) B ('T‘") d.'r) SATEILYNKULJETUSYHTALON
»out - S 2 » "
MUKAINEN VUONTIBEYS TAHDEN PINNALLA

Kun l4hdefunktio S, tunnetaan optisen syvyyden funktiona, voidaan
integrointi suorittaa. Olettamalla, ettd ti#hden atmosfdHrissi
vallitsee paikallinen termodynaaminen tasapaino, voidaan S, (T.') -
korvata Planckin funktiolla B, (T). Jotta yo. integrointi
voitaisiin suorittaa, on t#118in tunnettava T = T(7, ). Mikili

myds sirontaprosessit on huomioitava, on limpdtilariippuvuuden T(7,)

lisdksi tunnettava sironta- ja ekstinktiokeroimien suhde a')°= hé_;"

» »y
sekd vaihefunktio p(cosy).

Ratkaisutien idea esitetty seuraavassa kaaviokuvassa ja siihen

palataan vield luvussa 2.4 (tdhtien atmosfdirimallien laskeminen).



Olet. tunnetuiksi:T=T(7,) atmos-

"feed-back" oletusarvoille

Tohdetaan seuraavassa lauseke keskimdidrdiselle siteilyintensi-

teetille t#hden atmosfddrissid optisella syvyydellid ™.

.

tdhden pinta

I | ’
| I
|
' ‘T(kiinted)
) I
(muutthva)

e
R—'P _/4,-'1:,‘)5&9
6/‘/

(%-1)seco

Alemmista kerroksista yldspdin etenevin siteilyn intensiteetti

tarkastelupisteessd P on :

(-7, sec®

-
IY(me=§ s, (me sec@am
&

havaittuun ¥

»,out

A fadri- E, (1)
malleista f = S (7,) =—— teorett. ¥
~N
w, J
p(cost ) Vertailu

v,out

(huom. 'T': >T,)
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Ylemmistd kerroksista al aspdin etenevidn siteilyn intensiteetti

tarkastelupisteessd P on

Iro
-, Y , ~(M-T)) secO® \ ,
Iv (l,)e) SS mHe sec® 4T, (huom, T, < Ty)
[=]

jotta saataisiin posit. lauseke (cos® <0)

Keskimddrdinen intensiteetti *

+ -
1 X Py
Tvlmy = a5 8o, mydw = ==
sin® ded@
/8. ™
o Lis e 2 (T <ino 46
}v('r;) T — g Iy smB 46 + o v
o e,
yl&spdin suuntautuva : alaspdin suuntautuva
sdteily: integroitava sdteily: integroitava
ylemmin puolipallon yli alemman puolipallon yli

Sijoittamalla t#Zhdn sdteilynkuljetusyhtdlén mukaiset lausekkeet

+ ) -
I, Ja I, saadaan

o0 WWa 'T". 'r» 1?’» s - TV-T»
1 "~ Cos6 Simwe ) ) €056 g 1n@
}v ('T;) = 'E gsv@?)d"'yg cos68 cos6 99 &gs’(’t’ )J\'T; € woso 4e
~ 0 o Ta,
s eens . . - s S\he) d
Merkitdidn 1. termissi U= oo = dtg d6 = Smode = é}
2. termissi Lz d --Mde = S de ‘-9\—%-
Cos O bés N
T ) ;|
£0

integraalieksponettifkt:n argumentin

oltava positiivinen

> i i 1
oo ® -(B-TY % - (=Y
“ ™ e I i
3@ =3 (s, 2 oy igs )4, ST( DAy
L % =
~—

El\("':‘ v)



e

Jotta viimeinen integraali olisi integraalieksponenttifunktion

E1 muotoinen, on integroimisrajat. vaihdettava keskendidn

L e =(7'-B)y ? -(W-n)y
}v (’T"\) = %ésy ('r',‘)a'r»‘ g -e—"k— &La + :;: Sy("L\)A'T: Se—%—- A%
a1

) 1

MUKAINEN KESKIM. INTENSITEETTI

o
1 SATEILYNKULJETUSYHTALON
e e NSy 8 (e yan?
o]

Integrointia varten on j#lleen tunnettava lihdefunktio S ()).
Kun termodynaamisessa tasapalnossa olevassa atmosf&didrissi

sdteily sekd absorboituu ettid sirottuu, on ldhdefunktio

S, (v)y= —— Za B('r)+ ‘3(

)'

= (1-3) B (W) + &, §, (W)

S»(y)) (1‘6\)\% (T))-" %9' SSV(‘Y:).E‘\('R\'T»)AT))

Tdm# integraaliyhtdld voidaan ratkaista, kun 2’)0 . E1 ja
B,(T,)) (eli T = T(Y¥,) ) tunnetaan.

Tunnetaan:T=T(%, ) atmosf, L—E% B,(™,)

malleista T
8o = 5,(m) s
\»x( )

1

HARJ.TEHT. Osoita, ettd tihden atmosfidirissd (optinen syvyys ¥,)

sdteilyvuon tiheys on

® g
E ) =am (s, o g -myan -am (s, 008y (-7 ) ary)
o

»



2.2.6 Sidteilynkuljetusyhtdlon approksimatiivisista ratkaisumenetelmistd

a) Eddington-Barbierin menetelmd

Siteilynkuljetusyhtdl®n mddrdimd intensiteetti t#hden pinnalla

(7T, =0) on

w56 1
I (o) =5, (e o

Integrointi voidaan suorittaa, kun ldhdefunktio S, ( %, ) tunnetaan.
Nykyddn ldhdefunktio johdetaan nemeerisin menetelmin. Aikaisemmin se
esitettiin analyyttisten funktioitten sarjakehitelmind. Esimerkkinid
Eddington-Barbierin menetelmid, jossa S, (7, ) kehitetdin Taylorin

. . . e % s e e
sarjaksi tietyn optisen syvyyden ‘T, ympdristdssd :

% g
S, (Y3 ST+ (- Ser W Sy

Sijoittamalla tZmd siteilynkuljetusyhtdlddn sekid integroimalla

termeittdin saadaan

I (O &3=% (’i’ )+(c = :-‘,*)C\Sv (%) + cose-!-(cefse "r*‘)o\S»(.T.)

Kun 'r"»*=cose é {2. termi = 0

3. termi minimissdin

Ndin ollen arvolla 'T',*= cos® saadaan hyvid likiarvo siteilyintensi-

teetille t#hden pinnalla:

I, (0,0)% 1 (’r;:cose)

Tdm# on yksinkertaisin yhteys, joka selittdd Auringon reunantummumis-
ilmidn (Auringon kiekon keskipisteessd © = 0° = cos®= 1 ja reunalla
©= 90°=> cos©® = 0) seki lihdefunktion riippuvuuden atmosfiirin

syvyydestd ,



Tihden pinnalla on s3teilyvuo yksikkdpinnan lidpi
ce
xd ¥\ 5 b]
T (0)=2w (s, (m) B (n)
o

Esitt#md1l3 S, (7, ) Taylorin sarjakehitelmdn# seki integroimalla

termeittdin saadaaan

% (o) =TT[S,(¢;*) + %-'rj) 35‘; (:r:*)-v-,“]

>
Hyvd likiarvo t#dlle lausekkeelle saadaan arvolla q3,= 2/3
=2
'F"(O)N-'TS» (’ry— 3)
Ts. tdhden pinnalla vallitsevan sdteilyvuon tiheyden avulla voidaan

arvioida lihdefunktion suuruus optisella syvyydelld T = 2/3 .

Yhdistdmdlld molemmat tulokset saadaan

I ,(0,8)=S, (M =cos®)

s Lq:y (0) =T T, (0,coe0 = 2)

¥ (o) =TS, (o= }3-

HUOM. 1 Eddington-Barbierin relaatiot pitevidt tarkasti, kun ldhde-
funktio on lineaarinen (S, = a + b",) ja pysyy vakiona

fotonien vapaan matkan aikana.

HUOM. 2 Eddington—-Barbierin relaatiot pdtevidt likimdirdisesti

(virhe < 10%) lihdefunktioille, joiden muoto on

SR ) = avkym el "

missd a,b, F ja L ovat vakioita.

Tidmintyyppinen ldhdefunktio vastaa tilannetta reaalisessa

tihtiatmosfddrissi.
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b) Eddingtonin approksimaation antama likimi#drdinen ratkaisu

harmaalle atmosfidirille

Eddingtonin approksimaatiolla saadaan moniin tZhtitieteen s#teilyn-

kuljetusprobleemoihin k#yttdkelpoinen likim#irdinen ratkaisu.

Eddington mddritteli seuraavat siteilyintensiteetin cos ©-momentit:

[re— % T daw (keskim#iriinen kokonaisintensiteetti)

oA
"

1 %I T (H-= '-'?‘r-\' ® |, missi ¥ =yksikks-

pinnan lidpi kulkeva nettovuo ulospdin)

bai
"

~
"

1 2
—;éIcos edw (kK=& 7P

o ‘g o missd Pp = siteilypaine)

Isotrooppisessa siteilykentdssid I = Io (ts. suunnasta riippumaton),

joten
T am -
‘é{ ST égIosLne&e ap = %igo33m9de =TI,

T aaw &
K = :TT' g SI,)COSQ‘S <nd dod¢g = —:%- gCQS 65medb = 733
6 o 3 4
L1
3

Timi relaatio ei pdde ainoastaan tdhden syvemmissi atmosfddri-

ke: ;sa (jossa varsinainen isotrooppinen séteilykentt%i))vaan

mo1 mussakin tilanteessa kuten esimerkiksi

- jos {1(8)=1T, , kun 0«£B < —E tyypillinen reunaehto pinnalla
IE)=0 ,um $£6£T

]:+
- jos T (e) = it ,kun 0€£ 86& %E /.} ulostuleva siteily
I(e)=1 , kun I:ff e<«T ‘» sisdin menevid siteily

-



Nditten huomioitten perusteella Eddington teki seuraavan yksinker-

taistavan approksimaation:

Kaikkialla atmosfd&drissd pitee: K =

v

—& EDDINGTONIN
APPROKSIMAATIO

Seuraavassa ndytetddn, etti Eddingtonin approksimaatio mahdollistaa

pienen anisotrooppisuuden sdteilykentdssid,

Olpe,, T OP BT L) -+ T, 0680
o mc N GE
isotrooppinen epdisotrooppinen
osa osa
™ T
T411l6in 1 = ;‘—W§Iaw = %[S-,si.neae +g'[4cose simede| = I,
e o

T by
- * .
H = 311? §Icoseaco=“§ [SI,cosesmeAQ +K14cosesmefle =
©
o — N e
- =2
=0 3z I,

siteilytasapainossa F = vakio

= 11 =2H = %T'JF' = vakio siteilytasapainossa

™ hig
2
K = :—“_ g>l'r_osiAoo= %[ go'.[ocosie SO d6 +§I,‘ cos 6&6]
\.—q(——J

=0

K = % _k myds, kun L (7€) =T (T)+ T, cos®

I

3

- Io %
? sij.



Ratkoessaan sdteilynkuljetusyht#l8i teki Eddington seuraavat fysi-

kaaliset oletukset :

- lihes isotrooppinen sidteilykenttd ( <> Eddingtonin approksimaatio
voimassa )

- sdteilytasapaino (=>£ kR, S, dv = g\Q,;\v dy )

- ns. harmaa atmosfddri eli absorptiokerroin ja optinen syvyys eivit

riipu taajuudesta ( Ry, =R ja T, =T ) Tdmd oletus yksinkertaistaa

yhtildn matemaattista kdsittelyd ratkaisevasti .
= k{sdv = R{}dy & 5=7

Sijoittamalla ratkaisuyrite I(7,8) = Io('l“) + I, cos® taajuuden

1
yli integroituun siteilynkuljetusyht#l66n saadaan

dI (T e)

Siy. I=I,(r)+I,cos®
d7r

Cos ©

LTy~ LU

Cos e&b(l) COSG-dL- }/'\'I Cos® — [}/§ de +T %Cose AGJ] ‘oS O

=0, koska I1 = %—E- = vakio s#teilytasapainossa
(kts., edellinen sivu)
= 4TEW 1% —ia
A ®
- 3% .
= I., ) = ﬁ"’r +C Integroimisvakio C saadaan reuna-
ehdogta -
Tihden pinnalla ’}:’ =¥ = o F ='TT(I*-}:
I’+I‘ 44 =0
o TgE -
_3% ¥*
= L) =55 T+ = C=I°(o) =16) = 3%

Sijoittamalla Io('P) sekd 11 ratkaisuun I = Io + I1cose saadaan

3% ¥ ¥
I(Te) = P —+§_“_c°se

q QT
S ik SATEILYNKULJETUSYHTALON
I('r,e)= o (1+—'r'+1o=se)

RATKAISU EDDINGTONIN
2. APPROKSIMAATIOSSA
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Eddingtonin 1. approksimaatiossa tarkastellaan tdysin isotroop-
pista sdteilykenttd#d (kts. Eddingtonin alkuperiistd ratkaisun

johtoa Novotnyn kirjassa luvussa 4.2).
Saadusta ratkaisusta voidaan tehdd seuraavat pddtelmit:

1) Kun ™ >> 1 dominoi isotrooppinen osa I(v) = % (1 s %’T’)

Kun 7T << 1 voimistuu anisotrooppinen osa I(e) 3F Cos ©

Y

2) KunY= 0, on intensiteetti tdhden pinnalla I (0,0)= % 1+ %COSQ)

C s _ 2 -2y - %
Jos lisdksi cogs © = 3 = I (0,(.056-—5) il

& F(o) =T -I(0,cwso:3)

Saatiin siis sama relaatio kuin Eddington-

Barbier-menetelmissd .

Verrataessa keskendin

%

I(0,8)= g7 (1+Fces®)
) aTT X — 1(0,9) =1(cose)
3 () = I (n)= %‘_(H%ﬂ T, = coso

Havaittaessa Auringon kiekon keskikohtaa ''m#Zhdd#n" optiselle
syvyydelle T = cos0® = 1, Siirryttdessi kiekon reunoihin pidin
pienenee havaittu intensiteetti sekd ldhdefunktion optinen syvyys

cos ® -riippuvuuden mukaisesti.



3) Auringon reunantummuminen

I1(0,0) _ 1+ 2 coco

£ 3
T (1 + & 0s©)

I(0,0) 1+ ‘?T_
Esim, —M) 3'— = 0.40
L (o0,0)
T(0,0)
T Io,0)
1 4
: Ay
o = Eh

e S
R ) i
+:=RsmO
© N

havaitsija

Eddingtonin approksimaatiolla saadaan hyvd yhteensopivuus havaintojen

kanssa laajalla aallonpituusalueella, joten Eddingtonin tekemdt fysi-

kaaliset oletukset pitevidt melko hyvin Auringon atmosfdirissi.

Pimennysmuuttujien valokdyristd on havaittu reunantummumisilmistd

my&s muiSsa tdhdissid .

TABLE
LiMB DARKENING IN THE SUN

Cos 0 Eddir.\gt,ou Exact Solution Miinch Observed

Approximation (Chandrasckhar) | (Blanketing Effect) | Intensity
1.00 1.000 1.000 1.000 1.000
0.90 0.940 0.939 0.946 0.944 -
0.80 0.880 0.878 0.892 . 0.898
0.70 0.820 0.810 0.838 0.842
0.60 0.760 0.755 0.781 0.788
0.50 0.700 0.692 0.725 0.730
0.40 0.640 0.629 0.666 0.670
0.30 0.580 - 0.565 0.615 0.602
0.20 0.520 0.499 0.541 0.522
0.10 0.460 0.429 0.467 0.450
0.00 0.400 0.344 0.363
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4) Limpdtilan riippuvuus optisesta syvyydestd

Isotrooppisessa siteilykentissi 2 X § ITdw=1
=T & = GTq
2t=TI=€T4

LTE:n vallitessa on t#hden pinnalla ¥

Anisotrooppisessa sdteilykentdssid ei ldmpdtilaa voida yksikdsit-
teisesti mddrittdid. Seuraavassa midritelldsin ldmpdtila siten,
ettd se Stefan-Boltzmannin lain yhteydessd antaa oikean keski-

mddrdisen intensiteetin } .

éT" ") = TI'-'& ) Eddingtonin approksimaatiossa
= X 2
3% aw (v 37)

T (M) =T (1+3 )

—— STH = 3
> et

4

Toisaalta: = T (o) =6L& T, = .
oisaa a.q = 3. o - T(o)
§TL, =%

Te** =~ “.1 ﬁ'T(o)

Vertaamalla tdtd Chandrasekharin tarkan mallin aatamaan efektii-
¥

viseen ldmpdtilaan Teff=[(%3"’] = 1.233xT(0) havaitaan, ettd

Eddingtonin approksimaatio antaa melko tarkkoja tuloksia Auringon

atmosfdidrissi.

Todettakoon vield erds mielenkiintoinen yhteys:

§T (my= £(1+3™)

L
: = T'(™) =

)
=

Kun 7V =2/3, niin T (q": %) & TE'-H,

eli sama kuin Eddington-Barbierin relaatio: S,, (""-‘- %‘) = ":F(O)

Tdmin perusteella kutsutaan arvoa’l’=2/3 efektiiviseksi optiseksi

szﬂzdeksi .
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¢) Schuster-Schwarzschildin menetelmd (two-stream menetelmi)

Fysikaaliset oletukset:

- siteilytasapaino }%S =¥ sekd ¥ = vakio)

- harmaa atmosfdidri

Integroimalla sdteilynkuljetusyhtdld yli kaikkien taajuuksien saadaan

bos eniElli®h 5 T (1 8) = F 1)
AT B

= &§I(me)dw

Tdmd integraali-differentiaaliyht#l8 voidaan muokata tavalliseksi

differentiaaliyhtéldpariksi jakamalla intensiteetti kahteen komponettiin *

/e :L+' pinnasta ulos tuleva
I+(,r) - g I(v 8)sne de A keskimddridinen
o intensiteetti
T
I-('V) — S b ('T',G)S.\\ne 46 - sisdin menevi
Va. v keskimddrdinen
T~  intensiteetti
™ am ™
1 + =
Td1l8in i KSIS\n9&6d¢ gIsmede EY (I +1 )
o 0 0
Sdteilynkuljetusyhtdld voida: m esittdd seuraavasti:
T/a *)
= : + = 2
j:'f-rr(lcOse)—I(fr,e ~ T ) Y ede
N
Q) g ... Swmede
I
L
4 oIt -
14T - (1 (1
T s ITm - (I 1) )
= . at
~ 1 + -
- — — R i
T/ﬂ. &I"'
*) X . gcoge Tsm04a8 = cos & —
Huom.: Vasen puoli : dT’ 4V
2

C 8



LR Os -

Timsn mukaan keskimddrdinen ulos tuleva siteilyintensiteetti havaitaan

suunnassa cos©= 1/2 &> 6= 60°.

+ =
() +(2) = d_]:__"ril_. =10 §Icose&cu
d
=qw [I"' Scose Sinpde +I~ Scose TN ) &e]
R /A ,
= ‘?. - - :\i
¥ =7(z™-1) = TF
2o — . -
= e ¥ (muodollinen merkinti)
= F = vakio
aivan kuten sidteilytasapaino
edellyttda
T 7 s A
Ml g e vl
F
dI*+ 4T = AFav §
= 1++ I =aAFP+C
3 ST'=C =C=F
Reunaehto: L (e)=0 F =T°-3"
g
=0
1" +I

S

Siteilytasapainossa

=y

QAFY+F_F
y =g (1+27)

=1|?\2

S -— =i rray)

Sijoittamalla tdm# ldhdefunktio sdteilynkuljetusyht#ldn mddrddmddn

intensiteettilausekkeeseen saadaan

-V sec®

=

I(o,8) = sec © av

(Vg

~
{'2
L

(1+27)

iR



SATEILYNKULJETUSYHTALON RATKAISU
I(0,0)= ;r- (4 + 9.cog e) SCHUSTER-SCHWARZSCHILDIN
APPROKSIMAATIOSSA (v. 1905)

Tdmd ratkaisu poikkeaa Eddingtonin ratkaisusta vain viimeisessd

termissd: 2xcos©® on Eddingtonilla (3/2)xcos@ .

d) Chandrasekharin menetelmi

Chandrasekharin "method of discrete ordinates" on Schuster-
Schwarzchildin menetelmin yleistys: intensiteetti jaetaan osiin

(i kappaletta) ja ndit# intensiteettiosia I, tarkastellaan suunnissaégi.

ot B i e e

Fysikaaliset oletukset:
- harmaa atmosfdiri -1

- sdteilytasapaino } = S=}= al_“—T:r Sl(cose) M 28
- d (cos®©)

Siteilynkul jetusyhtdloni on integraali-differentiaaliyhtdl6 :

S

dl
/‘( -QT =T~ % SiI(T;/*)&/'\ ,missﬁ/i,\= cos ©

Suurimman vaikeuden yht#lén ratkaisemisessa tuottaa kulman yli otettu

integraali. Likimiddrdisesti se voidaan esittd#d Gaussin summana :

A ~

STOp)amm ) o TT )

-4 -i= -



Gaussin numeerisen integrointimenetelmin tarkkuus riippuu seki
kertaluvusta n ettd tarkasteluvidlin jakopisteiden valinasta. Tasa-
vdlisen jaon sijasta valitaan jakopisteet siten, ettd ne ovat

Legendren polynomin P, (cos ©®) nollakohtia.

2n
Siteilynkuljetusyhtdltksi saadaan tdten lineaarinen differentiaali-

yhtil6ryhmd, jonka kerta 1 2n

P
—e
]
I+
-
+

o g OGN T T

dI; _ g
AT DU ES

=-n

(Huom. Kun tarkastellaan pinnan sisdin menev#i siteilyd, on i < 0)

Ndilld differentiaaliyhtdl8illd on erikoisratkaisut

-RkRMT -~
1
I e D , missd k mddrdytyy yhtdldstid %Z?g— 1
L 1 - k/“; == /«a

sekd yksityisratkaisu

f 1.%= Q(Q-‘-"" +/A~L) , missd b ja Q ovat vakioita
L

Ratkaisuna saadaan siis intensiteettijakauma I—n""’Ir tietyissi

suunnissa e—n’ cees en'

Tarkempi esitys edelld hahmotetulle menetelmdlle 16ytyy esim. kijoista:
S. Chandrasekhar: Radiative Transfer, Oxford 1950

V.V. Sobolev :A Treatise of Radiative Transfer. Van Nostrand
Company 1963 (luku 2.3)

D. Mihalas: Stellar Atmospheres. Freeman and Freeman 1970 (luku 2.3)

HUOM. 1 Chandrasekharin,{nenetelm"a' antaa harmaalle atmosfdirille seki
likimddrdisen ratkaisun (sarjan summausindeksi n #3irellinen)

ettd tarkan ratkaisun (n —> 00 ).



- g 78e

HUOM. 2 1. kertaluvun approksimaatiossa (n=1): Qq_= A, = 1

o
e -

jolloin siteilynkuljetusyhtdl®

1 dT 1
e R

4T,

P = T i 4
Y sefionlonek

ST

-4

vastaa Schuster-Schwarzchildin sidteilynkul jetusyhtdl183d silli
erolla, etti Chandrasekharilla on cos©= 1/2 tilalla

cos © = 1/3" |



2.5 KAASUMAISEN TILAN FYSIIKKAA TAHTIEN ATMOSFAAREISSA

Tihtitieteellisissd kohteissa on kaasumainen tila vallitseva aineen
olomuoto: tdhdet ovat kaasupalloja, planeettojen atmosfdidrit ovat

kaasua, tdhtienvilisestd aineesta 997 on kaasua.

2.3.1 Ideaalikaasun tilanyht#dld

Ideaalikaasun tilanyht#l® on voimassa tdhdissd paitsi mahdollisesti
degeneroituneissa keskusosissa (degeneroituneen kaasun painetta

kdsitellddn luvussa 3).

PN =NRT IDEAALIKAASUN TILANYHTALD

missd N= moolien lukumiiri

o)
]

8.314 J/K mol

yleinen kaasuvakio = 8.314x107 erg/K mol

Yhdelle kaasumoolille:

PV 3

RT ‘ : N (N = 6.025x10°
(o] [o]

=hiukkasten lukumdirid/mooli)

Avogadron luku

F

PRt | &

k = 1.380)(10-16 erg/K = 1,330‘40723 I/K

= Boltzmannin wvakio

v
T
<

lig k-T_ I merkitéén{%e = N = {1 moolin molekyylien

1ukum5§r5/cm3

P =N kT TILANYHTALO YHDELLE KAASUMOOLILLE




Paineen riippuvuus ldmp&tilasta ja tiheydestd:

PV = ART
P

RT

"

_.O
"

¥y 1
f\
_M_i RT =N m= 1 moolin massa
VoA ]

m = molekyylin massa
Q= M
N

Y

:g_jg:[. :EL— = .—2!& = JS;
2 TR

_c)
n

Z

, missd m = molekyylin massa

SRT
e e

Kaasuseoksen tanauksessa on

P "‘ZPL =kRT > _N;

missd Pi = komponentin i aiheuttama osapaine.

Merkitiin A = ZZN;A‘

= seoksen keksimidrdinen hiukkaspaino atomi-
L el sis
massayksikGissid

ESIM. Vetykaasun keskimidirdinen hiukkaspaino eri limp&tiloissa:

T A
3000 K H2 2
3000 K H + H 1

+ + = =
10000 K P tp te +te 0.5




Eri hiukkaslajien Ni summan mi#irittimiseksi merkit#in:

= vedyn massaosuus (0 < X < 1)

= heliumin massaosuus

= "metallien'" massaosuus (metalleiksi kutsutaan alkuaineita, joiden A >5)

oI N M

2 protonien lukumddrid metalliatomissa = elektronien lukumidri

Ionisoituneessa tilassa ovat eri hiukkaslajien hiukkaslukumdirit

seuraavat:
ionien luku- elektronien
madrd/cm lukumi&ra/cm- DN
. X8 mmyMa . n| X8 q X8
ve y v"\“ = M V-MH v "“H W\N
. Ve _ Y=< 3~‘Y-3 - Y8 3 13
hel = =
eélium Mo 4w, Mye Lwm, Y
. Z-S A 28 . 28 1428 y 128
19, 11} — m——
metallit K-W\H 9. R'W\" i'MH ™y, Loy,

ész:NL ™

I
Iuo
0N
0
<
+
£|w
~<
+
ol
M
=S

TILANYHTALO TAYSIN
TONISOITUNEELLE
KAASUSEOKSELLE

> | P =NkT

SK(ax+3Y+$2)

HUOM. Kokonaispaine on kaasunpaineen ja siteilypaineen summa:

P, %L

tot




2.3.2 Kaasun adiabaattinen tilanyhtild

a)

Systeemin ominaisldmpd

Energian siilymislain ldmp8opillinen muoto on

AW = d& + 3w

dR = dU +Pav

, missid dQ

systeemiin tuotu ldmpSenergia

dW = systeemiin tehty tyd = -PdV (dW = PdV,
kun kaasu itse suorittaa tydn)
dU = sisdisen energian muutos

Merkinti & ilmoittaa, ettid kysymyksessi ei ole

kokonaisdifferentiaali (ts. vain alku- ja loppu-

tilasta riippuva fkt.), vaan prosessista riippu-

va suure.

Systeemin ominaisl&mpd:

_ 28
k. AT
Fal o du
Kun V = vakio : Cv" 1T V‘ a
Fal _4du &
Kun P = vakio : C =‘.——:J =+ (Pa)
n vaxKlo P A o crr a-r
C? = + N R

Com b= iR

b) Adiabaattinen tilanyhtdl®

Adiabaattisessa muutoksessa|dqQ = 0|, jolloin

W=m-3rT =2 NRT

M =2
7= G AR

PV = ANRT
PaN +V§j; = A RAT

o
PAV=NRT

missa\ﬁf= moolien lukumddri
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. . P= RT
JU +P4V = O 1 moolille: =T
cvél‘l‘-»R'rE‘VM = 0 Regg=co |57

" e - v Se I
CV';: = (Cp Cv) vV v g
oA T == (Ks - 1) £mN + const 5/3 neutraalille 1-atomiselle
1= Cp_ kaasulle tai tdysin ioni-
e soituneelle kaasulle
TVT-‘ oAl : ?VF \ 7/% kaksiatomiselle kaasulle
™ = const
T = ?_V_
R

—
— | —

ot

el = | PTY s conat

Ndistd kaasun adiabaattisen tilanyht#ldn eri esitysmuodoista kiytetdidn

jatkossa eniten yht#l8i

'P \/\c = vakio

ESIM. Mddritd

KAASUN ADIABAATTINEN TILANYHTALO

X‘, kun paine on sihkdmagneettisen sidteilyn aiheuttama.

dQ = dWU + Pav

U = siteilyn energia
U =

uV, missd u = sdteilytiheys = aT"

= sdteilyenerg ia/cm3

ws= o.T“V
dU=YaT3VdAT + ol 1oV

’P:%—:%-QTH

&Q =HaT?VAT + aTHaV +%O\TH AV = O adiabaattisessa
~— — _ muutoksessa
LoT av = 4Pav )
A GTPVAT +4Pav = O P =307
a
® ©, dP = L aT®aT
ZVdP + HPaVv = O
e A T
e Y,
-y
,P ot v (2

P VW3 = const

joten X‘ = %



Interstellaarisessa avaruudessa 4/3 < ¥ < 5/3 riipuen siiti,

midriiks siteily vai kaasu paineen,

Adiabaattista tilanyht#ldd on kdytettdvid tarkasteltaessa mm. tdhtien
konvektiota (massavirtausta) tai interstellaarisen pilven kuumenemisr~
ta, kun se Hkillisesti kutistuu esim. supernovarijihdyksen synnytt#min

iskurintaman johdosta.

2.3.3 Kaasun paineen ja ldmpdtilan kineettinen tulkinta

Paine voidaan selitt#i kineettisen kaausteorian pohjalta. Kaasun-
paine ilmoittaa molekyylien liikem#irin muutoksen aikayksikdssi
hiukkasten liikkuessa yksikkdpinta-alan ldpi, joka on kohtisuorasti

molekyylien liikesuuntaan ndhden:

'P = d‘_(th_},missé pi.L&A
z dA

iz
4

/¥

v
of

Merkitdin

n(8,d,v) = niitten molekyylien 1ukum§.‘=jr'é./cm3sr, joilla nopeus

Rk,
dV - dw . dv

tarkasteltavaa pinta-alkiota vasten kohtisuora nopeus-

vilissi (v, v+dv) =

v cos O

komponentti
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dV = dA-dt-v cos® = tilavuusalkio, jossa ovat kaikki ne molekyylit,
jotka aikayksikdssd "iskeytyvidt" kohtisuoraan

pintaan dA

yksikk8pinta-alaan kohtisuoraan "iskeytyvien"

Sggn( ©,d ,v)dvdVdw

rvoe hiukkasten lukumi#ri aikayksikossi

SSS n(e, ¢ ,V)eve.cos© sin0d® dP dv dA-dt
{ A g aleid
dw Tewd 18

Tdl118in paine pinta-alkieta vasten on

-> -
Pz = hiukkasten lkm/s x ['mu— cos © - (— my cose)]

P, <

Jos molekyylien nopeusjakautuma on isotrooppinen, on

FAu
g(im\u—mse) . (5,8,v) * V- cose sn@ AP dedv
o

oL~ pH

mn(e,¢p,v) = -—-n(u—) du-

missd n(v) = kuutiosenttimetrissi olevien molekyylien lukumdidri,

joilla nopeus vdlilli (v,v+dv)

o0

= P = aw.&mgvlti‘r’) du-S Cos © sin® 4O
(=]
o e

T,
/—%Cose it

o

qQ [&)
P s %mg‘\)‘ N (V) A Keskiarvon miiritelmin mukaan

= Sotnydo

S'ﬂ(v) duvr

= S’U‘i-n(_\f)o\u' = -‘\;iog'ﬂ(\r) du
o \-—ﬂN_g

- 4 ~a :
—> ’P R Nwm o2 , missi N = molekyylien lkm/cm’




Yhdistdmdlla

P = NRT Lo
-—1}:)%«“1:&7 ‘%

‘P

k YHDEN MOLEKYYLIN
T KESKIMAARAINEN
LIIKE-ENERGIA

2.3.4 Maxwellin nopeusjakautuma

Oletetaan seuraavassa, ettd hiukkasten faasitiheys F(x,y,z,u,v,w,t)
ei riipu paikasta (x,y,z), ajasta eikid nopeuden suunnasta (4,v,w).
T4118in voidaan faasitiheys hajofttaa ajasta ja paikasta riippuvaan

funktioon f1(x,y,z,t) seki nopeudesta riippuvaan funktioon fz(vz) .

F (T)t)\r&) X £1 (X,\a,%,‘t) g ‘ga(\:-‘-\!’l *-wi)

Jos lis#ksi oletetaan, ettd nopeuskomponentit u,v,w ovat toisistaan

riippumattomia, voidaan hiukkasten nopeusjakautuma esitt#i muodossa

8 (avtew®) = glud) -5 () - g (wh)

Tdmin funktionaaliyht#lén ratkaisut ovat muotoa

G
g (W)= Ae e
- ’U‘Q

o (v = e
AWE

% (w?) =A e
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Vakiot A ja A sekd edelldolevan ratkaisun muoto saadaan seuraavalla
typistetylld tarkastelulla. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan

edelldolevan funktionaaliyhtdlon kaksidimesionaalista muotoa:

H (x+y) = G6* G (y) ]

dH(x+y) d(x+y) _ dG(x) .
A.(x-w&T e S

=1

eli

H)(x-ﬂa) G’ (x}-G(\a) l : H(X+t3)

H (x+y) _ G0 .
H (x+y) G (x) &

suhteen derivoimalla

Vastaavasti saadaan y:n > X G)(x) - G‘(}a)

H e 62y
H(x+y) Gy >

Koska saadussa yhtdl¥ssi vasen puoli riippuu vain x:std ja oikea

puoli vain y:std, on yhtildn molempien puolien oltava vakio, jota

merkitdin -A:1la.

dG(x) _ _ 5 e
St Adx => G(x)=Ae

vastaavasti ° G (‘3) = A e-ﬁ\t

= H(xry) = A 2D

Soveltamalla tdtd tulosta nopeusjakautumaan saadaan

L} 2 Q)
a % _a 3 =alyleu +o,
£('u; +v,a +Vy ) =Ae 2 (3-dimensionaalinen muoto)
A

(1-dimensionaalinen muoto)

$e*) =A e



Vakio A midiritetdin nopeusjakautuman normitusehdosta

555 2 du;dw‘ad\rz = 1

S i = £ -ay € 2w
A _goe dug, S S
3
= A =(2)

= A:=1%

Vakio A saadaan rms-nopeuden (rms:"root mean square"u vt )
middritelmdstd :

o2
pe 0 .gog v £ do cl\r.&dxr}

§§:§ :ﬁ AU; &U'\zciu-&

1
)
= ggg '\J‘a. &' &U‘)‘ &U".a&\ra_
Lo \_.—\(____.J
vrduo st d¥Y pallokoordinaatistossa
oo 3 At
=g§§ ior £ sinFdd P dv {:(%)t,e A

ar /
girzlm?w &y = § dw = 4T
0_1}/1




L % 00 y ~avt R ~ax: A ;1 T‘
1 :(%) 4T g’U‘ e dv § dx = A : (
° (o b e
= % i 'r‘(%-_)
h—w—_-l
s : =+
S e SN
i -(z) 4T 11 qﬁ HMOW\. T(%) =T(%+1)=%T(Ji):§:‘ﬁ?
vt = 2 T@=TE+)=27(3)-3.

Toisaalta

Tmat = ZRT

A
e 2RT
Qo e
= =
s 3 é?“ah'r
vl o=z —=—
2A

. AR Sea
Tdten A -V-rr ‘V ST RT

2 2 \Z 'e.h‘r(" 1R
% g('u; +U‘:+U’z~)= (&_T‘:'“ﬁ e 3-ulott. jakaumafunktio

N Yo 2LRT _ . .
ﬁ('u- ) = T RT e 1=-ulott. jakaumafunktio

Merkitdin dN(v) = N(v).dv =nopeusvilissd (v,v+dv) olevien mole-

kyylien 1ukum5'ér'ai/cm3

Huomioimalla nopeuden yleinen jakaumafunktio f saadaan

d N (v)

i

N 2(v)duv

L

N e e ™7 "4
aTRT © Uy MAXWELLIN NOPEUSJAKAUTUMA
(1-ulotteinen tapaus)

dN ()




missd m

N

hiukkasen massa

hiukkasten lukum3ird tilavuusyksikdssid
oo

)
dN (v v
normitusehto: g £ du, =4 & g —Ng—‘)- QW = 1
® s
Kolmiulotteinen tapaus:

a) suorakulmaisessa koordinaatistossa

2 oo (vholed) MAXWELLIN
q T 2@ 2
dN (u;_\r% Va) = N( = ) e oA o\\&clvhclvi

o= NOPEUSJAKAUMA
RY, (suorakulmaisessa koor-
1 dinaatistossa)

b) pallokoordinaatistossa

Koska &\J; d\fubdu'z =‘U’9-AU' s'm.'l}A\‘)'&‘P 5 IOT)

"

dN () = N@w)dv = N- £(&r)dv

awr
R
e o utdo (§ ansasay
AT kT £

—
4T

:é\
z

2
3 TN 4y

v A wi \Z -~ 2RT MAXWELLIN NOPEUS-
d'N(‘)-) = 4w N(‘i*rrh‘r) € dv JAKAUTUMA (pallo-
koordinaatistossa)

dN () dN(v)
y

> Uy > U

1- ulotteinen nopeusjakautuma 3~ulotteinen nopeusjakauma

esittdi Gaussin kdyriid



HUOM.

Maxwellin nopeusjakautuman maksimikohta [f—:;(%)) &40 ]

midrittdd hiukkasten todennikdisimm#n nopeuden ol . (osoitus

harjoitustehtéivﬁné) .

Todenndkdisin nopeus |of = V%%E

eskinopens T = S EWI

$ ) de

=3 QA

A = — =113
Vo %

A
2
rms-nopeus w = 'ﬁ =[M]

\ {_(w—)dv
1

w :VBT\QT :Eo{,: 1.25 £




2.3.5 Boltzmannin hiukkasjakautuma potentiaalikentissid

Tarkastellaan seuraavassa potentiaalikentissi V(z) olevaa kaasua,

jonka tiheys pienenee korkeuden z kasvaessa.

Merkitdin '$

z+daf
F1(z) = -dM g%éi) = alkiota alaspdin }dz
vetdvd gravitaatio-

2-
voima , *
missd dM= ©€dAdz = tilavuusalkion o
ﬁtk
massa
i dv(z)
F1(z) Q dAdz 1z

X

Paineen synnytti#mid voima tilavuusalkion alapintaan = P(z)dA = S EA&T-AA

missd m= hiukkasen massa .
Paineen synnyttdmi voima tilavuusalkion ylédpintaan = P(E*-dz)&A:ﬂ%&MdA

Paineen aiheuttama nettovoima yl&spdin on siten

_[e(z)- 2(2+a2) kT |, _ _de(z) RTdAd2
@)= = dice =5 RIS

. . — -
Tasapainon vallitessa F1 + F2 =0

d8(®) kTdAdz . _ g(= dV(2)
= = — (2)dAdz "

# o\gg'&) = ket AN
®) RT

L3 m%!&)
T
= | s (=) S, e TIHEYSJAKAUTUMA
POTENTIAALIKENTASSA V(z)




Tarkasteltaessa -eSlll.  planeetan atmosfddrid, jossa atmosfddrin

korkeus z on hyvin pieni verrattuna planeetan siteeseen R » ON

V(R+2) -V(R) = ~2& - (- &)

ANV R+2

MG MG MG 2 MG - MG
=~ + =-ME (424 )+ 22 = 2
R(1+Z) R x (1-% e e

%E

Huomioimalla em, tiheysjakautuma saadaan kaasun faasitiheyden

lausekkeeksi
- 2 a Q o v P
F('r)‘\?— = Q(2) £('U‘x +Uy, +VE) I glz. R Pz
2 _(mv, mAV(?)
=8 () e (xnpEn)
T oTe\amrkT
ai il e e
RN M \2 RT HIUKKASTEN PAIKKA- JA
F(?,U'> = go(gm-h-r) €
NOPEUSJAKAUTUMA

2.3.6 Boltzmannin laki atomjenviritystilojen miehityksille

Sidoselektronien lukum#ir3d atomin eri viritystiloissa riippuu atomin

potentiaalikentdstd sekd limpdtilasta.

energia
N

E"\
B

33




Viritystilojen n ja m miehitysluvuille johti Boltzmann yhtdlén

N“ %l e-(E“—EM)/hT

=

i BOLTZMANNIN LAKI
N % ™

miss3

N
n

N
m

itysluvut

viritystilassa n olevien atomien lukumd#ri }' od

viritystilassa m olevien atomien lukumiirid

g tietyn energiatilan statistinen paino. Esim. vedylle g, = 2n*

Merkitsemdlla 7{ = En-E = tilan n viritysenergia saadaan

“ X I RT
N"‘:i&e /
Ny ga
e, RT
#N“=—;41%~\e '"/ BN N * o, S ..

=atomien kokonaislukumiddri

N e =

"
?|
FM
o
3
/
v}
3
=
o

partitiofunktio u(T)

R g PR .

A1 N w(T)
-X.. /RkT
- Nn: N'v\. N, 3 _%& i : Qd_
PN ol B S s NG
N'n E O m ‘xm/hT
N ~ w(m)

missd N = atomien kokonaislukumiHrid



= T

HUOM. Partitiofunktiota laskettaessa on summa katkaistava tietystid
kohdasta - viimeistddn silloin, kun p#dkvanttilukua n vastaavat
Bohrin siteet ovat ytimien vdlimatkojen suuruusluokkaa ja

sdhkdinen repulsio voimistuu. Tdmidn vuoksi partitiofunktion

arvo riippuu kaasun tiheydesti.

elektroniverho

ESIM. Vetyatomille saadaan 10000K limp&tilassa seuraavat miehitysluvut

2

G = L

X”‘f hR"(ﬂ_g_ - %1 , missd Rydbergin vakio on Ha-yksik®issi ¢

R,=3.29 «10" Hz

Huom. normaalisti Rydbergin vakio ilmoitetaan pituus-

vksikkdd kohti @

hy =hc% =hc RM (%La— 3\79_) , missd RM= ‘ﬁ-o%‘

oo

Vedylle RH =10966%,6 1;\ =R

m e

< “hR, [+ (1= 32)/KT
\L(T):Z : K )
m=1

w (10 000 K) Q. (vedylle)



Kun T = 10000K : X
. 1 CXn /KT | Na 2wt Ea/NT
mn L - 2= e N u (10 000K)
1 2 0 2 ~ A
2 -5
9 14 0.35 538 x10 5 a3 x1¢
3 18 0. 889 4,45 x10°° 32 x10°

Todetaan, ettd 10000 K ldmpdtilassa suurin osa vetyatomeista on

perustilassa (kts. alla olevaa taulukkoa).

Table Relative Populations of Levels in Hydrogen
(P, = 10dynecm~2),
Ni.2 Nis
T - :
Nia * Nia
4,000°K 5.62 x 102 5255 10729
6,000 1.08 x 10-® 6.28 x 10-1°
8,000 1.50 x 10-¢ 25470 1072
10,000 2.89 x 10-% 7.25 x 107*
12,000 2.08 x 10~ T325% 10~
14,000 8.51 x 10-¢ 4.00 x 10-*
16,000 2.45 x 10-° 1.40 x 10-°
18,000 §.57 % 10=° 3.71 x 10°°
20,000 1.08 x 10-2 8.08 x 10-2
Table

274-275, based on unpublished calculations of A. N. Cox.)

Logarithms of Partition Functions.®* [From T. L. Swihart, 1968 (6), pp.

The following ions have partition functions which are nearly independent of tempera-
ture and electron pressure as long as the abundance of the ion is not negligibly small:

ION log u ION log u, 10N log u,
HI 0.301 ol 0.60 Mg III 0.00
Hel 0.00 o1l 0.95 Alll 0.00
He Il 0.30 Nel 0.00 Al III 0.30
Lill 0.00 Ne II 0.78 Sill 0.78
LiIll 0.30 Ne III 0.95 Si 111 0.00
cll 0.78 Na II 0.00 KII 0.00
CIl 0.00 Na III 0.78 K III 0.78
NII 0.96 Mg Il 0.30 CaIll 0.00
N III 0.78 :




2.3.7 Ionisaatioyhtidld (Sahan yht#18)

Megh Nad Saha johti 1920 statistisen fysiikan menetelmin t#htien atmos-
fddrin virityksen ja ionisaation teorian. Ionisaatioteorian perusideana
on, ettd tasapainotilassa ionisaatioiden lukumdirid sekunnissa on yhti-

suuri kuin rekombinaatioiden lukumdirid sekunnissa.

e

ionisaatio
g
Z.
N
rekombinaatio
| S
e
ionisaatioaste i ionisaatioaste 1i+1

Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan vain vierekkdisid ionis.asteita i ja i+1

AN (L>i+1) _ .
dt 'N'.. £4 (T)I- ) :

Lon

Ionisaatioiden lukum#&Ard/s:

Rekombinaatioiden lukumddrid/s : dN (L‘;J-) ) = N.'-'H . Ne . £9_(T,X;_M)

dN(I=41) dN (L+1>1)

Tasapainotilassa: =

dt dt

190 Mingoiig  pms _{4 4
4 N.L 'ﬁﬂ s %(T):ﬂlon)

Saha sai g-funktion lausekkeeksi

'5/9_ - l
NI_+1 ‘Ne < (T“'Yﬂ.hT) 1 L W iea (D e RT
N- h3 ug (T)

(%

SAHAN YHTALO




elektronitiheys [cm-3]

Z
n

missd

elektronin massa

B
]

b

ionisaatioenergia asteelta i asteelle i+1

- (X=X )/ RT
3G s e G 4

Huom. Ensimmiinen alaindeksi ilmoittaa ionisaatioasteen
ja jdlkimmidinen alaindeksi viritystilan. Partitio-
funktion U edessd oleva luku 2 on vapaitten
elektronien statistinen paino.

Sahan yhtd18ssi kiytetdin usein elektronipainetta Pe elektronitiheyden

asemesta:

P NekT = No= o=

NL-M (9-1T’WL) RT % Wiea (T Z X: /hT
md N[ k ( ) u. (‘r)

Mikidli e-kantainen potenssi halutaan muuttaa 10-kantaiseksi, on

e o 50‘40 V)
e_jc"/’:zT =10 %-'?= 10 E

Sijoittamalla vakioitten lukuarvot, saadaan Sahan yhtdld muotoon

: _ 5040 5 LQV]
NL-H"PQ = 0.331 .—rs/&'. Qu;“(T) ] 10 ™ L
N. u; ()

R S S R e

HUOM. Elektronipaineen yksikkdni ki#ytettidvid dyn/cm2
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(esimerkkini Rauta Fe)

Astrofysiikassa kdytetdin seuraavia merkint8ji:
neutraali 1. kerran 2 kertaa r kertaa
atomi ionisoitunut | ionisoitunut | ionisoitunut
i et |0 1 o | ™
Ionisaatioenergia xo x1 Xz
Ionin merkintd Fe T Fe IL Fe IO -Fe(-v-n)

Kaikkien atomien lkm.
ko. ionisaatioasteella

Perustilassa olevien

ionien lukum#dird No'.\ N,"1 N2.1 N.r"
Viritystilassa s ”
olevien ionien lkm. No,s N1,s N‘l.S N.,.'s

Alkuaineitten partitiofunktiot eri l#mpdtiloissa ja elektronipaineessa

esitetty alla olevassa taulukossa. Seuraavalla sivulla ovat alkuaineitten

ionisaatiopotentiasalit.

The following table gives log & for other ions as a function of temperature and electron

pressure:
TEMPERATURE (°K) TEMPERATURE (°K)
IoN logP, 5,040 - 7,200 10,080 IoN logP, 5,040 7,200 10,080
Lil 0 0.33 0.75 1.68 Sil 0 0.97 1.00 1.21
2 0.32 0.44 0.91 2 0.96 0.99 1.06
4 0.32 0.37 0.51 4 0.96 0.98 1.04
Cl 0 0.96 0.98 1.01 KI 0 0.43 1.16 2.02
2 0.95 0.98 1.01 2 0.35 0.62 1.19
4 0.95 0.98 0.99 4 0.33 0.45 0.69
NI 0 0.60 0.62 0.66 Cal 0 0.08 0.46 1.36
§ 2 0.60 0.62 0.66 D 0.07 0.30 0.79
4 0.60 0.62 0.66 4 0.04 0.27 0.62
(o} | 0 0.95 0.95 0.97 Call " 0 0.34 0.43 0.57
2 0.95 0.96 0.97 . 0.33 042 0.56
4 0.95 0.96 0.97 4 0.31 0.38 0.52
Nal 0 0.32 0.68 1.53 Fel 0 1.47 1.85 2.83
2 031 | 041 0.81 2 1.47 1.78 2.36
4 0.30 0.36 0.51 4 1.47 1.74 . 2.26
Mgl 0 0.00 0.02 0.30 Fell 0 1.38 1.55 1.79
2 0.00 0.00 0.09 2 1:38 1.54 1.79
4 0.00 0.00 0.06 4 1.38 1.52 1.75
All 0 0.78 0.84 1.33 Felll O 1.40 1.42 1.49
2 0.78 0.79 0.91 2 1.40 1.42 1.49
4 0.78 0.73 0.82 4 1.40 1.42 1.49

* The electron pressure is expressed in dyne ecm~3,
Note in proof. A. N. Cox (1972) finds additive corrections as large as 2.3 for some entries.
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Table lonization Potentials.® [C. E. Moore, 1970 (234).}
AT, TONIZATION POTENTIAL {(ELECTRON VOLTS)
NO.  BLEMENT 1 " m w v vI vy vin x X (ONIZATION POTENTIAL (LLECTRON VOLTY)
X7 xu X X xv xvi X¥1 Avil Arx XX
i H 13.598
2 He 24587 34416
3L 5392 715.638 122451
4  Be 9322 18211 153893 771}
s B 8.293  25.154 37930 259.36%F  340.217
6 C 11260  24.38)  47.887 64492 392.077 439981
7 0N 14.534  29.605  47.448  TT4T2 97.388 552087  667.029
LI+ 13.608 35116 34934 TIAI2 113B96 138116 739.315 871387
9 F 17422 M970 62707 87138 114240 157161 185,182  953.886  1,101.089
10 Ne 21,54 40962 6343 9711 12621 15793 201.27  239.09 1195797 1362164
1 Ns 5139 47286 71.64 98.91 13839 17215 20847 26418 299.87  1,465.09)
12 Mg 7.646 15.035  30.143  109.24 14126 19650  224.94 263.90 32795 367.53  1648.659
13 Al $986 15828  28.447 11999 1537 190.47  241.43  284.59 33021 9LS?T  1,761.802 1,962.613
" Si 5155 16343 33.492 45.141  166.T7 203.05 246.52 303.17 35110 40143 «42.07  2,085.983 2,304.080
15 P 10.486 19728 0.8 $1.37 65.02) 22043 26322 309.41 NI 42430 47606 $23.50 2.431.676 2.673.108
16 S 10360 23,33 34.83 41.30 7268 8049 28093 343 INI0 4708 41957 36041 61183 281654} 3,069.762
17 a 12967 238} 39.6) 5346 67.8 97.03 114193 348.28 40008  455.62 504.78 364.65  651.6) 70704 3223836 3,494.099
18 Ar 15759 27629  40.74 $9.8) 73.02 91.007 124319 143456 42244 4TEEE $29.26 59197  636.69  749.74  $09.39 3,658.425 3,946.19}
(L 3 4341 31628 45M2 60.91 28266 1000 117.56  154.86 175,814 303.44 51895  618.24 63609 73533 83475 I8 4,120.778 4,426,114
20 G 6113 11873 50.908  67.10 “a 108.78 1277 147.24 188.54 21120 56403 629.09 71402 TLI3 B6LTT 968 1,034 4610983 4933931
21 Sc 654 1280 24.76 73.47 91.66 1111 1380 158.7 19002 22532 59123 656.39 72603 %1661  $95.12  97¢ 1,087 1,187 5.129.045 $,469.7
22 Ti 682  '13.58 27.491 41.266 99.22 119.36 140.8 168.5 1932 21391 249.832  685.89  735.47 9.7 926.00
23 v 674 1468 29310 46707 6523 12812 15017 1737 2058 2305 26523 291497 7873 86133 94036
% Cr 6766  16.50 30.96 9.1 693 90.56  161.1 1847 2093 244 25504  308.25  3)6.267 B9S.58  974.02
25 Mn 7438 15640 31661 312 72.4 95 119,27 196.46 221.8 2483 2708 298.0 388 38430 1,010.64
26 Fe 7870  16.18 30.651 4.2 75.0 9 125 151.06 23504 2621 286.0 144 3418 404 4353 a2t
27 Ceo 786 1706 33.50 313 79.5 102 124 17 126.13 276 290.4 33038 3610 3922 437 429, 1,266.)
28 Ni 765 13168 3517 549 75.5 108 133 162 193 224.5 308 336 37 7 “ s12 5469 14030
% Cu 7726 20.292 3683 352 79.9 108 139 166 199 232 3212 352 384 30 ‘04 9 71 012 1,347
30 2n 9394 17.964  39.722 39« 826 108 13¢ e 203 238 266 388.2 401 3 @4 320 35 633 (3 1,698
3 Ga 5999 2051 0N (%} 274 3108 w7 e *0 342 31 0i9 698 78
2 Ge 7899 15934 3422 45N 93.5
: As 9.81 18633 28351 50.13 62.63 1216
Se 9.752 2119 30820 42944 683 8170 1554
~3s  Br 1814 218 36 .3 59.7 82.6 103.0 192.8
36 Kr 13999 24359 3698 2.5 6.7 788 10 126 2%.9
37  Rb 4177 27.28 a0 326 71.0 844 99.2 136 1350 m.
38 Sr 5.695 11030 416 s7 716 90.8 106 1223 162 Fiz
39 Y 6.38 12.24 20.52 61.8 77.0 93.0 e 12:4 146.2 91 3.1
0 Zr 68 1213 2.9 34.34 .S 206 340
] Nb 688 1432 25.04 383 S0.55 1026 128
4« Mo 709 1618 27.16 464 61.2 68 126.8 183
43 Tc 728 1526 29.54
4 Ry 737 1676 28.47 .
45 Rh 746 18.08 31.06
46  Pd LM 194 32.93
47 Ag 7576 21.49 34.33
48 Ca 8.99) 16908 3748
49  In 5786  18.369  20.03 4
50 S 7344 14632 30.502 40734 T238
51 sb 0.641 165 283 -2 £’3 108
52 Te 9.009 8.6 27.96 37.41 58.15 2.7 137
3 1 10451 19.131 . 33
4 Xe 12330 2121 32,1
5 Cs 3894 231
6 Ba 5212 10.004
57 la SSTT 1106 19178 \
Table (continued)
AT. TONIZATION POTENTIAL (ELECTRON VOLTS)
NO. ELEMENT H n m v 1 4} vi v 124 X
58 Ce 5.47 10.85 20.20 36.72
59 Pr 5.42 10.55 21.62 38.95 57.45
1 Nd 5.49 10.72
= Pm 5.55 10.90
& Sm 5.62 11.07
63 Eu 5.67 11.25
64 Gd 6.14 12,1
65 Tb 5.85 11.52
66 Dy 5.93 11.67
67 Ho 6.02 11.80
68 Er 6.10 11.93
69 Tm 6.18 12.05 2.7
70 Yb 6.254 12.17 252
71 Lu 5.426 13.9
72 Hf 7.0 14.9 233 333
73 Ta 7.89
74 w 7.98
75 Re 7.88
76 Os 8.7
T Ir 9.1 ;
78 Pt 9.0 18.563
79 Au 9225 20.5
80 Hg 10.437 18.756 34.2
81 mn 6.108  20.428 29.83
82 Pb 7416  15.032 31.937 42.32 68.8
83 Bi 7.289  16.69 25.56 45.3 56.0 88.3
84 Po 8.42
85 At
86 Rn 10.748
87 Fr T
88 Ra 5219 10.147
89 Ac 6.9 12.1
90 Th 11.5 20.0 28.8
91 Pa
92 U
93 Np
94 Pu 3.8
95 Am 6.0




ESIM.

ESIM. 2

1

= H20"=

Kuinka suuri osa Ca - atomeista on ionisoitunut Siriuksen
atmosfddrissd, kun T = 10000 K ja P_ = 300 dyn/cm2 ?
(Vertailun vuoksi todettakoon, etti 1 bar = 10° dyn/cm2 )

Ca- T2 3C°= 6.11 eV

u0(10000K) 4.7

Cagll} u1(10000K) 3.55

Sahan yhtdls :

. - 5040 [ev]
N‘ Pe = 0.331 “Tgltl < Uy x10 il Io

N Uo

(o]

s
y-=>= -0.504 2 & .11

Ne 1 _,0331x4p % x1.51x10

N 300

(o]
Ny - 10"

AR R

Todetaan, ettd lihes kaikki Ca - atomit ovat kerran ioni-

soituneet (Ca II).

Kuinka suuri on kahdestl ionisoituneen kalsiumin osuus
Siriuksen atmosfiirissid (jatkoa edelliseen teht#viin).

Miiritd myds ionien suhteelliset osuudet.

Ca IT : X1= 11.87 eV

CalTT = di.=-1.0

2
y.a -0.504 x11.8%
Ng T = 0.339 %10 +x0.56x>10 = 1930

N,
Na _ 1930 _ .
= T Re0 &

P

N -4

Jakauma : Ca I : No = —-1——4-',8 10 N1

1.4x10
Ca II -t --N

1
Ga TIL 'z N: = 6.4 N

2 1
Ca IV : erittiin vihin

(ca 111 : Xg=51.2 ev => 10

N =~ N1+N2= 7.4 N1

Ca II :n osuus on NI/N'A'. 13 %

CaIIIl :n osuus on N,/N % 87 %

-0.504%51.2 _



= NlT =

ESIM. 3 Vedyn sekd heliumin ionisoituminen limpdtilan funktiona,

kun P_ = 10 dyn/cmz

o 1.0
&
5 08|
s
~
5
;_ 0.6 -
kY
1]
T 04}
]
[=9
B
§ 0.2}
8 m/ \1
] ] | | | ] | | 1 J
0 5,000 10,000 15,000 20,000 25,000 30,000 35,000 40,000
T(CK)
Fig. Ionization of Hydrogen. An electron pressure P, = 10 dynescm=2 is

assumed. For this electron pressure, hydrogen is almost completely neutral at
temperatures below 6,000°K and almost completely ionized above 11,000°K.

Table Ionization of Hydrogen (P, = 10 dyne cm~2).

T Nu /R _Nu
N: Ni + Nu N; + Nu
4,000°K 2.46 x 10-1° 1.000 0.246 x 10-°
6,000 3.50 x 10-¢ 1.000 0.350 x 10-°
8,000 5.15 x 10-? 0.660 0.340
10,000 4.66 x 10** 0.0210 0.979
12,000 1.02 x 10*? 0.000978 0.999
14,000 . 9.82 x 10*? © 0.000102 1.000
16,000 5.61 x 10** 0.178 x 10-¢ © 1.000
18,000 2.25 x 10*® 0.444 x 10-® 1.000
20,000 /.05 x 10*® 0.142 x 10-® 1.000
Fig. Ionization of Helium. An electron pressure P, = 10 dynes cm~2

is assumed. For this electron pressure, helium is almost completely neutral
at temperatures below 10,000°K, once ionized in the neighborhood of 20,000°K,
and almost entirely twice ionized above 37,000°K.

10 I 11 11

0.8}
0.6
04|

11 | 11 |

! Ly 1 ! 1 |
0 5,000 10,000 15,00Q 20,000 25,000 30,000 35,000 40,000
T (°K)

Fraction of particles in ionization stage




2.3.8 Ionisaatioyht#l®n verifiointi

a) Auringonpilkut

Auringonpilkussa Tspot 4500K } AT = 1200K

ympdrist&ssi 'I'phot 5740K

Havainnot osoittavat, ettd neutraalien alkuaineittan Na, K, Ca viivat
ovat tuntuvasti voimakkaammat auringonpilkuissa kuin ymp#rdividssi
fotosfddrissid. Koska kyseisten alkuaineitten ionisaatiopotentiaalit
ovat luokkaa 4-6 eV, on Sahan yht#lén potenssilauseke

So40
10’ qsoo‘s =1O‘&6°

- 28H0 L= -4 .4a,
fotosfdidrin tapauksessa 10 S§%4o = 10

auringonpilkun tapauksessa

Tdten ilonisaatiosuhde N1/No auringonpilkussa eroaa huomattavasti
vastaavasta suhteesta ympadrdivissid fotosfdirissid, mikd on sopusoinnussa

havaintojen kanssa.

b) Spektriluokituksen selitti#minen ionisaation ja virityksen avulla

Sahan ja Boltzmannin kaavoja voidaan kiytt#i ladmpdtilaindikaattoreina,
kun elektronipaine oletetaan tunnetuk ‘kasteltaessa spektriviivoja,
joiden l#ht8tasona on viritystila (es lyn Balmer-sarjan ldht&tason

n=2) on huomioitava seuraavat vaikutukset:

1) Limpdtilan noustessa viritystilan miehitys kasvaa
2) Limpdtilan noustessa seuraavan ionisaatioasteen osuus kasvaa, minki

seurauksena em. viritystilan miehitys vdhenee.

ESIM. Vedyn Balmer-sarjan viivat:
Viritystilassa n=2 olevien atomien osuus neutraalivedystd saadaan

seuraavasti. Boltzmannin yht#l6n mukaan on

B e-xo,i/k'l'

N Tlqp)

(=]

2
, missd %1=9u3. =8



Sahan yhtdl6std saadaan N1:

N < No Gt (073 du(m) o X /RT

5 , missd :(°= 13.6 eV
$ PQ K U, LT)

Viritystilassa n=2 olevien atomien osuus kaikesta vedystid on siten

Noﬁ. - No,e. No . No& , 1
Ne+N, N, Ny+N, No 1+ 5%

Olettamalla elektronipaineeksi Pe = 10 dyn/cm2 saadaan seuraavat

lukusuhteet
T[K] [ N, /N e No,2
gt g s mallad
= Nl N +N
o i |
4000 | 5.62 1073 1.000 5.62 1013
6000 1.08 1078 1.000 1.08 1078
-6 =6
8000 1.50 10_5 0.660 0.99 10_6‘_maksimikohta
10000 2.89 10 0.021 0.61 10
12000 2.08 1072 0.978 10> | 0.20 107
14000 8.51 1072 1.02 1074 8.68 1070
16000 2.45 1073 1.78 10~ | 4.36 1078
18000 5.57 1072 4.44 1078 | 2.47 1078
20000 1.08 1072 1.42 1070 | 1.53 1078

Vastaavasti voidaan laskemalla osoittaa, ettd Ca I 4227-viiva on

voimakas kylmissd tdhdiss#d spektriluokkaan FO saakka.

= ¢ No
T ¢ (FO) = 7350 K: :§1~soo
T ££(G0) = 6050 k: -t~ 3.9

Spektriluokan FO kohdalla Cal viivat siis heikkenev&dt, mutta Call

viivat ovat edelleen vahvoja. Vield kuumemmissa tdhdissd (T>10000K)

Calll ja H- ja K- viivat heikkenevdt ja He-viivat voimistuvat.
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02500/ T ——n

06

v L] i

0
[ log Nes/ZN,
L
L

Call

S0 30 20 15

4103 K

Abb. Thermische Ionisation (17.13) und Anregung (17.6) als Funktion der Temperatur
T bzw. ©="5040/T [ur cinen Elektronendruck P,=100dyn/em? (~ Mittclwert fir Stern-
atmosphiiren). Dic Temperaturskala Gberdeckt den ganzen Bereich von den O-Sternen
{links) bis zu den M-Sternen (rechts). Die Sonne(G2) witre ctwa bei 7= SR00 K cinzuordnen,
Unsere Kurven veranschaulichen die von M. N, Saha 1920 gegebene Deutung der Harvard-
Sequenz der Spektraltypen (Abschn. 15): Zum Beispicl ist Wasserstoff (111) bis 7' 10000 "K
vorwicgend neutral; die Anregung des 2. Quantenzustandes, von dem aus die Balmerlinien
im sichtbaren Spcktralgebict absorbicrt wurden, nimmt mit T zu. Oberhald 7= 10000 K
wird der Wasserstofl rasch wegionisiert. So verstcht man, daB dic Wasserstofllinien ihr
Intensitiitsmaximum bei den AO-Sternen mit 72 10000 °K haben

und Anregungsspannung

2 (heT)=4432 A

2A(GTI):= 4233 A

09
B0
AD
FO
G0
K0

lohisationispanniin Angeregter Zustand
Spektrum mv pa; 8
ok X,..cV
HI 13.60 n=2; 10.15
Hel 24.59 22P%; 2087
Hell 54.42 n=3; 4816
Mgl 7.65 — —
Mgll 15.03 3D; 883
Cal 6.11 4'S; 000
Call 11.87 41s; 000
°T o
r g
E
Ht H5 H,HelHenHB Ry
]
1
sl
L
KH "o 10

Ca  ColL
Abb, Schematische Darstellung der Spektralsequenz,
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¢) Luminositeettiefektit

Sahan yht#16n mukaisesti Ni+1/Ni on kdintden verrannollinen elektroni-
tiheyteen N . Tdten saadaan erilainen luminositeettiluokka t#hdille,
e

joilla sama pintaldmpdtila, mutta jotka ldpimitaltaan poikkeavat

huomattavasti toisistaan :
Ni+
N.
i

jittiliistdhti (tiheys pieni) : pieni Neé>tehokkaampi ionisaatio: suuri

ki#dpis (suuri tiheys) : suuri N, = Ni+1/Ni pieni

ESIM. 1 Teff(G) 5750K: k#dpid, Sp G2

Teff(*) = 5750K: jdttildinen, Sp F8
2
ESIM. 2 | Togs P, [dyn/cm“] | cal/Ca(total)
M4 KkiZpid 3150K 0.5 0.82
M4 jattildinen 3150K 0.008 0.07

Cal 4227-viiva on hyvi luminositeettiindikaattori (kts. kuvaa alla)

HUOM. Luminositeettikriteerit ovat yleensi empiiriselld pohjalla, eivatkd

aina noudata Sahan yht#l18i edes kvalitatiivisesti.

p# Cep

YLUATTILAINEN

HD 169746
IAT TILAINEN

HD 199305
KAAPIO

T Fic. Coumrarison or THE Ca I LiNE, M227, IN DWARFS, GIANTS, AND SUPERGIANTS OF SPECTRAL CLAss M2
be symbols Is, III, and V denote the luminosity class of the star in the classification scheme of the Mor, Keenan-Kell

’ 4 lu 88 - -Kellman At!
of Stellar Spcdr‘a. The supergiant u Cephei is one of the brightest stars known, HD 169746 is a giadt, and HD g13'111305 is & dwarf. N otiz
f,hat the CP.I }me, A227, the moat conspicuous feature in the dwarf spectrum, steadily weakens in stars of increasing luminosity, until
in u Cephei it is weaker than the lines on either side. The red edge of the “G-band,” 308, strengthensin the brighter stars. ( Courtesy
P. C. Keenan and J. J. Nassau, Ap. J. 104, 458, 1946, University of Chicago Press.) ‘ '



2.3.9 Kaasun paineen ja elektronipaineen vilinen riippuvuus

Vedyn ionisaatiopotentiaali X ,(H) on 13.6 eV ja "metallien"
ionisaatiopotentiaali X (metallit) on 4.5-7.0 eV. Kylmemmissi
tdhtiatmosfaddreissd (T &£ B8000K) tuottavat siten "metallit" pdZosan
atmosfddrin vapaista elektroneista. Kuumemmissa t#hdissd (T 3z 10000K)

vety puolestaan vastaa elektronien tuotosta.

Merkitddn

alkuaineen E neutraalien atomien lukumd&rd

4
]

kertaalleen ionisoituneiden alkuaineen E atomien lukumiiri

2
]

E N0 E +N1 g alkuaineen E atomien kokonaismdirid
H] b

X, = (N1 E/NE) = alkuaineen E ionisaatioaste
’

N, = ZNE = kaikkien atomien lukumiiri
E

N X,-N, + X -N2 + ... = 2 XE-NE = elektronien kokonaismiirid

e 11 2

Elektronipaine Pe = NekT

Kaasun paine P_ = NKkT = (N +N )KT
g a e

= P - NotNe _ 1+ Ne/Na
Pe Ne Ne /Na

Elektronitiheyden Ne ja atomien kokonaismidiridn Na selville saamiseksi
oletetaan tietty limp&tila, elektronipaine sekd alkuaineille tietyt
runsaudet Np = N, = /VE: NE) . Sahan yhtdl&std saadaan kullekin alku-
aineelle N1/NO (huom. korkeamman kuin 1. asteen ionisaatiota ei

tarvi tse huomioida, koska ni#md tuottavat niukasti elektroneja).
Elektronitiheys saadaan t#min jilkeen yht#dl&dstd Ne =25,XE- NE’ jonka
jdlkeen kaasunpaine voidaan laskea kullakin elektronipaineen arvolla.
Laskujen tuloksia esitetty kuvassa 3-9, Kuvasta voidaan esimerkiksi
todeta ettd, kun T3 10000K on kaasunpaine P % 2Pe (td118inh&n

X,~1 jaN~N = Pg/Pe =(1+N_/N_) /(N _/N_) =2).



+3

+2
+1
Log A
0
=
8"
+2 | P s o laatilas A‘ls/l“l'l‘lllele
+1 +2 +3 +4 +5 +6
Log Pg
Fra.

. Tux RELATION BETWEEN Gas PrRESSURE, ELECTRON PRESSURE, AND
TEMPERATURE FOR NorMAL CoMposITIONS, P (P,,T)

(Courtesy Anne and Charles Cowley.)
ESIM. Oletetaan, etti alkuaine E vastaa yksin elektronien tuotosta.
- Se .
Sahan yhtdl6 antaa suhteen

Nz(E) . Ne . Ne-N:z(e
Nz(E)  N(E) N_(E)

e 2

= N, (E)

voidaan ratkaista
% Ne = NE‘ NI(E)

= P = NgkT

= > A 28
> 'P% = (Nq'!- Ne) RT , mlssa N:x St Rl
A kaasuseoksen keskimidrdi-

nen molekyylipaino

M, = vetyatomin massa
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2.3.10 Termodynaaminen tasapaino TE ja LTE

Seuraavat tekijdt middrddvdt materian ominaisuudet tZhtien

atmosfddreissid :

1. Atomien ja molekyylien energiatilojen miehitysluvut.
Termodynaamisessa tasapainossa tilannetta kuvataan

Boltzmannin kaavalla (ldmpstilasuure : Tex)'

2. Ionisaatioaste.
Termodynaamisessa tasapainossa tilannetta kuvataan

Sahan yht#l1611% (lampdtilasuure : Tion)'

3. Molekyylien dissosioituminen atomeiksi ja p#invastoin.
Termodynaamisessa tasapainossa tdtd kuvataan

dissosiaatiokaavalla (limpdtilasuure : T

diss

4, Atomien ja elektronien nopeusjakautumat.
Termodynaamisessa tasapainossa tidtd kuvataan

).

Maxwellin nopeusjakautumalla (l&mpdtilasuure : Tkin

5. Kaasun sidteilyintensiteetin aallonpituusriippuvuus.
Termodynaamisessa tasapainossa t#itd kuvataan

Planckin sdteilylain avulla (ldmp&tilasuure : mustan

kappaleen limpdtila Top ).

Termodynaamisessa tasapainotilassa kaikki ylld luetellut
ominaisuudet seuraavat yksikdsitteisesti kemiallisesta koostumuksesta,
tiheydestd ja ldmpdtilasta, joka on vakio koko tarkasteltavassa

alueessa.

Termodynaamisessa tasapainossa TE (thermal equilibrium) :

Tex 2 Tion g Tdiss o Tkin = Tbb

Jokaista prosessia vastaa yhtid nopeasti tapahtuva vastakkais-

suuntainen prosessi.
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Paikallisessa termodynaamisessa tasapainossa LTE (local thermodynamic

equilibrium) vallitsee TE vain tietyssid rajoitetussa osa-alueessa.

ESIM. TE pitee vain osassa tiettyd atmosfiddrikerrosta :

Termodynaamisessa epdtasapainossa {non-LTE) edelli mainitut

limpdtilat poikkeavat toisistaan my8s paikallisesti.

T #T. #7T

ex ion diss 7 Tkin ? Tbb

ESIM. Maserldhteissd T 1013K , mutta T, . < 1000 K .
ex kin
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2,4  TAHTIEN ATMOSFAARIMALLIEN LASKEMINEN

Probleema : Miten limp&tila, paine, tiheys ja geometrinen syvyys x

riippuvat atmosfdirin optisesta syvyydestd T2

Atmosfiirimallin syntyprosessia kuvaa seuraava kaaviokuva &

HAVAINNOT
- t#ihden jatkuva spektri
- spektriviivat

- Balmerin epidjatkuvuus-

ATMOSFAARI-
MALLI

FYSIKAALISET
TEORIAT

\

ATOMAARISET
VAKIOT

kohta
4
MALLIEN PERUSPARAMETRIT
- Teff

- atmosfiirin gravitaatio-
kiihtyvyys

- kemiallinen koostumus

Atmosfiirimalli lasketaan itercintitekniikalla. Perusparametreille

g ja kemialliselle koostumukselle otetaan tietyt ldhtdarvot. Teoreettisten
laskujen tuloksena saadaan ennusteet tdhdestd ulostulevan sdteilyvuon
tiheydelle, Balmerin epijatkuvuudelle seki absorptioviivojen intensiteetille

ja profiileille. Vertaamalla n#it# teoreettisia ennusteita havaintoihin

voidaan mallia parantaa

1) muuttamalla lZht8parametrien arvoja

o
( reunaehto :SQ§(tnav= const, ,
-0

ts. sdteilyn kokonaistehon pysyttdvi

2) muuttamalla teoreettisia oletuksia

(esim. poikkeamat LTE:sti seki tZhden rotaation ja konvektiovirtausten

huomiociminen) .

vakiona atmosfdirin eri kerroksissa)
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Ensimmiisessi approksimaatiossa oletetaan myds ns. harmaa atmosfdiri ,

jossa keskimidriinen absorptiokerroin k ei riipu aallonpituudesta.

Keskimdidriisten absorptickertoimien miiritelmit esitetddn luvussa 2.5.4f£7,

HUOM. Atmosfddrimallit ovat lihtBkohtana laskettaessa tdhtien teoreettisia

spektriviivoja. Kun suureitten T, Pg . Pe » € ja k,, riippuvuus

atmosfiirin optisesta syvyydestd tumnetaan, voidaan laskea alkuaineen

ionisaatiocaste sekd viiva-absorptiokerroin atmosfdirin eri syvyyksissd.

Seuraavassa esitetdidn Auringon sekd varhaisen spektriluokan tdhden

atmosfiirimallin laskemisen pdZ#periaatteet.

2.4.1 Limpdtilajakautuman T(7,) empiirinen m#iritys Auringon atmosfddrissid

Auringon reunatummumisen johdosta saadaan riippuvuus T = T(‘™) suoraan

havainnoista.
Siteilynkul jetusyhtdldén ratkaisu
© havaitsija Eddingtonin approksimaatiossa
antoi seuraavat yhteydet (kts.

7 lukua 2,2,6b)

1' (cos®)

cos e

1(0,8)
fr’e

Auringon kiekon keskelt# havaittu valo tulee siis keskimidrin syvemmistd
kerroksista kuin kiekon reunaosista havaittu valo., Reunatummumisesta

seuraa, ettd atmosfdirin limpstila kasvaa syvemmdlle mentdessd.
-7 sec @
I,(0,8):= fB (%) e

Kun t#mi normitetaan kiekon keskelti tulevaan intensiteettiin I (0,0 ),

secd J.'T'.A (sdteilynkul jetusyht#ldn
intensiteettilauseke)

saadaan funktio

2 - T, 5ec®
3, (e)= 2202 = (g, (mye " secoam,

missid % = —3——-2-—‘8 (‘T’}
2 I1,(00)
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Koska Auringon pinnan siteily tulee keskimidrin syvyydestid "l",'.= coso,
el havainnoista saada suoraan tietoa atmosfdirin syvemmistd kerrcoksista.
Tissi rajoitetussa pintakerroksessa (T4 2) voidaan olettaa:
B DS
8, (M)= A+ BT+ CLE (), misss Bq(1)= g‘e—.af dy
' ) 1

Sijoittamalla t#mi lausekkeeseen ¢2(9) ja integroimalla saadaan

.;59‘(@5 e) = A,+B,co5O + c, [_1 - o8- In (4~ c.::s e)]

Sovittamalla ¢,,(cose) havaintoihin saadaan vakiot A,, B,, C. ja siten

myds b,(_’l;_) .

Edelleen saadaan Planckin funktio:

B?\ [T (T’p\ )] %3 (Ta) - Ig (0.'0)
e —
havainnoista ‘-———> T=T ('1"2)

_ 2
B, [T ()] = A e

Tdmd empiirinen menetelmd antaa tulokseksi:

"

H

(T_ % 4000K
T(=2) & 7000K

HUOM. Eri aallonmpituuksilla on havaittu QS?« erilainen ja siten myds

T(M, }-kdyrit poikkeavat toisistaan:

€T .
/\% s Kuvion kiyrien ja vaakasuoran
A .. . .
2 viivan leikkauspisteet antavat
- —-— A riippuvuuden

{ 1

7 T, = )

L } => E%T'

Koska "™ riippuu aallonpituudesta, on standardiaallonpituudeksi

valittu Ae= 50008. Lisiksi merkitiin ‘TJSOOOA =’ro.
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2.4.2 Auringon fotosfdirimallin laskeminen

a) Riippuvuuden T = T(%) laskeminen

Siteilynkuljetusyht#ldn ratkaisu Eddingtonin approksimaatiossa antoi

tulokseksi:
F(M) = H(2+3T) A

LTE:s83 on :

3 =BM= £ T 7> NG ———T“(a+3'l‘)

T £ puolestaan mddritellidn:

ef
oo y -
:gf‘F';dv ZSTQ“ =L‘TTH g
- 00

= TYUF) = Teig (1+-'r) sij. T cc

> | TE) =us3a (1+27)"

Huom. Merkintdsopimus : T =- SR dX

PYYT)

Alla olevassa taulukossa on esitetty Auringon fotosfddrimallin

antama T{*) riippuvuus.

Table 9-1 T(D and &(3).

4 )
- r TCK) 6= §_0;_0 5 TCK) 6= Eg_i)
0.050  4967.9  1.0145 0.55 56707  0.8888
0.075 50107  1.0058 060 57281  0.8799
0.100 50524  0.9975 0.65 57838 08714
0.125  5093.1  0.9896 0.70  5838.0  0.8633
0.150 51328 0.9819 075  5890.6  0.8556
0.175  SI1717  0.9745 080 59419  0.8482
0.200 52096  0.9674 085 59919 08411
0225 52468  0.9606 090 60407  0.8343
0250 52832  0.9540 095 60884  0.8278
0275 53189 05476 | 1.00 61349  0.8215

0.300 53538  0.9414
0.325  5388.1  0.9354
0.350 54217  0.9296
0.375 54548  0.9240
0400 54872 09185
0425 55191 09132
0.450 55504  0.9080
0475 55812  0.9030
0.500  S5611.5  0.8982

1.10 6224.9 0.8097
1.20 6311.2 0:7986
1.30 6394.1 0.7882
1.40 6473.8 0.7785
1.50 6550.8 0.7694
1.60 6625.1 0.7607
1.70 6697.0 0.7526
1.80 6766.6 0.7448
1.90 6834.2 0.7375
2.00 6899.8 0.7305




- 134 -

b) Riippuvuuden P = B (¥) laskeminen

Auringon fotosfiirissi on sdteilypaine merkitykset®dn, joten kokonais-

paine P = Pg + Pradz P .

Plx+4X)

Hydrostaattisessa tasapainossa on

o\P% dA = - %&m - x+AdX
= —% S’dx O‘.A
-X

Koska monissa tihdissi fotosfiddrikerros on varsin chut, voidaan olettaa,

ettd gravitaatiokiihtyvyys pysyy vakiona tdssd kerroksessa.

G M , missd M

%: _ﬁr = tihden massa
R = tdhden side
s dPL) : :
Yht#léparissa ax - % €(x) (hydrostaattinen tasapaino)
P(x) = é g(X)T(x) (ideaalikaasun tilanyht#ld)
L

on kolme tuntematonta funktiota: P(x), €(x) ja T(x). Koska riippuvuus
T = T(®) voidaan johtaa siteilynkuljetuksen teoriasta, pyrit#din seuraa-

vassa myds muut suureet ilmoittamaan optisen syvyyden funktioina.

dP% == 934X

d,"t-‘ = --E € dX (miinus, koska T ;ia x kasvavat vastakkaissuuntaisesti) /)
% . & - 9P 4 .‘
= F % 25
-9 % |
9P, p, = 2 FRA |
=

= 2, . o, ( P (1) d

Tamd integraaliyhti#ld voidaan ratkaista numeerisesti, kunhan

keskimiiriinen absorptiokerroin K tunnetaan (kts. luku 2.5.4).
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Oletetaan, etti pddasiallisesti H ja H aiheut-
tavat absorptiota Auringon atmosfHirissi. '
Keskimiddrdinen absorptickerroin yhtd vetygram-

maa kohti [cmzlg] limpdtilassa 5700 K on t3illdin:
Ry = 22 (4-%, ) LR, () + o, (W)]

T -
. H-atomien lkm/g
missd €, = vedyn massaosuus yhdessd kaasugrammassa

o)

= vetyatomin massa
vedyn lonisaatiloaste

= elektronipaine

' o

ol(H ) = H ionin absorptiokerroin yht# H-atomia
O | ' kohden ja 1 dyn/u::m2 elektronipainetta
kohden
o (H)

vedyn atomaarinen absorptiokerroin

Ensimmiisessd approksimaatiossa voidaan olettaa :
Xy & O
L (H) << P, &L (W)

= b = £8P X (W

= &, = £ R, ()

'V

2,

= 'f;(?’): i%g % Luvussa 2.3.9 saatiin kaasu- ja elektronipaineen
H'e

vdlille seuraava yhteys:

\/) _,P%_:(ﬂa'*'NE)hT - Nq +1
h Pe Ne kT Ne

Kun oletetaan, ettd Auringon atmosfiirissid metal-
lit (#23) ovat yhden kerran ionisoituneita
(= N = N
33_ = NH*'NHQ"'N'me'qui_P,‘_: Nu | Nue . 9.
Pe No ctallit Nigt,  Nowet.

N

H
Koska — > 1 , voidaan luku 2 jattdd yo.
metallit

metall it) s D1ID

yhtilés & huomioimatta:

P N N w N\me‘t Nue
¥y B 4 2 He 1 +
Pe Nomet. (l\ Nwmet N N"'\et ( Nﬂ )
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FON Nue
= 1:"(ﬁ;) = 29my S TTi&&J(j'* qu‘)‘FL dm

% En J Te %, ()
= 4
@) 9 N N C ar |*
~Y = Amy H_ He fagl -\ = o~
‘P% ('T") Er; wat (1‘" N“) SR(H') , missd o{(H™) {LT('I')]
o

) L. .. ) ) _ ] .
Numeerisen integroinnin tuloksena saadaan riippuvuus Pg = Pg(?O ensimmii-

sessid approksimaatiossa. = i

Seuraavaa iterointikierrosta varten lasketaan elektronipaine P (*) kiytti-
milli ensimmiisessd approksimaatiossa saatua kaasunpainetta Pg('r-) Tamd
on mahdollista, koska Pg = Pg(Pe,T) tunnetaan annetulle kemialliselle

koostumukselle. .

u)

dn
> B - a%S R o

Koska riippuvuus T = T(¥) tunnetaan, on myds d7/dT tumnettu,ja numeerises-

(=) _

ti integroimalla saadaan riippuwvuus P

x), . . .
P{g(‘r') toisessa approksimaatiossa.
Niin menetellen voidaan iterointia Jatkaa, kunnes perdkkiiset iterointi-

kierrokset antavat tietylld tarkkuudella saman riippuvuuden P_ = Pg(fr_-) .
Riippuvuuden P = P(F) numeerinen integrointi on yksityiskohtaisesti

esitetty E. Novotnyn oppikirjassa "Introduction to Stellar Atmospheres

and Interiors" (luwvut 9.1 ja 9.3-4).

NOUMERICAL INTEGRATION OF THE SOLAR ATMOSPHERE

|

8 r a(H-) x 10% F(H) X 10 log P | log P! | log Py
1.10 001 0.1221 3.750 3.744 3.74
1.05 0.04 0.1020 4.142 4.215 4.22
1.00 0.11 0.0838 4.368 4.426 4.44
0.95 0.22 0.0673 0.001 4.556 4.578 4.59
Q.40 0.38 0.0547 0.005 4.729 4.710 4,72
0.85 0.68 0.0430 0.021 4.891 4840 | 4.84
0.80 1.17 0.0334 0.081 5.048 4.957 4.05
0.75 1.87 0.0250 0.276 5.201 5.048 5.04
0.70 2.94 0.0185 0.977 5.350 5.119 5.10
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c) Riippuvuuksien @ ) ja Pe (¥) laskeminen

Kun T(%) ja P(F) tunnetaan saadaan tiheys €(¥) suoraan ideaalikaasun tilan-

vyhtilostéa:

:

S(F)= T =

~

)

Elektronipaineen Pe@) midridmiseksi on laskettava ionisaatioaste jokai-
selle alkuaineelle i tietyssd l#mpdtilassa T(¥) ja tiheydessiS (¢).

Sahan ionisaatioyhtdldn avulla saadaan elektronitiheys Ne(i) ja siten N,

2 = "R ()= N kT

Table 9-6 Model Solar Atmosphere,
Teer = 5,802°K, g = 2741 x 100cmsec™; X =05, Y~ 04l, Z=0.03

, ~x T P x 107 px 10 a P (P17}
(km} {*K) (dyneem ™2} (gm cm=¥) (cm’ gm ') (dyncem=?)  x 10
0.05 0% 4,968 1.0145 1.54 5.7 0.076 2.5 .6
0.16 62 5,052 09975 2.88 10.4 0.128 4.5 1.6
0,15 91 5133 05319 3.8 13.6 0.161 6.2 1.6
020 11 5210 0.9674 4.61 6.1 0.191 17 1.7
0.25 124 5283 09540 522 8.0 0.213 9.1 1.7
0.3 134 5,354 0.9414 51 19.7 0.236 10 1.8
0.35 144 5422 09296 633 213 0.258 12 1.9
0.40 153 5487 0918S 684 227 0.280 13 2.0
_ 0.45 160 5,550 0.5080 7.31 24,0 0.308 15 20
j 0.50 167 5,612 0.8582 7.75 25.2 0322 17 22
e 0.55 172 5,671 0.8888 8.16 26.2 0.345 19 23
0.60 178 5728 0.8799 8.55 27.2 0.368 2t 2.4
0.65 183 5,784 08714 £.91 28.1 0.391 23 2.6
0.70 187 52338 0633 9.25 28.9 0.418 25 27
0.75 191 3,891 0.8556 9.56 29.6 0.445 28 29 .
G.B0 194 5,942 08482 9.36 30.3 0471 29 3.0
0.85 198 5992 03411  10.15 30.9 0.498 32 3.1
0.90 201 6,041 03343 1041 3ts 0.526 35 33
0.95 204 6088 0.8278  10.67 32.0 0.552 37 1.5
100 207 6,135 08215 1091 2.5 0.577 40 3.7
1.0 212 6,225 0.8097  11.37 333 0.636 46 4.1
1.20 216 6,311 0798  11.18 34,0 0.700 55 a7
1,30 220 6,394 07882  12.15 347 0.771 64 5.2
1.40 224 6474 0.7785  12.49 35.2 0.855 72 5.8
1.50 227 6551 07694  12.80 356 0.950 8 6.5
1.60 230 6,625 07607  13.07 36.0 1,060 95 72
170 232 6,697 0.7526  13.32 163 1177 110 32
1.80 234 6,767 07448 13.54 36.5 1.298 120 9.1
1.90 236 6,334 07375 1374 36.7 1.423 140 10

2.00 238 6,900 0.7305 13.92 368 1.54% 160 1
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d) Geometrisen syvyyden x ja optisen syvyyden A vilinen riippuvuus

v 4P
Yhtdloparista dx =~ %S (hydrostaattinen tasapaino)
g = ,,_;___ "-‘F% (ideaalikaasun tilanyht#15)
saadaan %E—: —%l‘z\— :‘F—
..—_> éf. = - %ﬁ dx
P RT
= dx = - RL 4 (n?P) lg
%“W\.
N +
= | x(®)=- % g‘r(ﬂ 4B, ()]
Titen X = x(Pg) = B, =P (x)
% X = X($)
P =P (%)
g g

Y114 olevan lausekkeen =x(F) numeerinen integrointi on esitetty

Novotnyn oppikirjassa (luku 9.5).

Optisen syvyyden ollessa suurempi kuin 0.6 voidaan myds kdyttdd yhtdlosd

:-—i.

dF = -Redx = 4% |
= 4™ ke = dX_ . Ream T
<

-
—

a7 Rm P

HUOM. Kun % < 0.6, ei t#td differentiaaliyht#dl®dd pidd kdyttdid, koska

seki @ ettd k kasvavat voimakkaasti t#l13 alueella.

e) Auringon fotosfiirimallin tuloksia

1) TFotosfdirin paksuus on noin 300 km optisen syvyyden ollessa
0.01 < 'T‘SOOOA < 2,5 ., Valoa siteilevd kerros on siten Auringossa
erittdin ohut : 1/2000 R@ .

2) T('}‘5000=0.4) % 5800 K

3 B (Fp0070-4) ¥ 105 dyn/cn® % 0.1 atm (latm = 1.013x10°N/n> = 1.013x10° &

- ~ 2 -5
4) Pe(75000=0.4) ® 10 dyn/cm” = 10 "atm

x -3 -
) 8 (T5000=0.4) % 3x10  g/em’ ~ 3x10° Q.
1lma
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Tabic Madel Solar Aimesphere (Min Sequence G2L° This s 3 portiog,
of the Harvard-Smithsonian Reference Avmasphere  [Q. Qingerich, R, we
Noves, W. Kalkofen, and Y. Cuny, 1971 (238}.]

by = 08720, Toe = S780°K, lopr = 4.440.
H:He:Other elements (by number) = 941:94.1:1

s TCK)  log Py log P, P, P, p nsora H*!YH (‘;::c;xt; x (km}
10-" 8930 -—0.8137 -—1.3168 1.518(-1) 4.822(-2) 181 {~13) 0.146 511(-1) 0.2 1,850
10-¢ 8320 —0.7724 —12721 1.689(—1) 5.345(-2) 216(=13) 0.146 509(-1) 0.2 1,820
10-¢ 7,350 —04245 -1.1054 - 3763 (—1) 7.846(~2) 6.31 (=13) 0.0863 2.89(-1 0.3 1,620
10-* 5300 +1.B319  —1.1695 6.790(+1) 6.769 (~2) 1,99 (~10) 0.00258 9.13(—4) 169 840
167+ 4170 +2.9386 -—1.2133 B.6B2(+2)  6.119{-2) 3M(=-9) 0.00487 226(-7 99.7 557
1073 4,380 +3.5387 —0.6260 3457 (+3) 2366 (1) 1.23 (- 8) 0.0139 4.06 (-7 99.5 420
10°2 4,660  +4.1035 —0.0480 1.269(+4)  B95I(-1N) 4.25{=8) 0.0383 109 (-6 98.6 283
005012 4950 +4.4936 +0.3817 3H6(+4) 2.408 (0) 9.51{—8) 0.079% 343 (-9 96.0 183
0.J0000 5,160 46592  0.5966  4.562 (+4) 3.950 (0) 1.38 (-7} 0.110 8.49 (-6 911 138
0.15849 5,330 47675 07569  5.854(+4) 5.3 RN 0.140 1.6 (~5) 84.3 jo8
0.19953 5,430 4.8201 0.8476  6.608 (+4) 1.041 {0 1.90(-7 0.160 247(-5) 7.9 926
025115 5,540 48710 09478 1.430(+4) 8.868 {0 2.09¢-7) " 0,187 3.68(—5) 720 717
0.31623 5,650 49197 1.0523  8.311{+4) 1.028{+ 1) 2.29(-7) 0.22¢ 529(—-% 64.6 61
039811 5,765 49659 1.1635  9.244 (+4} 1.457 (+1) 280(-T) 0.264 151 (-5 56.7 48.5
0.50119 5890 5.0090 1.2847 1021+ 5} 1.826 (+1) 2I0¢-7) 0323 1.07 (—4) 48.4 354
0.63096 6,035 5.0492 1.4232 1.120(+5} 2650 (+1) 289(=-7 0.407 1.58 (~4) 39.6 2.6
0.759433 6,200 5.0853 1.5782 1217 (+5) 3786 (+1) 306(-7 0.527 237 (-4} no 10.8
1.00000 6,390 51173 L7516 1.310(+9) 56440+ 1) L9{-7 0.706 3.65 (-4} 232 0.0
125892 6,610 5.1446 19443 1.395(+5) 8296 (+1) 1M1 0.578 5.79 (—4) 166 ~9.6
1.58489 6,860 5:1679 21520 1.472(+9) 1419(+2) 3.M{-7 1.3 9.40 (—4) 1.6 - 18.0
1.99526 7,140 51875 23701 1.540(+5) 2.345(+2) 336(-7) 202 1.55(=-3) 7.9 -25.3
251185 7,440 52036 25879  1.598(+%) 3BT2{+2) 3M(=7 2.94 253 1-3) 54 -31.6
3,16228 7,750 52170 27968 1.648 (+5) 6.263{+2) AWt=7 4.24 4.04 (~3) kRS -311
398107 8.030 5.2289 29731 1.694(+3) 9.400 (+2) AN{=-7) 5.83 5.97(~3) 29 —42]
5.01187 8,250 52395 31271 LTI (+3) 1.340 (+3) 324(-7) 1.76 8.38(-3) 22 . —46.8
630957 8,520 5.2494 32565 LIT6(+5) [.805 (+3) 322¢-7) 9.94 L1 (=-2) 18 ~51.4
7.94328 E7D 5.2594 33595 LBIT(+5) 2288 (+ 3} 12(-7 12.2 - L 138(=-2) 16 ~ 56,0
10.00000 8,880 5.2695 3.4487  1.859(+5) 2.810(+3) 320(-7m 14.6 1.67(—2) 1.4 ~60.8
12.58925 9,050 5.2797 15349 1.904(+5) 1427(+3) 322(-7) 174 1.99(-2) 1.2 —65.8
15.84893 9,220 52003 36183  1951(+5  4.152(+3) 3B(-7 20.8 237(-2) K} =711
19.95262  9,3%0 5.3012 3.6989 2,00t (+35) 4999(+3) - 314(-7 24.7 2.7%(-2) 1.0 -76.7
25.11886 9,560 53124 3776%  2.053(+5) 5.983 (+3) 328(-7 29.4 328(-2) 0.9 -226

* The :hrumosfhere lies abOVE fhe0o ~ 107 %, the transition region is beiween vuoos #
J0-4 and 1079, and the photosphere lies Delow rpnep ~ 1073, The model it coll
vectively unstable for 7eece 51, UL cORVEction is eﬁ:?cnl only below tpep ~ L .
In Taokes 4-1 [0 4-4, the opsical depth +, is evaluated either at 5000 A orat 1.7 4. T
temperature T is expressed in *K; the 1otal pressure P, the gas pressure P, and 1
tlectron pressure P, in dyne cm™3; the density p in gmom™?; and the absorp
coefficient «, in ¢m?® gm™*. The ratio H*JEH is the fraction (by aumber) of all hyd
gen that is ionized. cmeawfEe is the fraction of all clectrons contribuied by m:
and FplF is the fraction of the total flux that is transierred by convectioh. The
point of the geamezrical depah (or height) x is arbitrary. .

Auringon syvemmissid kerroksissa (T > 7000 K) ionisoituu vety, minki -

seurauksena lEmp&tilagradientti kasvaa varsin suureksi. T#lldin energia

el siirrykd#n siteilynkuljetuksen vaan konvektion eli massavirtausten
avulla. Konvektiota esiintyy alueissa, joissa opasiteetti on suuri.
Auringon konvektiivinen kerros on teoreettisten mallien mukaan

. vdlilld 0.76 Ro <r < 0.9995 Ro . Auringon pinmnallia nikyvit granulaatiot
ovat merkkejd tist

=

konvektiivisestd kerroksesta.
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2.4.3 Varhaisen spektriluokan t#hden atmosfddrimalli

Auringon reunatummumisilmi&dn nojautuvaa empiiristd T(7) riippuvuuden

miiritysti ei voida yleensi soveltaa muihin t#htiin. Havaintojen avulla

saadaan siten ainoastaan sdteilyn kokonaisvuon tiheys sekd ti#hden spektri

selville. Atmosfiirimalleissa huolehditaan siitd, ettd

a) tahdestd ulos tuleva siteily vastaa havaittua kokonaisvuontiheyttd

b) sdteilyenergian jatkuvuusyht#ld on voimassa kaikissa atmosfddriker-
roksissa.

Klassisissa atmosfiirimalleissa oletetaan, etti LTE, siteilytasapaino ja

hydrostaattinen tasapaino ovat voimassa. Klassinen atmosfddrimalli laske-

taan seuraavien piiperiaatteiden mukaisesti.

1) Perusparametrien mddritys

a) Efektiivisen ldmpdtilan alkuarvo

LTE:ssd on T =T . Vddrin valittu T _ johtaa vdi#rdin atomin
eff ex ex
viritysenergian X = En = Em ja ko. atomilajin runsauden N vdli-

seen riippuvuuteen. 9%14

Mittaamalla spektriviivojen pinta- A

alat voidaan metallirunsaus midrit- ' ‘,4”’//

tii. Optisessa tdhtitieteessd spek- ””,¢f'

triviivan pinta-ala ilmoitetaan ns.

ekvivalenttileveyden W avulla > ](“

(kts. lubku Z2:5:66);: Vdird riippuvuus

alemman energiatason populaatio (absorpti

W= yaleto N s miesk N, = ylemmin energiatason populaatio (emissio)
No - O
Boltzmann : N — u(™
-5040-X fev] /T
-=> W = vakio « Nee j&/kTex = vakio « N+10 ex
=‘}lgN=vakio+5040»I Ca N
, T, '“ AR

Interpoloimalla kokeiltava eri ldmpdtiloja

(ldhtdarvo viri-indeksin avulla) kunnes

metallirunsaus N ei en#d riipu absorptio-

>X.

viivan viritysenergiasta., Fdmd T =T ... Oikea riippuvuus
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b) Metallirunsauden ja pintagravitaation md#ritys

Metalli-ionien heikkojen viivojen ekvivalenttileveydet riippuvat
pintagravitaatiosta, neutraalien metallien runsaus sen sijaan ei
riipu gravitaatiokiihtyvyydestd. Ionisaatiotasapainossa ovat ko.
atomilajin ionirunsaus ja neutraaliatomien runsaus yhtdsuuret.

Esittimill4 atmosfidirimallin antamat

. . . A O%N Tell
runsaudet pintagravitaation g funk-
tiona saadaan oheinen kuvio. Kun metal- Yol Fell
lipitoisuudelle ja gravitaatiokiihty- A
vyydelle kiytetddn kaksi eri 1dht&- ~ Fe Ll
arvoa, saadaan vastaavasti kaksi eri
leikk istettd A ja B ja site
eikkauspis i ja ja siten ,;Q% %

mySs kaksi eri pintagravitaation arvoa.

Koska todellisuudessa pintagravitaation on kuitenkin oltava sama
kummassakin tapauksessa, on interpoloimalla 18ydettdvd sellainen
metallipitoisuus [M/H] , ettd sekd mallin [M/H] ettd sen avulla-
lasketun metallirunsauden arvot ovat samat (kts. kuvaa seuraavalla
sivulla). Kun oikea metallirunsaus on selvinnyt, saadaan yo. kuvas-
sa leikkauspisteen oikea sijainti ja siten myds oikea pintagravi-
taatio selville. Tarkempi selvitys l8ytyy esim. David Graym kirjas-
ta : 'The Observation and Analysis of Stellar Photospheres' (1976,
J.Wiley & Sons, New York).

Limpstilajakautuman ensimmiinen approksimaatio T(1) (™)

3

LimpStilajakautuma T (M) saadaan yhtdl8114-

T = d Ty (14 2)

Painejakautuma P(7)

Painejakautumaa laskettaessa on huomioitava sdteilyn ja materian
vuorovaikutukset : terminen absorptio ja emissio sek#d sironta, joka

on tirked hyvin kuumissa tdhdissi sekd tietyissi ylijéttildisissd.
Optinen syvyys on t#lldin dT, = - (k, +&,) §dx . Varhaisen spektri-

luckan tihdissd on liszksi huomioitava sdteilypaine
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g(_bv'*‘é)dx %’ (kts. luku 2.1.3¢c)

d P, =
=P +P

jolloin kokonalspalne on P . rad

Hydrostaattisen tasapainon oletuksella oo

AP = dF ¢ 4P, = - qEdx v 2% S(k +6) X, dv

ar dP - % _A
anv ~(k, +6)8X R+ C R+ Gj(h,*-c{)%&y

Ensimmiisessd approksimaatiossa jitetdi#n sidteilypaine ja sironta

huomioimatta, jolloin

4T
;\—’T'& - %_ ko = k(A,,T,P,) , aallompituus kiinnitetty
o °
k, = k(,,T) P,
Varhaisen spektriluckan tZhdelle Teff 2 25000 K, joten atmosfiirin
Td118in Pg'x 2P, (kts. s. 126).

vety on tdydellisesti ionisoitunut.

= .e = 9{"@
AT Ro (ﬂo)T(?ﬂ) '/'P/
2 o

R T S
e § Ry (2 T) a

(1) (), 5 p(M
2.

Numeerisen integroinnin j&lkeen saadaan P, ja siten P

Toisessa approksimaatiossa huomioidaan sironta, jollein

_3:
d’r‘o R°+d
Pg'::Z P, saadaan jilleen numeerisella integroinmilla.

4) PHditerointi : harmaa atmosfdiri —» reaalinen atmosfHiri

Kun oletetaan siteilytasapaino, on jokaisella 7 :n arvolla

seuraava reunaehto oltava voimassa

X '-}t; (") dy = const
% on siis laskettava jokaiselle aallonpituudelle ja eri syvyyksille T, |
4 = ~ g (R+<)Ax

= T = [ Rar€ g A< (RE)

4T, = Rare yoo
+€ k,+€

ho
= T(q’a\
= B(T)
> %
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Mik#li mallilaskuissa ehto chv(’K)dv = const ei pdde, on T(%)
ja mahdollisesti P(%") korjattava '"vuo-iteraatiomenetelmzlli",

kunnes siteilyn kokonaisvuo pysyy vakiona tietylli tarkkuudella.

HUOM. Atmosfdirimallia voidaan edelleen tarkentaa spektriviiva-

havaintojen avulla (kts. luku 2.6).

Klassiset atmosfiarimallit olettavat siis, ettd LTE, siteilytasa-

paino ja hydrostaattinen tasapaino ovat voimassa. Kuitenkin ei-
radiatiivinen energiankuljetus, magneettikentit ja ei-termiset
nopeuskentit indikoivat, ettd todellinen atmosfdiri saattaa huomat-

tavastikin poiketa klassisesta atmosf#irimallista. Semiklassisissa

malleissa (Mihalas, 1978) pyrit##n huomiocimaan atmosfidrin non-LTE-
olosuhteet. Nykyiset UV-havainnot osoittavat kuitenkin,ettd myds
semiklassiset atmosfdfrimallit eivit oikein vastaa todellista
atmosfiirii. Nykydidn pyrit#in atmosfdirimalliin sisdllyttdmiddn
mySs dynaamisia ja magnetohydrodynaamisia ilmiSitd, Esimerkiksi

dynamomallit huomioivat plasman ja magneettikentin viliset vuoro-

vaikutukset (kts. alla olevaa periaatteellista kaaviokuvaa).
- -
/é Ve %
‘-é L
\I Faraday k
1

N~ F

iike Ampere

plasma liikkuu nopeudella v magneettikentdssd

¥vx3B

indusoituu sihktkenttd E

\2

Ohmin lain mukaisesti syntyy virta, jonka

virranvoimakkuus on j = €(E + ¥ x B)

\a

Amperen lain mukaisesti synnytt#d virta

magneettikentin VX B =Aj

74

magneettikenttd synnyttdd

Lorentzin voiman :]- x B, joka magneettikenttd synnyttdd

sihktkentin Vx E = - 28

puclestaan aiheuttaa liikkeen e

Faradayn lain mukaisesti
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2.5 EKSTINKTIOPROSESSIT ASTROFYSIKAALISISSA KOHTEISSA

2.5.1 Yhteenveto ekstinktioprosesseista

ABSORPTIO:

Atomi absorboi saapuvan fotonin ja re-emittoi sen myShemmin toisella

taajuudella.

/\/\ atomi hy — 3'[ =

Y

Absorption eri lajit:

1) Viiva-absorptio (bound-bound absorption)

Atomin sidoselektroni siirtyy sidotulta energiatilalta toiselle.

Viiva-absorptiokertoimen merkintd sdteilynkuljetusyhtdldssd: ‘Ep

2) Kontinuumiabsorptio

a) bound-free absorptio

Atomin elektroni siirtyy sidotulta energiatilalta vapaaseen
energiatilaan (ts. elektroni poistuu atomista)

e
Absorptiokeroimen merkinti: hy

b) free-free absorptio

Ytimen kentdssi liikkuva vapaa elektroni absorboi fotonin

ydin \

Huom. elektronin oltava ytimen kentdssd, silld tdysin vapaa
elektroni ei voi absorboida siteilyd.

. . . 5
Absorptiokertoimen merkintd: hy

3) Molekyylin fotodissosiaatio
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SIRONTA :

Koherentissa sironnassa atomi absorboi ja re-emittoi fotonin

samalla taajuudella.

—
hy hy

4

Sironnan ansiosta siteilyn intensiteetti heikkenee alkuperdisessid

suunnassa

)
e 0 L

Sironnasta johtuvan ''absorptiokertoimen' merkintid : 6;
] P y

Sirottava hiukkanen voi olla
- elektroni
- atomi

- ioni

molekyyli

pdlyhiukkanen

Sironnan erikoistapauksia

a) Rayleigh-sironta, kun V<), (), = elektronin resonanssitaajuus)

b) Thomson-sironta, kun Y > ), (vapaille elektroneille Vo= 0 )

Seki absorptio ettd sironta aiheuttavat sen, ettd sdteilyn intensiteetti

heikkenee alkuperdisessi suunnassa. N#itd siteilyi heikentdvid prosesseja

kutsutaan yhteisesti ekstinktioksi.

EKSTINKTIO = ABSORPTIO + SIRONTA
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2.5.2 Klassisen dipolin absorptio

a) Dipolisiteily

. ; . : . > : P . .
Kun dipolin dipolimomentti p muuttuu (esimerkiksi elektronin etdisyys z

ytimeen muuttuu) lihett#i dipoli ympiristodnsd sdhkbmagneettista séteilyd.

$-<
@+

. = ; ; ;
Syntyvidn sihkdmagneettisen aallon E- ja H- vektori ovat kohtisuorasti

toisiaan vasten seki aallon etenemissuuntaan nihden:

K 5> 2, E.- P swd E. =0
un r Z, oOn f\S’ cl o

o sind =
H\P:—LSH ) H\‘o—o

z=-akselil
N

aallon etenemissuunta

sihkdinen kenttdvektori

| =

magneettinen kentt#vektori

Sihkomagneettisen siteilyn energiatiheys [erg/cmB] on
w = é‘;‘r(EEe-'*'/AHl) Tasoaallolle IHl-‘:u% lEl
= /MH9‘=£E"

tyhjén permeabiliteetti

e

m
I

dielektrisyysvakio
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Energiatiheyden virtaus = 3—‘5— .

ds - u.u’&‘t : dt
vdat

= Z:go = tehotiheys = I&'x:
. m ,
1 ¢ - & VE.|E|-|E
x:Q..,g.L:;_T-eE-ﬁ - = V= 1§l |El
< & |EllF [ #]
¥ = £ |E|{W

HUOM. Sihkdopissa kutsutaan sdhkmagneettisen aallon tehon virtaus-

vektoria Poyntingin vektoriksi S :

- o mus e
S'iﬁ'—rExH

Tyhjdssi l E l

[H] , joten

I

(X ] & -~
[l S\ha"e‘

C -2
FrgE o
v 9 .9
= £ 20 i HETKELLINEN TEHOTIHEYS

- _3 2 . N
4T c o (tarkastelupisteessi r)

Levossa olevan dipolin siteilykuvio eli tehotiheyden kulmajakauma on

. 2 .
sin '\3‘ - muotoinen:
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Koska E muuttuu jaksollisesti nollan ja tietyn maksimiarvon E

vAlilld, muuttuu myds ¥ jaksollisesti. Keskim#drdinen tehotiheys
on siten

LFED C (Ei> L Lottty

CES= S BT | ESKIMAARE

Kun tihtitieteessi puhutaan siteilyvuon tiheydestd tarkoitetaan

silli nimenomaan keskim#drdistd tehotiheyttd <"F’> .

TEHT. Aurinkovakio eli sdteilyvuon tiheys Maan ilmakehdn ulkopuolella

on 2 cal/min-cm2 = 1.39 106 erg/s cm?. Laske s#hkdisen ja

magneettisen kenttdvektorin amplitudi.

Tyhjdssi IE ‘= [ H I , joten keskimiirdinen teho/cm2 on

Fy = S E;

\’ ‘ETI' (FD Vﬁ'ﬂ" .1.39 ‘:%_a_

fl<

HUOM. Sihk8isen dipolisiteilyn lisZksi on olemassa my®s magneettista

dipolisdteilyd .

Ympyrirataa kiertdivn varatun hiukkasen magneettinen dipoli-

momentti on

> 2 —_— 9 .
= L |_ , missd —f. = nps. gyromagneettinen suhde
/}\ = ' - AN

magn. momentti

impulssimomentti

F-
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Elektronin spiniin liittyy mySs magneettinen momentti, mutta

vastaava gyromagneettinen suhde omn 2.49/pm = q/m .

Elektronin spinmagneettinen momentti aiheuttaa atomispektreissid

hienorakennetta, ytimen magneettinen momentti taas ylihieno-

rakennetta.

ESIM. Kun vety-ytimen spin ja elektronin spin ovat ensin saman-

suuntaiset ja muuttuvat sitten vastakkaissuuntaisiksi,

14-

hettii atomi magneettista dipolisdteilyd, jonka aallonpi-

tuus A = 21 cm.

b) Dipolin siteilyteho

Siteilyteho r-siteisen pallon pinnan l&pi: gf{:'a\o) = S E‘TEI’—CE

dw . _ 1
dt 4y

™ am
2 V> E‘S S"\ 1ﬁLSﬂn€9&€9c£§é
o 0

virdhtelevd dipoli menett#i energiaa

" s

&\d ™
?Q"Eh_lnrc SSO

Slh 6 46 4¢

DIPOLIN HETKELLINEN TEHO

a8 dew

_,l.'i.

P
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Klassisen oskillaattorin keskim##riinen s#teilyteho:

y Y 9 99
<é_“_/ “V'T Pi‘ =- 8T ¥e ,\y | .KESKIMAARAINEN TEHO
Iwmc? t - S
missi P, = ez = dipolimomentin maksimiarvo

W= (1/2)kz§ = (1/2)m (uzzi = oskillaattorin energia

(Kaavan johto harjoitusteht#vini)

2.2 2
<%_\g_> — K -\W , missd vaimennuskerroin ‘6‘ = 8;2\:3& = 0'2233 [_'ﬂs']
-3t

HUOM. aika, jonka kuluessa vdrzhtely vaimenee osaan /e

I
H
]

= 4= kyseisen vdrdhtelytilan eliniki

¢) Klassisen oskillaattorin absorptiokerroin

Yksinkertaisin malli s#iteilevidlle atomille :

e Ex

(NN
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Valoaallon kohdatessa atomin, pakottaa se elektronin (massa m) liikkumaan

valoaallon siZhkskent#n tahdissa.

Virihtelevdn varauksen liikeyht&ld:

e -
mz= -Kz - a9z + e Ey -
—_— — :
Lwh
.. pakkovoima = € Ecae

harmoninen = dissipatiivinen ..
voima wvoima
(g=vaimennuskerroin)
' - E twl
2:...'5_2—.2_24-&"%3
st v\ "% —~
-~ o
W, X\

7+ K?: + m: 2 = €Eee eLw Ratkaisuyrite ¢ z2(1): 2, e'\mt
M . . twt
2(t)=twz,C

wt

Z )= -we e

2 . . Lt
= (~w +Lwf T, )Eoe = _..ei"* e"‘"t

O

e Eop
W\,
ELEKTRONIN MAKSIMIPOIKKEAMA

w:‘—w"ﬂ-i,wg

st %ECQ}' eu.ot
W, — W -\-wa\

HUOM. Zo on kompleksiluku, joten z ei ole samassa vaiheessa pakko-

voiman kanssa.
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Johdetaan seuraavaksi lausekkeet s#hk&isen dipolin absorptio-

kertoimelle B sek# taitekertoimelle n.

Valon nopeus vidliaineessa on

‘missi 1 = kompleksinen taitekerroin
32 = (.-n_;_h)i = € = -dielektrisyysvakio
(tyhjtssi € =1

viliaineessa €>1)

Ulkonen kentt# synnyttdi vdliaineatomissa dipolimomentin:

t) = e 2(1) - vt
P( ) % oL = P - e%tt) ez, el—w . B2o
- _ - = L= = : =
P o E = E Eoz et Eoa
ol = dielektrinen suskeptibiliteetti
(kuvaa polarisoituvuutta)
Dielektrinen siirtymi : D = E+UTN p = E+HT NdE = (1+‘!TfNuL)E= cE

missd N = virdhtelevien atomien lkm/cm

Sijoittamalla o dielektrisyysvakioon & saadaan

€ = {4 4N 822 14 JTNE $Eou £ = (meir)"
Eo% an 'm(wo ‘-Lgl-l-'twﬁ‘) o = amy
Wy = 2TV,
R
RN 4T Ne 4 <<
('\’L-LK) = {+ Py qwl(v’-_),3-+- .3_’.,) ‘V"Kuna 1
© “Car Vitant ++a
9 2
Ne 4

]

m- 1%

lavennetaan lausek-
2 9 .
2T (VD_'—)) )+LE%_ keella :
SRORIE
9 .2 ' W .
m-LR =1+ M= (Vr-v*) - ix 5% S
LM m (V:" ya.)?. + (K 75_21? )9.
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Ne¥ v 2ow?t
2 (F =M (g 3R

w=1+

Ne™ s
rm (V2 +(p %)

Useinmiten ollaan kiinnostuneita absorptiokertoimesta 1lZhelld

resonanssitaajuutta W, @
VY, = )-’- 'v°' <L Y,
Voot 2V, + ¥ (v, =¥) & W (¥ -V¥)

NG 9,
Ay

2 '
=S ko= Ne™ | ERia
A [ (v )"+ (X2 )

K = Ne* | WA AL KLASSISEN OSKILLAATTORIN
HTmy (v-»)*+ ($/4T)T | ABSORPTIOKERROIN

c-— AN
+.0003 +.0002 +.0007 =.0001 . ~.0002 =.0003 |,
TT T T ‘ T T T
)
o *
-8
K -6 .
—a
—2
0
n-t
= -1-2
] 1 i J
-2 -l (4] ¢ 2 3 4
(V,-v) x 107 —
Fia. . . - Tue Variation or (n — 1) axp « wit Frequescy NEar
REsoNANCE

‘The curves are con?putod for sodium atomsiabsorbing at the A5880 (D)) line. Notice
the anomalous behavior of the index of refraction near resonance. The ordinates are
arbitrary.
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d) Dipolin absorptickertoimen k ja massa—absorptiokertoimen | vélinen

//
//,
7

[\ [
\/

\) V4liaineessa on sdhkdmagneettisen aallon yhtdld
ramy(t-&) c c
E(gt)=E,e VER T mik
X X .
F = —C— (’YL"’ L R)

~aWVKX/c LT (t-n%

E (Xl‘{:) = E’o e . &
N = Y ~
vaimeneva osa jaksollinen osa
L i : A
) Intensiteetti IM(E)Z
‘ - M . x
Ixy=I,e ¢

Tx)=TI,e RS

Sijoittamalla t#h#n dipolin absorptiokertoimen lauseke Rv (13helld ¥ 0)

saadaan

Noy €&
- v e ‘E/"H'I' = Noy,dy

hyg n C (\"Vo)l‘l‘(‘ﬁ‘/‘-ﬁr)i

missd N,,),= niitten sidoselktronien lkm/cm~, joiden ominaistaajuus on Ve

X‘ = vdliaineen vaimennuskerroin
o, = e L VAL = absorptiokerroin yhdelle virdhtelijidlle

[o(;}‘— Crmt

= atomaarinen vaikutusala
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HUOM. Massa—-absorptiokertoimen kvanttimekaaninen muoto saadaan korvaa-

malla
\G - —r"‘m&
Noy —> g-ND,

missi oskillaattorivoimakkuus £ ilmoittaa vérdhtelevien elektro-

nien efektiivisen lukum#irdn/atomi ko. siirtymdssi.

Esim. 1#htdtaso = n - 3w
lopputasot esimerkiksi n', n'', n'"’ N )
virdhtelevien elektronien efektiivinen 7|1 2.9 n
lkm/atomi = £, + £ _,, + £ ., ol i

nn nn nn

YL
(Thomas—-Kuhnin summasiintd) . J/_#mn‘”

._......._,n»)
AL

e) Viliaineeseen absorboitunut siteilyteho P,

Edellisen kohdan mukaan absorptiokerroin/ t::m3 on R,g = NO, of "

missi  Ngy = virdhtelijdiden 1km/cm3, jotka absorboituvat taajuudella »

oy, = absorptiokerroin yhdelle vérdhtelijdlle

Tilavuusalkioon absorboitunut intensiteetti:

dI,= 3k, T, dx 4T Ty

¥ T aa, dvdw

&’Pv= §hy1—,y Av&w &A_\_AX
— e
Noy oL, AV = Ao

3 .. .
1 em” :iin absorboitunut teho :

umw - d

'Pv = Nov Iv ga“*’ gdv&v
[~ -]

B, = 4TI, N, («, a»

[~
L —

®
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1]

- 157 -

midritellddn keskim#irdinen absorptiokerroin: R :

gb\‘:MQSO(VO\p

oF = Neve . qr. 2 § X/
~n G 'ﬂ‘_w -y, ) + (g /umit .
=1
silli’ g SR X = = 7;“-%%2‘;
= = H(E3)-1

g-E Noy 4

s oon T R .
missd J& = efektiivinen wvaikutusala
ng

"'m..C

Kvanttimekaaninen muoto:

R = Nops £-2E

" C

Yhteen kuutiosenttimetriin ainetta absorboituu yhdessid sekunnissa

sdteilyenergiaa:

E = 4w I, sk 1s
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2.5.3 Siteilyn sirottuminen klassisesta oskillaattorista

Sihktmagneettisen aallon (A > 0.58) kohdatessa atomin vaikuttaa se ato-
min elektroniin voimalla qu jonka seurauksena elektroni alkaa vidrdhdel-
13 saapuvan aallon tahdissa. Atomin dipolimomentin muuttuessa jaksolli-
sesti elektroni lshettiid ympiristidnsi siteilyd, jonka taajuus on sama

kuin saapuvan aallon taajuus. Klassisessa teoriassa sironnan vaikutusala

Ty

P sironnassa menetetty keskimdirdinen siteilyteho

oy

saapuvan sm-aallon keskim#irdinen teho/cm*

verhorn
ei riipu atomin elektronifakenteesta. Kvanttimekaaninen tarkastelu puo-—

lestaan osoittaa, ettd siromnan vaikutusala on hyvin erilainen eri siir-

e

tymille. Kvanttimekaaninen vaikutusala voidaan esitt#d muodossa

4=

f.., missi & sironnan klassinen wvaikutusala
1] class

£..
1]

class

siirtymin i ->» j oskillaattorivoimakkuus

Sironnan ei tarvitse tapahtua systeemin resonanssitaajuudella. Esimer-
kiksi Auringon valon sirottuessa ilmakeh#n molekyyleist#d on valon taa-
juus huomattavasti pienempi kuin typpi- ja happimolekyylien UV-alueella
olevat resonanssitaajuudet ¥, . Toisaalta riéntgensdteiden sirottuessa
atomin ulommista elektroneista tai vapaista elektroneista on saapuvan
aallon taajuus V3> . Seuraavassa tarkastelemme lzhemmin ndit# kahta tdr- -/:)

PR T

kedd Hiritapausta.

a) Thomsonin sironta (V>>¥;)

Vapaalle elektronille "resonanssitaajuus" 3 = 0, joten ehto Y>>, on

voimassa. Thomsonin sironta on merkittivi hyvin kuumien tdhtien atmos-

fadreissi. MySs Auringon koronan (ns. K~korona) valo on vapaista elekt-
roneista sironnutta valoa. (Auringon F-koronan valo sen sijaan on inter-

planetaarisesta pdlystd sironnutta valoa.)
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1)

Lineaarisesti polarisoituneen s#teilyn sirottuminen yhdestd vapaas-
ta elektronista

sironneen sdteilyn kenttd-
vektori

(A,T)=polarisaatiotaso
[ Sihcut.

Liikkuvan wvarauksen kenttd:

..{.".L

A
E R 3 1_3‘_'?»]
E=- +c.c\'t( )+c’-&€‘-

Suorittamalla derivointi ja huomiocimalla ainocastaan asymptoottilsestl

vallitsevat termit (~ 1/r) saadaan sidteilykentdn lausekkeeksi

ey q ——
E R S o , missd a, =
s” Y™

, = sironneen giteilyn etenemis-
suuntaa vasten kohtisuorasti oleva kiih-
tyvyyskomponentti.

Oletetaan, etti varauksen nopeus v << ¢, jolloin voima qE >>(gh$\rxﬂd
Elektronin liikeyht#l& on t&lldin

Nh%:- eE =‘-EE° Sivxwt =

i

A swal

i

- F\CJ& St

et:,
“f\Cdifnm'z"'eon :=%> A=

Sironneen aallon kenttav01makkuus.

Ay
[T -
E - e ES\V\“}-
S 4ymer N

Sijoitetaan z ja A
—_ L
E '1 e Sth'&"

\n.r 'ff\c_,‘ _?' E Sihw-t ?‘

H

Elektronin klassinen side r mHAri-

9,
tellddn: w_ c> = 1 &
E ‘ b 6T A,

9
4T 'hncc_’-

cgs—jirjestelméssd:

-Yb

o

-
-

m, T
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E:i’e.s'm

E ay

$L_E}_ ¢°1'2f8'
RGO

Atomifysiikassa miiritellddn sironnan differentiaalinen vaikutusala

6 E:m /sa -seuraavasti,

n, = saapuvien hiukkasten 1lkm/s

dn = suunnassa & havaittujen hiuk-
kasten lkm/s

n' = kohtiohiukkasten lkm/pinta-ala-

yksikks
dw = € (e, 95)-719-?3-&00

Siteilyintensiteetille p#Atee vastaavasti

kulmaan © sironnut

Is = &, (e,¢)-1°"n? dos. , missd I_

intensiteetti
I0 = saapuvan siteilyn in-

tensiteettil

Koska tarkasteluesimerkiss# sirottavana hiukkasena on yksi elektroni,

on n' = 1/da
fr
(——‘) Sw\_

L,&A I AA _ XIs o
=>6(e¢) Ioﬁ;__l.,.r
~

- U § T 3,
> S (o, 8) = T T = (B st

Kdytettdessd aF:n asemasta sirontakulmaa €= 90 —fe—on

TE o VAPAAN ELEKTRONIN DIFFERENTIAALINEN
e
és(s,@ =( _"i) cos O VAIKUTUSALA LINEAARISESTI POLARISOI-
o .
< TUNEELLE SATEILYLLE

N#hdisn, ett# vapaan elektronin vaikutusala on riippumaton saapuvan

aallon taajuudesta.
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Sironnan kokonaisvaikutusala.G& (total cross section tai lyhyesti

vain cross section) saadaan integroimalla yli kaikkien suuntien:

™
éT = §65 dedy = A S 65 SinAF 49 £ = '*rb,' 5?»\1:&-

s

2L by Y ] ™ P
1“'"("0 SSW\_r\?'&'a' = '5" L
°

[N
"

: _3_-,1-(;9: > 66540 . 2| SIRONNAN KORONAISVATKUTUSALA
3 'VVICQ' -

VAPAALLE ELEKTRONILLE

2 . - . .
Koska 6} ~ 1/m , voidaan todeta, ettid protonin aiheuttaman

sironnan vaikutusala on (mp/me)zas106 kertaa pienempi kuin

™ Crvn
HUOM. 1
vapaan elektronin vaikutusala.
HUOM. 2

Atomiin harmoonisesti sidottua elektronia (ominaistaajuus e,)

voidaan pit#i likim#drdisesti vapaana, jos elektronin sidos-
energia on pieni (esim. kevyet atomit) ja saapuvan sdteilyn
energia on suuri (esim. pitkiaaltoinen réntgensiteily).

Sidotun elektronin liikeyht#l&:

'Yn'i = —MQ}E — eEbs\v\w't
———
sidos;a kuvaava harmoninen termi

Virdhtelevdn elektronin amplitudiksi tulee td#1l&in

p‘ =

e E,
(o)

ja sironnan vaikutusalaksi saadaan

6 - -1 (ThOW\SO\-‘\

= ooy
(1 - Lo

Atomiin 18yh#sti sidotun elektronin sironnan vaikutusala riip-

puu tdten saapuvan sidteilyn taajuudesta. Todettakoon, ett#d ly-

hytaaltoisen rdntgensiteilyn tapauksessa sironnan vaikutusala
pienenee voimakkaasti kvanttifysikaalisten ja suhteellisuus-—

teoreettisten efektien takia.
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2) Sironta monesta elektronista

Tarkastellaan edelleen yksinkertaisuuden vuoksi lineaarisesti polaxi-

soitunutta siteilyd. Tdlldin vapaista elektroneista sironneilla aal-

loilla on vain wvaihe-eroja Sh__

N N ¢
— — — é ’ -~
E,= § E., = E__ ;en - wissa Eg, ® "%_e. Sin . E_gnet
N el |2
= I =L, |2e I
I > els" . Ze-iaw &
So Py L 1"“\-)
. _ M (6~ 5w
R T
= i
J _'{ Lsh
N 2= e M
T n>m
- Q. L S
= A —
Adritapaukset:
0

i Sironta tapahtuu kaikkiin suuntiin (ns. isotrooppinen sironta)

= énm jakautunut tasaisesti vdlilld [0,2"{1'-]
> et Lo

= Is :N-ISQ, missd I__ = yhden-elektronin sirottama sitei~-

lyintensiteetti Iel .

I, =N

i~

138
27 Hiukkasen koko a << ‘A (esim. valoaalto)

=» Lkaikki N elektronia vidrdhtelevdt tahdissa
= =0
S 5.

= L. =TI, l%e}&“\i = IeQ'Ni

Yleisessid tapauksessa sironneen siteilyn intensiteetti vaihtelee ndi-

den kahden #iritapauksen vdlilld:

NI, <« I, < NI,

HUOM. Ig riippuu yleisessi tapauksessa sekd aallonpituudesta ettd si-

rontakulmasta (8:n kasvaessa kasvaa aaltojen vaihe-ero Sn) .

O
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3) Polarisoitumattoman siteilyn Thomsonin sironta

Yhdistdm#lld kaksi lineaarisesti polarisoitunutta aaltoa, jotka ovat
kohtisucrasti toisiaan vasten seki etenemisssuuntaan nihden, saadaan

kaikki polarisaatiotapaukset:

E=E +E -, missd E_ = E sinwt (Il x-akseli)

X z 1
' E_ = E,sinWt+s) (1l z-akseli)
& = aaltojen vilinen vaihe-ero

Lineaarisesti polaroituneessa aallossa S=nT

Ympyripolaroituneessa aallossa (&= (2n+1)TW/2
Eym By
Elliptisesti polaroituneessa aallossa S#nm
Polariscoitumattomassa aallossa § mielivaltainen
- BT By
A
//’\Ez | P Ex: T sironneen aallon
// suunta '
/ A\
7
E |
-* 1 "~ S >, saapuvan aallon
| ok suunta
!
|
EX
X
Sironneen sdteilyn kentt#vektorin kohtisuorat komponentit:
~, . . . T .
E = E_ ' =2 siner =<E SinwL sin OL) £ ¢cos B A 2-aksell
Z5 Z T 2 S )
tos B
E
- .
= N 'Rt ° = (E stmout c.osoL) —= N x-aleseld
Eye = E, 3 Sin A0 s SMK =
a

e - BBal (B (wdussiu o)
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Huomioimalla, ettd polarisoitumattomassa aallossa o on tasaisesti ja-

kautunut vidlille [O,ZTT], on
<cosa‘o(> = (siﬁ%{) = 13:

A
+ S =Ly = 3{E)(1rede)

Luonnollisen valon tapauksessa on sironnan differentiaalinen vaiku-

tusala siten

&, (e, @) = <_:%S_>wri = -;-: vt (1+ s 6)

n 2 VAPAAN ELEKTRONIN DIFFERENTIAALINEN
€.(0,8) = H{2) (1rwsb)
s 2\ e VAIKUTUSALA POLARISOITUMATTOMALLE

SATEILYLLE

Kokonaisvaikutusala sen sijaan on sama kuin lineaarisesti polarisoitu-

neen siteilyn tapauksessa:

2 & b _
6_‘_ = g 6$<8,Q$) dwd = %(ﬁcﬁ) . 3.TT'§(1+(.0£?' 9)?.\“9&9
L.“. Y —

m 3 2
L + 4 /. ==
o/ ot S Y (& 3N=) =

©

ei 8. SIRONNAN
) KOKONAISVAIKUTUSALA

S

1
ul|oo
|
i

-

Yhteenveto vapaasta elektronista sironneen sdteilyn kulmajakautumas-

ta eli sirontafunktiosta:

7N

lineaarisesti polarisoijtunut i
*—e & &

saapuva sidteily

Isotrooppinen sirontafunktio

. ; / i -riippuvuutta
polarls.suunta_L paperikaso (ei © PP )

= nF =90
2> 6= 0

Q.Q' 3
> 65'-'(*;\-:{) = vakio
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lineaarisesti
polarisoitunut 3z
T T T T sirontafunktio
2 .
\l' ‘L l« \lf cos” - muotoinen
polaris.suunta |l paperitaso
“\1\] sirontafunktio
2 .
4\ 1 + cos - muotoilnen

luonnollinen
eli polarisoitumaton valo

Vapaat elektronit sirottavat polarisoitumatonta valoa sekd

eteen—- ettd taaksepidin.

b) Rayleighin sironta (Y<3))

Rayleigh oli ensimmiinen, joka tutki (v. 1871) valon sirottumista hiukka-
sista, joiden koko on valon aallonpituutta huomattavasti pienempi. Ray-
leighin sirontaa aiheuttavat keveisiin atomeihin ja molekyyleihin sidotut

elektronit, joitten ominaistaajuus y, on UV-alueessa.

Luvussa 2.5.2.d saatiin dipolin absorptiokertoimen K ja tilavuusabsorptio-

kertoimen € hy vdlille yhteys

ghy = '-[_1_1'__&__))__’_(_ resonanssikohdan ulkopuolella:
K = Nee' j;v 1
AT wm T (2o )2 Y \&-
e = V)T + (X))

Qn‘a‘vlei_ 05,2253

Zwmcd | A®
voidaan nimittZjdn viimeinen termi j&tt#3# huomioimatta:

K = Ne* 81‘1‘1)‘3 Q‘L 1

§ T 2 e Y_vi(z){;__:‘l\)]i

Koska Y &Y, = |v,-»|>> ¥ =

voidaan jattdd
huomioimatta, koska v 3>V
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g 2 4
- ) . BT e RY
%th N 3 ('Mc"') ()'o)
-
Eir = Ggel = vapaan elektronin vaikutusala
(Thomsonin vaikutusala)
2 \H
Sk. =N-¢€ (_o RAYLEIGHIN SIRONTAKAAVA
» e\ A . . I : ;
: (sironnasta johtuva siteilyn heikkeneminen

alkuperiisessi suunnassa)

Atomaarinen sironnan vaikutusala saadaan yhteydestd

Bk,

= rd'ngt

c;at

I.l
=& 2 RAYLEIGHIN SIRONNAN'
@\ A
ATOMAARINEN VATIKUTUSALA

Nihddin, ettd Rayleighin sironta riippuu voimakkaasti saapuvan siteilyn

: o ; . 4
aallonpituudesta. Koska siniselle valolle vaikutusala on noin 2 = 16 ker-

taa suurempi kuin punaiselle valolle, sirottuu luonnollisen valon sininen

valokomponentti voimakkaammin. Esimerkiksi taivaan sinisyys johtuu juuri

auringonvalon Rayleigh-sironnasta ilmakeh#n molekyyleist#Z. Rayleighin si-

ssan

rontaa esiintyy myds kylmien t#htien atmosfdireissi.

HUOM. 1

HUOM. 2

Rayleighin sironta on epdisotrooppista. Kulmariippuvuus

2 ] ] . .
P(e) = 3/4(1+cos ®) on samanmuotoinen kuin Thom sonin sironnassa.

Luonneollinen valo polarisoituu voimakkaasti Rayleighin ja Thom -
sonin sironnassa. Polarisaatioaste on suurimmillaan, kun siron-

takulma 8 = 900.

Unpolarized v
'/Av%‘_.. ®
Sun T

Plane
Polarized *
Scottered
Light ?
TO
OBSERVER
Fia. " °  TPovrarizaTion oF Liaut BY THE CORONA
Unpn!nrizml light from the sun, (regarded for the purposes of the present diseussion
- a8 point souree) hits the volume clement V. Electrons vibrating perpendicular

to the plane of the paper scatter light with the clectric vector in this planc. Light
scattered by tl’gosc vibrating in the plane of the paper do not reach the observer. Henee
- photospheric light. seattered in Vowould be plane-polarized.  The light. reecived by an

- observer i only partially polarized beeause contributions come from volume clements

wlong the line of sight and because the sun is not a point source. These cffcets can be
handled quantitatively.
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c¢) Valon sirottuminen p&lyhiukkasista

Mythdisen spektriluokan t#hdilli on usein p&lyvaippa ympirilldidn, joten
niissi tiheissi atmosfiireissi siteily sirottuu pélyhiukkasista. Timdn 1li-
siksi valo sirottuu myds interstellaarisesta seki interplanetaarisesta p&-

lystd.

Johdetaan seuraavassa sironnan vaikutusala pdlyhiukkaselle, jonka koko
a << A. Hiukkasen elektronit vardhteleviét t#118in tahdissa, ja syntyneet

dipolit ovat kaikki samanvaiheisia. Lis#ksi oletetaan, ettd molekyylit ei-

vit itse omaa permanenttia dipolia, vaan ulkoinen kenttd indusoi dipolimo-

mentit.

Sironnan vaikutusalan m#drittelee yht&ld

€= sironnassa menetetty keskimidirdinen slteilyteho
saapuvan aallon keskimfirZinen teho/cm%

Yhden dipolin menettimi keskimiirdinen siteilyteho on (kts. luku 2.5.2.b)

467:*“"1 : — .
.> Pe , mlssd Py = e2g = dipolimomentin maksimiarvo

Ratkaisemalla elektronin liikeyht#l3d
" Lw‘t
wmz +Kz=-cE, e saadaan

.. Eoe™t JE
== K= e e ™

D o (W) w?)
L
- e E.g - ea- EO
= 0T D) T T o)

Olkoon N hiukkastilavuudessa V olevien atomien lukumifrd, T&l1ldin N :n,

dipolin menettimi keskimfirdinen sdteilyteho on

< > ﬂm'v“'( P)

L 4 oYy - oA
N. & v B,

3 'W-\Q' C.3 (v:‘- )Ji)‘a\

L




- 168 -

Toisaalta sihkdmagneettisen aallon tyhjossd mukanaan kuljettama keskimdd-

ridinen teho/cm2 on (kts. luku 2.5.2.a)

-4
vd g2 = E (s\n wt)H = =
{¥> = < > it/ ng
EX
Sironnan vaikutusala p&lyssi on siten
/\ > - %Tre"'qu.f"
(':F> et (vE-v)t
v?s
TR
€ = q—:r:a :q" (v 1 ‘T)q: Taajuuslauseke voidaan kytked kiintedn
° aineen dispersickaavaan:
4 _ ATw & -1 e~y Mo o
v:.'v‘_ = N;"_ e To ,W‘HSSQ = v D
Te " 2
& = i‘-’;“ﬂ‘ (2.,_;_) Y , missd V = pdlyhiukkasen tilavuus
A=

sdteilyn aallonpituus

€= (n—:i.k‘)2 = dielektrisyysvakio

Ylikurssia: Kiinte#n aineen dispersiokaavan johto:

Kun dipolit ovat kaukana toisistaan, on polarisoituminen
'15' = P = No{E » missd ol = atomin polarisoituvuus (di-

v elektrinen suskeptibiliteetti)
Kiinteissd aineessa on huomioitava naapuridipolien aiheutta-
ma vuorovaikutus. Sihkdkenttd E korvataan tdllsin tarkaste-— .
luatomin kohdalla vallitsevalla paikallisella kent&ll& D

3 = k=3 = + = g e
Eloc E + E1 E2 , missd

E = makroskooppinen kenttd
E1= fiktiivisen onkalon (jonka keskustassa tarkasteltava ato=-
mi) sisdpuolella oleva kenttd, joka riippuu aineen raken-
teesta. Kuutio- ja pallosymmetrisessd tapauksessa §1 = 0,
E2= fiktiivisen onkalon ulkopuolella olevien dipolien aiheut-
tama kenttd. Merkit#in — Pcos® = pintavaraustiheys onka=-

lon sisdpuolisella pinnalla. T#mi pintavaraus synnyttdd

pallon keskipisteess'a‘, kentdn
E, g 3.‘1&.5’“_9 ad6 . Pcos® o5 = A D
a- 1\ 3

Charge on ring =
29 a sinf-a df: Pcosé
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.Polarisoitumisen lauseke on titen

f5:= N«x.EQOC = hJoL(IE:+ H%L:B)

= B o __Net

E 1~ 5N

Toisaalta: BN &-A b
- D il 7 v = 3 Nl
& = = = 1+ 4w =
P -
% E— = ——.G.HT:
r=

Polaroituvuus o saadaan yhtdldparista

P = OLE = D(anuut .

v = o= e
p =-e2 e’ Eo e:.w't (Wt - wt)
m (W, - w?)
- XL
€-1 _ yme™N I w=amwy

€+2 7 3w (wl-wd)
Mik#li kussakin atomissa vAridhdysliikkeeseen osallistuu

useampi kuin yksi elektroni, on

€-4 _ Ne* s £; KIINTEAN AINEEN

9
€+ 3BTm T oy.t 2 DISPERSIOKAAVA

. missd f on ns. oskillaattoriveimakkuus.

HUOM., Hiukkasen kokonaispolarisoituvuus koostuu seuraavista
ogsatekijoistd:

+ o

(dipolar)
!

Q(tot - l'J<elect):onic ionic + o(cn."i.m'xtat:i.ona.l
—

kun molekyylilld perma-
nentti dipoli

Optisella alueella vaikuttaa of:n reaaliosa-arvoon
ja siten €:n reaaliosan eli taitekertoimen arvoon

2 . . \ . .
(e =n") miltei yksinomaan elektronien polari-

optical
soltuvuus kuten seuraavasta kuvasta ndkyy.
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w Q0000 © ool od®

. J N
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//1/\\ I AN

Figure 11 Contributions to the pol.arimﬁility.

.Dipolar

Total polarizability {reai part)

&= Qypopar + Wgne + ‘!electrum..
| [ .
D ubF o | , ! Uitra-
| microwaves! i tnlrared ! © iotel l,
! .
1
Coagipolas
i
_....!._r ——
[ g
L ———
& piectronic
J Frequency
Figure Frequency dependence of the several contributions o

the polarizability (schematic).

Huom. Ylikurssijakse p#dttyy tdhdn.

Mikdli p8lyhiukkanen oletetaan pallomaiseksi (sdde a), on sironnan vaiku-

tusala
€< [T e-q ¥ pum g ,
A € +9 3 € = n° (dielektrisille hiukkasilie)
. . @ x = 2Wa/A = hiukkasen kokoparametri
=& ”(M)].Tro?
[3)( 41
€= & . - P S .
XY Ao s, Missd Géeom Ta hiukkasen geometrinen
poikkipinta-ala
Qea = Q(x,n) = sironnan vaikutus-

kerroin ( efficiency factor)

Dielektrisille hiukkasille, 30111e
% << 1, on (A ‘-8-)(l1l 1)
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HUOM. G. Mie johti v. 1908 sirontateorian pallomaisille hiukkasille

(0.1 < x < 10) l#htien Maxwellin yht#ldistd. Teoria tulostaa si-

ronneen valon intensiteetin sirontakulman, taitekertoimen ja hiuk-

kasen kokoparametrin x = 2Wa/A funktiona.

Kun x < 0.1 => Mien teoria —> Rayleighin sironta
Kun x > 10 => Mien teoria —> geometrinen optiikka
(Fresnelin kaavat)

Sirkumstellaariselle ja interstellaariselle pdlylle x =~ 1.

Kun x < 0.1 sirottuu yhtd paljon valoa eteen- ja taaksepdin (Ray-

leighin sironta). Mien sironnassa sen sijaan valoa sirottuu sitd

enemmin eteenpiin, miti suuremmaksi hiukkasen koko kasvaa.

-

2.5.4 Kontinuumiabsorptio

a) Kontinuumiabsorption piditekijit

Absorption

Kun atomi absorboi siteilykvantin, voi elekt- . j;;/r Frae—Frae

roni siirtyi energiatilalta toiselle oheisen

sy

\\\

N

kuvan mukaisesti. Spektriviivoja aiheuttavien //ngi;;/;q;————‘
. / ound-Free
sidoselektronien siirtymii (bound-bound siir- "0 M b

tymid) k#dsitelldin luvussa 2.5.5. Tdssd lu- i
I Bound - Bound
vussa tarkastellaan kontinuumiabsorptiota: : Absorplion
. . . . . .. T »
atomin ionisoitumista (bound-free siirtymit) <
sekd ytimen kent#ssd liikkuvan vapaan elekt- s s
2 3
ronin fotoniabsorptiota (free-free siirtymit). < 2
. ; . . ) ] =
Kontinuumiabsorptiokertoimen tunteminen on s .
tirkedtd erityisesti atmosfdirimalleja muo- E g
E
dostettaessa. E hry
. . :
HARJ. TEHT. Osoita, ettd tdysin vapaa elekt-
Fla. . Bounp-Bouonp, Bouxp-

roni ei vol absorboida fotomnia.

FreE, aNp FREE-FREE TRANSITIONS
1§ H{YDROGEN
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1) Dipolin free-free absorption ja free-free emission periaate

Vapaan elektronin ohittaessa ytimen riittdvidn
liheltd, pystyy elektroni absorboimaan fotonin

(kolmen kappaleen probleema), jolloin elektro-

nin nopeus kasvaa:

Free-free emissiota syntyy, kun esimerkiksi ydin

jarruttaa vapaan elektronin liikettd ( = elekt-
roni tekee hyperbeliradallaan jyrkemmin kaarteen
ytimen ohi). TH118in tilapdisesti muodostuneen

dipolin dipolimomentti muuttuu, jonka seuraukse-

na elektroni ldhettdd sdteilyd:

Aot LT
1"""\\.)’1 = 1"*’\\)‘1 +\'\V1

Vety ionisoituu 10000 K limpdtilassa, joten free-free emissio ja free-free

o

absorptio ovat tdrkeit# kuumissa atmosfiddreissd.

Koska ytimen kent#ssi liikkuvan vapaan elektronin absorboima energia el

ole kvantittunut, voi absorboidun fotonin taajuus olla periaatteessa mika
tahansa. Kyseiset taajuudet muodostavat siten jatkuvan spektrin. Todetta-
koon kuitenkin, ettd pienienergisten fotonien free-free absorptio on pal-

jon yleisempdi kuin suurienergisten fotonien, mink# johdosta free-free ab-

sorption taajuudet keskittyvdt spektrin infrapuna-alueelle.

2) Atomin ionisoituminen

Miki tahansa siteilykvantti voi ionisoida atomin, jos silld on riittdvds-

ti energiaa irrottamaan sidoselektroni atomista.
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* o —=--—{lonization limit)
Energy
ev) s
Paschen Spectrum
a -34 il
E WRUE Balmer Spectrum
mn
AE =hy =hS:zheS
A Lyman-a
=heR > 2%( ot )
—
Ry
136 s
missd Z = ytimen jArjestysluku Lyman Spectrum
Y4 &
R = a-TrQ’W\ € = Rydbergin vakio [Cm 1] Fig. - Energy level diagram of atomic hydrogen.
Yy
Ry © 5@“_@. = Rydbergin vakio [Hz]
h

Kuvasta n#hd#din, ettd energiatasot lihestyvit toisiaan pddkvanttiluvun n
kasvaessa. Tietylld fotonienergialla '"viivat sulautuvat yhteen". Esimer—
kiksi vedyn Lyman sarjan raja on 13.6 eV, mikid vastaa fotonia, jonka

A= 912 A. N4iti sarjarajoja energeettisempi# siirtymii kutsutaan elekt-

ronin bound-free siirtymiksi. Esimerkiksi vety ionisoituu eri viritysti-

loissaan, kun

AL ’>‘Lyc =912 & (Lyman sarjan kontinuumiraja); n = 1-»c0

14 '}.th = 3647 & (Balmer sarjan kontinuumiraja); n = 2> &

o I 8206 & (Paschen sarjan kontinuumiraja); n = 3 —> ©@
Q

Atomin ionisoituessa mdidridytyy vapautuneen elektronin liike-energia yht#-

16std
%L
L1
hy = Lwme +h3::';2— (1)
"'ﬂ"‘"" N S
elektronin sidosenergian voittamiseksi tehty tyd
W, .
kin

i W ; 2
Yhtendisen formalismin vuoksi sovelletaan yht#l8d hvy = hR,,Zz(‘I/n2 - 1/m")

myds bound-free siirtymiin. Vapaan elektronin "energiatason kvanttilukua"

merkitdin tdlldin symbolilla iK (i = imagin#iriyksikkd)
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> hy:=hR, 2 (Rr & (2)

K&.

Yhdist#milli yhtidlst (1) ja (2) saadaan

o AN ¥ of

i ot

Ki.

‘Introdusoimalla kontinuumiin énergiataso iK, voidaan vapgan élektronin lii-

(3)

ke-energia muodollisesti esitt#d "sidosenergiana'.

HUOM. Erotuksena atomin sidottuihin tiloihin n#hden voi kontinuumin ener-

giatason "jirjestysluku" K olla miki tahansa positiivinen reaalilu-

ku. Lzhestyttdessi kontinuumirajaa kasvaa K kohti Hiretdntd. Konti-

nuumin aaltofunkticihin ei t#lld kurssilla paneuduta. Todettakoon

vain, ettd kaukana atomista (K hyvin pieni) aaltofunktio muuttuu ta-

valliseksi palloaalloksi.

Luvussa 2.5.2.e johdettiin atomaarisen kokonaisabsorption lauseke:

= T
go@&v=£ e
]

nC

&
Tihin nojautuen voidaan atomaarinen bound~free absorptiokerroin of,, johtaa

seuraavasti:
a_
0( Av = TT_Q
¥ &g mC
¢~ e 4K
= °<» = £ me dy

, missi df = oskillaattorivoimakkuus taajuusyksik-
kéd kohden

Tietylli vdlilld AY yhteenlaskettu oskillaatto-

rivoimakkuus A_e on jatkuvuuden perusteella ol-

tava sama kontinuumirajan kummallakin puolella:

A‘f_ = E'ATL:-:E'AK , missd f = keskimd#rdinen os-
killaattorivoimakkuus kapeal-

_ la kaistalla AK (vast.An)
= d¢ = {4K

Differentioimalla edelli esitetyt yhtdldt (1)

ja (3) saadaan

_ ihR;Q:‘l AK = mu-dv

= Io\K|:__ K>
dv |~ AR, 2%

¢
2'ho\v

)
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ATOMAARINEN BOUND-FREE
me 2R, BT ABSORPTIOKERROIN

b) Vedyn bound-free absorptickerroin

Kvanttimekaniikan avulla voidaan kullekin alkuaineelle ja kullekin siirty-

mdlle n'-> n laskea oskillaattorivoimakkuus fpn(kts. liitteen II loppuosaa)

Kramer k#ytti laskuissaan {(v. 1923) seuraavaa semiklassista kaavaa vedylle:

(v N N, (_1_ - l.j-34_ A missi g , = tilan n' statistinen
;?K “)“) T oawyYs VWt omr) 30 Gy ’ n

paino

Menzelin ja Pekeriksen kvanttimekaaniset tulokset (M.N., 96, 77, 1935)

poikkesivat hieman Kramerin tuloksista (vedyn tapauksessa tosin hyvin vi-

hin) . Jos merkitdin Kramerin oskillaattorivoimakkuutta fk:lla, niin kvant-

timekaniikan avulla laskettu oskillaattorivoimakkuus on

ﬁ(m‘x“)=£n(mﬁn“)'%(“\a“) missd g = Gauntin kerroin, joka ilmoittaa semiklas-

sisen kaavan korjauskertoimen,

Koska Gauntin kerroin eri alkuaineille on taulukoitu (Baker & Menzel, Ap.J.,
88, 52, 1938), ilmoitetaan tihtitieteessi f(n',n) Kramerin yksinkertaisel-
la, semiklassisella kaavalla korjattuna Gauntin tekijdllid, Etenkin konti-

nuumiabsorpticissa on Gauntin korjauskertoimen kdyttd mie€llyttdvEi.

Bound-free siirtymille n —$iK, on #skeisessd oskillaattorivoimakkuuden lau-
sekkeessa tehtidvid seuraavat merkintZmuutokset: n'-—»n ja n —>» iK, jolloin

vedyn bound-free oskillaatorivoimakkuudeksi saadaan

8L

L ﬂz , missi gbf = bound-free siirtymin

A
m3 K

R S (1_+_«_)‘3
MK ATV gyt AmE kR
: Gauntin kerroin (merki-
tdin usein myds gII)
- a /a4 A
y‘Rv% ("’L‘+ K‘)

> (i) = 2
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=9 VEDYN BOUND-FREE SIIRTYMAN
K OSKILLAATTORIVOIMAKKUUS

Sijoittamalla tdmi a-kohdassa johdettuun kontinuumiabsorptiokertoimen lau-
sekkeeseen saadaan

: g T K Sij. 2=1
mc R, 22 _ 32 1. &%
;ﬁmk 3TVE | K3 M5 y?
T,
'R)' = iTr%;mg

(yksi Rydbergin vakio kirjoitetaan auki)

3 04{'@)_ 22 Tre R, &

VEDYN ATOMAARINEN BOUND-FREE
33 o h 5'v3%
ABSORPTIOKERROIN

. bf ; 2 o B s :
Vedylle Gaunt-kerroin g ~ & 1, joten d,n W) ~vm V. Sijoittamalla va-
kiot (cgs-yksikdissd) saadaan

L 23 ¢
o(mg(v) = 281010 ;—?‘;@ Lew?]

ESIM. Balmerin kontinuumiabsorptiossa n

A

2

W4IA , Y= 22210 W

= O(:jg (») = 1.58 i T ca"{' [ewt)

Eri viivasarjojen rajojen valill#d kontinuumiabsorptiokerroin alenee
kuten v_3, mutta nousee #kisti seuraavan sarjan rajalla. Visuaali-
alueella timi nihddin ns. Balmerin hyppynd aallonpituudella A= 3467R&.
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Vedyn sarjarajojen taajuuksilla ), suhtautuu kontinuukiabsorptiokerroin

oy, Lymanin kontinuumiabsorptiokertoimeen o, kuten

¥y =33 (vfva) " Ry
i ) o E e (P Ionisaatioenergia E, = <
4 mn n
¢ S Mms o+
Ly ) e \ = s omt
hy, A4
- " =
¥ m b o ¥
- . ~
=% D(h ()’M)= m 0<4 (){‘) AN\
d‘?qc T
G(gnc T
XLYCP \
—— — — e —
Yy ¥ e W
3 - v1
Paschen Balmer Lyman
8204 A 3647 & 912 A&
Brackett
n=4
3000 . . _
Qyr
2000 -
1000°Lyman
n=1
| ! | ! | P
-0 " 2,000 4;.000 6,000 sono 10000 !2,000° 14000 16.000 18000 A(AX)
. I
2.96 3.56 ] 391 416 log A (A)
Fig. . 7 The Bound-Free Absbrptidn Coefficient of a Hydrogen-Like Atom.

- The coefficients of absorplion from the first four levels, and part of the coefficient
from the fifth level, are illustrated. The units are chosen such that ay =1 at

A=1004A, n = 1; thius the ordinate is actually : . ) -
€q. (3_‘13),_ ; : w ) . _ E : EE

i aw\ 7, m)awd = 1004, 2", n = 1).
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Kun huomioidaan, ettid tietyn sarjarajan absorptiokertoimeen on lisdttdvid
alemmilla taajuuksilla esiintyvien sarjarajojen absorptiokertoimien j&#n-
i -3 .

nokset ( o(, ~ y 7 ) tarkasteltavan taajuuden kohdalla, saadaan seuraava

kuva.

~17

—18
-19F
loga, L
—-20
=21 T = 12.500°K
-7 ] 1 1 : ]
.0 2 4 -6 8 10 12 14

_ 1% _
Fic. .. Opacity due to hydrogen at 7= 12,500°K and T = 25,000°K; photoionira-
tion edges are labeled with quantum number of state from which they arise. Ordinate gives
sum of bound-free and free-free opacity in cm!/atom; abscissa gives 1jA, where A is in
.microns: : . R Ry : o

Siirryttiessd atomaarisesta absorptiokertoimesta U(J' massa-absorptiokertoi-

¢
meen Ry +[_cm2/g-] saadaan kaavan hy3=Nyd.y perusteella

h"*‘_ZN.ﬂo{S
m "__-g_—

, missid N = viritystilassa n olevien vetyato-

mien 1‘:(111/(:m3

Summaus vain yli niitten n:n arvojen, joil-

le ¥V >V, = kontinuumiraja

Esim. 912 A < A < 3647 & :
3647 R < A < 8200 &

-
n2za
>

nz3
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Perustilassa n = 1 olevien vetyatomien kontinuumiabsorptiokerroin/1g on

siten
RT . ZNnd f , ; ;
N - , mlssd N1 = perustilassa olevien vetyatomlen
1 H lkm/cm3
m, = vetyatomin massa>[g]
h“_“_z&kc{“ . e T— ; . .
4 = m, . " Boltzmannin yht#l8 ilmoittaa eri energiatasoil-
la olevien atomien suhteelliset mddrit:
Nm‘ - &'ﬂ. _(xu‘"iy\)
N, ~ e mlssa‘f.
4 %1 kj}
N-n_ a_'n?h e._ X“'ex“
N, 2
< ~% ¢ ¢ 4
N hg. _ e 1 ‘J.eIhD(%Q S[:\_ o {= 22 Tre'e ‘R,O},{
LI M 4 " e 373 C‘r\% -nguy3
" St N oL PERUSTILASSA OLEVIEN VETYATO-
]
o> |k =32Tele > ‘ei“ MIEN BOUND-FREE MASSA-ABSORP-
71t 3B ehPmy v St
v TIOKERROIN
w

c) Vedyn free-free absorptiokerroin

Hyvin kuumissa t#hdissi ulottuu free-free absorptio myds spektrin visuaa-
lialueelle. T#118in on bound-free massa-absorptiokertoimeen lisdttidvid free-

free kontinuumiabsorption osuus.

Free-free absorptiokerroin yhti protonia ja sit#d ohittavaa (nopeus vidlissd
[y, v o+ dﬁ}) vapaata elektronia kohden saadaan a-kohdassa johdetun atomaa-
risen kontinuumiabsorptiokertoimen cii{avulla, kunhan sidottu energiatila
n korvataan vapaan tilan energiatasolla iK' ja bound-free oskillaattori-

voimakkuus korvataan free-free siirtymi#n oskillaattorivoimakkuudella fK'K:

/(——*; : 1.K//

i / (e

kontinuumiraja
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&Y 1 1 L B I £ 24 a4
:ey\"x 1 F} A’ [__1_ +__1_]3 Kag‘ET; cz » = R, 2 (K’- K“')
K2 KL /a2 3__ v \3
(- 5P (2]
36 »2
L4 4 R B l.i_ "_l%“
Vapaan elektronin statistinen paino By saadaan seuraavasti:
Faasiavaruuden "alkeiskoppi" ='dpxdpy'dpzdxdydz Heisenbéergin epitark-
= dpxdxdp dydp_dz kuusperiaate:
“E o I ok, ~
A 'Y Y dpxdx 2 h

~ W
Elektronien maksimilukumdiri

yksikkdtilavuudessa (dxdydz = 1)} = 2xfaasiavaruuden alkeiskoppien lkm.

_ q-n-Ei&E jokaiseen alkeiskoppiin mahtuu kaksi
%K) - i ) » . 4 - P
elektronia, jolilla vastakkaiset spinit
BT 2%
913 p ép
313 ("m\J' ) fmc\U' Elektronin liike-energia voidaan lausua
kontinuumin "sidosenergiana" (kts. a-koh-
ta)
9. X
%‘_’VV\ N k‘R”E differentioidaan
K)

>4’ = 2RT [

_ 46T TR 2. v
%K‘ = 8 K :3 dK

Valitsemalla dK' = 1 ja sijoittamalla vapaan elektronin statistinen paino

By oskillaattorivoimakkuuden lausekkeeseen fK'K saadaan
:ﬁk’n e £ g = H W R 2 o f
- 1
e ‘l'R 2R, 2> KR 30T ml o’ y? |3
¥ 3muvE 'mzc. o’ ME

Kontinuumiabsorptiokerroin yhti protonia ja yhtd vapaata elektronia {(nope-

us vdlissid T_v, v +dv]) kohden on

Hoyav = & RS o

dy-| VEDYN FREE-FREE ABSORPTIOKERROIN
IWE m3Tcu wi

missd gff = free-free siirtym#n Gaunt-kerroin (% 1)

)

(merkitdin usein myds 8111




- 181 -

Relaation R, § =No, perusteella voidaan free-free absorptiokerroin o(&c (yh-

t3d protonia ja yhtd vapaata elektronia kohden) muuttaa massa-absorptioker-

toimeksi k'if :

€ £
S dk, = N;[Ne £(U‘“) JU‘]' °<K (V) o missd N, = protonien lkmlc:m3
Nef(v)dv = elektronien 1km/cm3,

joiila nopeus vdlissi
[v, v + dv:l

Oletetaan Maxwellin nopeusjakautuma,

jolloin
3 9 'qu'
N - ™ \2 TS
. £()dv -"‘Tr(&.n. la.T) U oe dvr
a *~
. sens ~ Iy h v
Merkitdidn IK 'P\Te k"l'e

A 2
= Fmv -‘-IK\QTQ , differentioidas

S vduv = Rq:e dX

O i F ) IO

AT RT m

Tulo NiNe saadaan yhdistetyn Boltzmannin ja Sahan yht#ldn avulla:

N ,N-LNe( o )3’2 1T

- m €
n T&?“"* 2T wm k

Perustilassa:

N, = N'-Ne( H* )3/2 ex_“
1 T\ AT mR

3fa, %
%NLNQ=N43TF'M—H9> e

_e\‘!.
missd X = %-Tnuﬁ; 1 HR"ECL (Kiﬂ ;_\_1_.1,,_1&1
R TRRKE T e

Huomioimalla, ettd perustilassa olevien vetyatomien tiheys € = N1EH sekd
sijoittamalla massa-absorptiokertoimen clkf_,f lausekkeeseen §, N.N_, £(v)dv,

c(i{sek'a‘. vedyn jArjestysluku Z = 1 saadaan

ff (X, + X))
'F'F_ 2 G‘LR»RTQ % ' 2 ‘x
ak, = 3V chwmem, ? € d K
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Koska elektroni voi siteilld taajuudella V» riippumatta siitid, mikd sen no-

peus on, on dkff integroitava yli kaikkien nopeusarvojen:

o0 oo
£ £ _ *
hyf = S dhv 'S dk“’
v=0 xh-"o

ff _x,| VEDYN FREE-FREE MASSA-

f_ 2 £RRT
>R, = 3T chomomy, v S ABSORPTIOKERROIN

Yhdist#milld vetyatomien bound-free sekd free-free absorptiokerroin saa-

daan kokonaisabsorptiokerroin yhti vetygrammaa kohden:

i KOKONAISABSORPTIOKERROIN/1g

Vedyn kokonaisabsorptiokerroin taajuuden funktiona on esitetty seuraavassa

kuvassa.
" ~&— X {in angstroms)
o © O 0 Oo 0 o ©
66 00 Owmoo © 2 2 © © o0 o
% © © © = 2
; op S22 3MBRE a4 g8 Sek 98
FrF=<d 1 IT T T T T 1T T 1 1T TTI—rTi?
B s Lymon Limit 3
SN ‘32000 Balmer Limit =
Paschen <o -
6 .E.\\:\Lir}? e
= RS =
= o _'..-"
- 3
5 - s
3 3
=y —
pE E
log ky | =
B ™N 3
3 :—\4 g3
N 3
L~ | -
E o~ -

2 & =
K =
B |
- 3

=

e - &

s 1 3
ok (X 1 .

E o~ . ! N i 3°

5 [ P . P T T T DY P T

14.5 15.0 15.5 16.0

log ¥ —>
Fig. . . Tue Assorrrion COEFFICIENT OF AToMIc ITYDROGEN

Thp logarithm of the absorption cocfficient of atomic hydrogen (not corrected for

_ negative absorptions), ealeulated per gram of H atoms in the ground level, is plotted

agalpst_log v fpr various temperatures. The wavelength scale is indicated at the top.

Nptlce in particular how the size of the Balmer discontinuity increases monotonically

with decreasing temperature. “Were atomic hydrogen the sole source of opacity in stellar

atmospheres, the jump in the energy distribution at the limit of the Balmer series could
become verv laree.
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N#hdddn, ettd kontinuumiabsorptiokerroin riippuu voimakkaasti lampdtilas-

ta. Alhaisissa l#mpStiloissa ldhes kaikki vetyatomit ovat perustilassa.

Kdytidnndllisesti katsoen kontinuumiabsorptiot tapahtuvat tdlldin alueella

A< 912 &. Tdstd syystd neutraalit vetyatomit eivdt juuri vaikuta visuaa-

lialueen opasiteettiin. Limpdtilan noustessa kasvaa korkeampien energiati-

lojen miehitys, jolloin my®s visuaaliaallonpituuksilla kontinuumiabsorptio

kasvaa. Vasta Aurinkoa vidhin kuumemmissa tZhdissid vedyn bound-free absorp-

tio tulee tdrkedksi, ja vain kaikkein kuumimmissa tihdissi tdytyy huomioi-

da free—free absorptio.

Kuvasta nihddin myds, ettd Balmerin hypyn suuruus kasvaa ldmpdtilan ale-

tessa.

d) Negatiivisen vetyionin kontinuumiabsorptio

Vedyn bound-free ja free-free absorptio antaa visuaalialueella riitt&vin

kontinuumiabsorptiolshteen vain kuumilla tiZhdille (T 2 8000 K). Kylmempien
tihtien opasiteetin selitt#minen metallien avulla ei luonnistu, koska tidl-
16in myds metallien absorptioviivojen tdytyisi olla havaittuja paljon voi-

makkaammat. R. Wildt esitti v. 1938, ettd negatiivisen vetyionin (H)

bound-free ja free-free siirtymit aiheuttavat riittdvidsti kontinuumiabsorp-

tiota visuaalialueella, kun limpdtila t#hden atmosfddrissi on T% 7000 K.

(Bethe ja Hylleraas olivat jo v. 1930 kvanttimekaanisilla laskuilla ennus-

taneet H ionin olemassaolon.)

Koska vedyn yksi elektroni ei tdysin peit# ytimen varausta, pystyy ydin
sieppaamaan lihelt#d kulkevan elektronin elektroniverhoonsa. H ionissa on
ensimmiisen elektronin perustilan sidosenergia 13.6 eV ja t#mdn toisen,
siepatun elektronin sidosenergia on 0.754 eV. Alhaisen sidosenergian joh-

dosta H ioni ei esiinny kuumien t#htien atmosfddreissd.
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sidosenergia [eV]

f///////

-0.75

- a

Koska H -ionilla on vain yksi mahdollinen sidottu tila, ei H pysty bound-
bound siirtymiin (=> spektriviiva), vaan ainoastaan kontinuumiabsorptioi-

hin. H -ionin kontinuumiabsorptiokertoimen laskeminen on mutkikkaampi kuin

se s

neutraalin vedyn tapauksessa. Seuraava kuva esittdd laskujen tulokset

S
4=
o -~
v 7 \
s / \ Total
2 i /i \
B i . \\
E b-f Y )
S A\
2 v
x v
5 \\,//
1+ //,\
f- \
'/ \
e \
ey 1 1 lb N CHR (RN I WS I §
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 8
AX 107 (A
Fig. The Absorption Coefficient of the Negative Hydrogen Ion at a

Temperature of 6300°K (6 = 0.8) due to Bound-Free and Free-Free Transitions.
The quantity plotted is 102° times the absorption coefficient per unit electron
pressure and per neutral hydrogen atom in one cm®. Thus the coefficient has the
dimensions cm~?! and is not a mass absorption coefficient. [Adapted from N. A
Doughty and P. A. Fraser, 1966 (211).]

Nihd#in, etti kontinuumiabsorptio koostuu kahdesta tekijdstd: bound-free
seki free-free siirtymistid. Lisdksi havaitaan, etti (pdinvastoin kuin neut-
raalin vedyn tapauksessa) bound-free absorptio ei ole maksimissaan heti
sarjarajan vieressd, vaan se kasvaa rajalta (0.754 eV vastaa raja-aallonpi-
tuutta A = 16450 &) lyhyempiin aallonpituuksiin pdin ja saavuttaa maksimin

kun A X 8500 &.
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H -ionin matalasta dissosiaatioenergiasta johtuen ovat negatiivisen vety-
ionin bound-free ja free-free siirtymit tdrkeitd visuaalisessa ja infrapu-

na-alueessa. H -ionin merkitys ilmenee seuraavasta kaaviokuvasta:

H I sieppaa vapaan elektronin.

Elektronin sitoutuessa atomiin H:

pienenee elektronin energia.

4

Tdmi vapautuva energia ha-

vaitaan valokvanttina.

\

Valokvantin energia riittdi dis-

sosioimaan toisen H -ionin:

H +hy => H +e

Timin kiertokulun ansiosta sitoutuu elektroneja jatkuvasti vetyatomeihin

tuottaen siten jatkuvasti uusia valokvantteja. Auringon n#kyvd valo esimer-
. caicd

kiksi on seurausta H -ionin muodostumisesta. (Huom. Auringon fotosfddri-

kerroksen paksuus on vain noin 300 km)

Sahan yhtdldn avulla voidaan laskea H -ionin muodostavien vetyatomien suh-

teellinen m#ird tietyssd ldmpdtilassa ja paineessa.

Noa(h) Fe _ o 5ay. T2 2ulw) - - X&) | 27250 "

NG w () 1:&): 10 dugn fen
w= 1 '
=—_> N_M = 1.17&10-3 H(H‘)’-"
N,y (W) X = 0.35eV

Koska Paschen kontinuumiabsorptioitten (n = 3-»00) alue on 3647 & < A <
8204 &, lasketaan viritystilassa n = 3 olevien vetyatomien suhteellinen

osuus perustilassa oleviin vetyatomeihin n&hden:

Nos _ (a8 x40
NDl1

-10
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Yhdist&dmi#lli nimi molemmat tulokset saadaan

m e Noa(H) = N (™) : 4.9 ;10‘3
No,.‘ (H) ’ No,q(H) No,g(“) 6,08 «x10”'°

Voidaan todeta, ettd kontinuumiabsorption kannalta H ioni on tirkedimpi

~ 240

kuin neutraali vety.

e) Muiden alkuaineiden kontinuumiabsorptio

Tietyilld spektrialueilla my&s muut alkuaineet voivat aiheuttaa merkittdvii
kontinuumiabsorptiota. Kuumissa tdhdissd (T > 16800 K) on erityisesti he-
lium huomioitava. Kylmien t&htien atmosfddreissi taas erdit metallit (Al,
Mg, Si, C ...) aiheuttavat kontinuumiabsorptiota UV-alueella. Todettakoon,
< 912
ont N2 A,

jossa vedyn Lyman-kontinuumiabsorptio dominoi. Seuraavissa kuvissa on esi-

ettd monien metallien kontinuumiabsorptioraja osuu alueelle 'f\c

tetty kontinuumiabsorptio aallonpituuden funktioma.

a) Auringon atmosfiirissi (spektriluokka G2V; T = 5700 K)
b) " Scorpiin atmosfdirissd (spektriluokka BOV; T = 28300 K)

Kuvista ndhdiddn mikd alkuaine dominoi kullakin taajuusalueella.

e 7 T - = . -17

[ ot u
- -
ey - -8
N J
» Ml
- . . AF
=27 -

T 15T
T 11T

——y
8
%

A 5
Ryl > by e (A) /
-2 3 o |F $
- | _ 23
*
: . Al s S
B Jo. . ’
_”. ﬂ w P / _:, [ g S :h tg'
[ NE R VA
o P W Gebunden-Frei % - l/ MY
IREEIN ISl P Vs
- 25 [ {Ursseaid] H Balmerkarts el . -2 AL
" K : O [ 74N
3 - ‘ T a4 -
i . [(Rassebort) '
- | | lwl L1l 111 fvm} Ll lA' 1L Iww .”’—I { i P | I;] 1 e ) .ikl 1 I””] J_L 1 lil 1 llmw
Abb. ‘_: Kontinuierlicher Abs_orptionskoefﬁzicm x{z‘.) in der C . Kontinuierlicher Absorplionskoeﬁ':zient x(2) in der
Atmosphire der Sonne (G2 V) bei 1,=0.1 (1, entspricht 2 5000 A), mosphire des 7 Scorpii (BOV) bei t=0.1, d. h. T=28300 K
,d_'h T =5040°K b;w. ©=1 und P=32dyn-cm~? bzw. w. ©=018 und P=32.-10°dyn-cm~? bzw. P,=64-10°
®

=5.8-10*dyn-cm™? dyn-cm~?
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Tihtien spektriluokkien mukaisessa jirjestyksessid on alla vield esitetty,
mitkid atomit ja ionit vaikuttavat piddasiallisesti kontinuumiabsorptioker-

toimeen visuaalialueella,

Teff [ﬁ] spektriluokka

100800 He 11 otettava
0 5
t huomioon
_: Elektronisironta vallitsevin
50400 alhaisilla elektronipaineilla
B He I otettava huomicon
16800 H I tdrked
10080
A H dominoi suurilla elektronipaineen arvoilla
8400 \

r H I tirked, mutta H wvallitseva suurilla elektro-

nipaineilla ja elektronisironta otet-

7200 .
tava huomioon alhaisilla elektronipai-
neilla
6300 <
G
5600
?‘ H opiiasiallisin opasiteettilihde (mm. Auringossé)
5040 K
4200 »,
3880

Molekyylien absorptio otettava huomioon




~ 188 -

f) Keskimi#riinen absorptiokerroin

Siteilynkul jetusyhtdld pystyt##n tarkasti ratkaisemaan ns. harmaan atmosf&ad-
rin tapauksessa, jossa absorptiokerroin ei riipu taajuudesta. Sdteilynkulje-
tukseen liittyvdt yhtdldt harmaassa ja ei-harmaassa (taajuusriippuvaisessa)

atmosfiirissi ovat seuraavat:

1.y =068 ATy _ L —cos® AT _
(1) =, ax ~T»7 > Sk ax L~ } (e
(2a) -~ &y 7 A dH _ (2b)
a SR, :\:(( _&” Sy TSk 4X ©

- AL gky &K
(3a) 2h, ax K, - éETx -4 b |
missda H, = %‘r gI,"—OSs do = ;‘—“_9(:'» O

1 2 - &
K, =o% gI»C"S odw = i Ty

1

"
N
-

<
b
v
o
"
Ly
o
<
[~
v

& o
H:SH},A» ; K:SKp&v

Seuraavassa tarkastellaan mahdollisuutta 16yt#i keskimi#rdinen absorptioker-

roin (opasiteettikerroin) sitem, ettd integroitaessa monokromaattinen yhti-

18 yii kaikkien taajuuksien saadaan harmaan atmosfidrin vastaava yht&ls.

1) Chandrasekharin keskimdiriinen absorptiokerroin Ef

Miiritellddn keskim#irdinen absorptiokerroin k siten, ettd kokonaisvuo on sa-

ma harmaassa ja ei-harmaassa tapauksessa:

See a0 =k (Bdy = k¥
)

% E - DS h.»r‘i\"; Ay

o

CHANDRASEKHARIN KESKIMAA-
F * RAINEN ABSORPTIOKERROIN

Kiyttamilld t3itid keskimddriistd absorptiokerrointa saadaan vastaavuus yht#-

s . vy 4 - -
lsiden (3a) ja (3b) vilille (H, H“_Qi ). Sen sijaan kg :
vastaavuutta yhtdldiden (2a) ja (2b) vdlille. e

e

:n kHyttd el anna

Luvussa 2.1.3.c saatiin siteilypaineen gradientin lausekkeeksi :
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dPﬂ b 4 cob
—)(—:-?gh,"-t-‘pd)' ek
¢ 4
dP, %
'_g = ! o.g Ry +',i)‘ 'f_ - ilej{:
AT z Sx, % ay c

Kédyttdmdlld Chandrasekharin keskimiirdistd absorptiokerrointa E} saadaan
oikea sdteilypaineen gradientti (t#rkeid laskettaessa varhaiseen spektriluok-
kaan kuuluvan tihden malliatmosfdirii).

2) Rosselandin keskimiiriinen absorptiokerroin kR

Asken tarkasteltiin yhtdlédiden (3a) ja (3b) oikeanpuoleisia lausekkeita. Kun
tarkastellaan nididen yht#ldiden vasemmanpuoleisia lausekkeita, saadaan ne
vastaamaan toisiaan miirittelem#lli keskim#irdinen absorptiokerroin siten,

ettd

o oo
A a, 2Ky _ - = - A akK
SEIRAI R NI R R
¥4 4
=, A - og WQ-JS?IAy
R Ty,
s aX

Témi k on yhtH#pitdvd Chandrasekharin absorptiokertoimen EF kanssa. Koska
funktiota K, ei tunneta, oletetaan isotrooppinen sHteilykenttd, jolloin

K, = 1/3 J, (kts. luku 2.2.6.b).

oo o0
- 4 9 ¥ 4 339 E A hly
—_‘7...1_=u E:%(-dv - S'ﬁ; 2T 4dX dy = bg Ry T d
R © Ay - My 4T 4y = 3>
OS I-)A(_ v S ,S x T v

AT X
Koska edelleen J,, on tuntematon, on tehtdvi# lisdapproksimaatio: atmosfddrin

syvemmissi kerroksissa pitee LTE oletus, jolloin keskimi#rdinen intensiteet-

ti voidaan korvata Planckin funktiolla: J,~» B,

o0
4 3B, (7
= A _1 OS Ry Sy ROSSELANDIN KESKIMAARAI-
R Ry S"" 3%#(.1) ay NEN ABSORPTIOKERROIN
3B o
i Si-t__ 5T Wmt ='|TS'B,.&:9 =< T
Re a8 5
R T dB Y 3
4T 1 R
= F = wS€T
4 T F 4 ML
— _ = P — a
> Ry ueT? § R, s+ O
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HUOM.1 Rosselandin kdytt#mis approksimaatiota kutsutaan myds diffuusioapp-

roksimaatioksi: kun ¥ suuri, niin I, -> B, (ts. LTE voimassa). Koska

terminen emissio ja sironta tapahtuvat isotrooppisesti, niin sdtei-
lykenttd tulee sitd isotrooppisemmaksi mit# suuremmaksi ? kasvaa.
N4i1l4 oletuksilla saadaan tulokseksi, etti @ on verrannollinen in-

H,o= 4 48 o 4 1 4By
vy © 3 d4m, 3 8k, dX

coa (A 4By AT
H, = 3(h,g?§p hx

Integroimalla yli taajuuksien saadaan

S

1 48 4T

H =~ 3g% aT ux

Timi tulos on tarkka, vain mikdli k = 'ER.
HUOM, 2 ER takaa, etti saadaan vastaavuus yht#l&iden (3a2) ja (3b) vilille,

mutta ei yhtdldiden (2a) ja (2b) vidlille.

3) Planckin keskimiirdinen absorptiokerroin k.

Planckin keskim#drdinen absorptickerroin EP middritellddn siten, ettd termi-

nen kokonaisemissio on sama harmaassa ja ei-harmaassa atmosfddrissd:

agh,Byc\y =k {B,a»=%kB

[2ecd
¢ B(T)  &TH

PLANCKIN KESKIMAARAINEN
ABSORPTIOKERROIN

o0
(o8 dv
G

Mik#li halutaan saada vastaavuus yhtdldiden (2a) ja (2b) vidlille, on

|

[l
] e Sdudy &
el-harmaassa atmosfddrissd - T— =S ghy (ly = S,)d)’
b fasri 4 ’ _ ¢
armaassa atmosfiidrissi - - - T -
ad - o ?R(l‘g)‘ggk(};v Sy)dy
— e
Vastaavuus saadaan siis relaatiolla =0 siteilytasapainossa

A X
f(m—ii Y-Sy ay

sekd siteilytasapainon oletuksella.
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Jos lisdksi oletetaan LTE, niin $,->B,, jolloin E-)EP. Tihden pintakerrok-

v’
sissa vallitsee siteilytasapaino, minkid johdosta opasiteettikerrointa Eé on

auy

kdytetty tarkasteltaessa tahden ulompia atmosfiirikerroksia.

HUOM. Vaikka LTE-oletus t#Zhden pintakerroksissa ei vastaisikaan todellisuut-
ta, on huomiocitava, etti ennen suurten tietokoneitten aikakautta ab-
sorptiokertoimien E} ja Ek kiyttd oli ainoa tapa saada edes jonkinlai-

nen arvio atmosfiireissi vallitsevista fysikaalisista olosuhteista.

N#hd33n, ettd mik#4n niisti keskim#irdisistd absorptiokertoimista ei anna
tdydellistd vastaavuutta harmaan ja ei-harmaan, todellisen atmosfdirin vdlil-
le. Valitsemalla keskimfiriinen absorptiokerroin sopivasti veidaan kuitenkin
tietyissi rajoissa palauttaa ei-~harmaa siteilynkuljetusprobleema harmaaseen
tapaukseen. Niin saadaan ainakin ensimmiiset approksimaatiot atmosfddrimal- -

lien iterointiproseduureihin.
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2.5.5 Sidoselektronien siirtym#todennikdisyydet

Klassinen sdteilyteoria kdsittelee virihtelevidn dipolin ldhettZm#d jat-
kuvaa emissiota. Kvanttiteoriassa taas siteily syntyy kvantteina elekt-
ronin siirtyessd atomin energiatilalta toiselle: hy= En - En" Kvantti-
mekaniikan avulla voidaan kullekin siirtymdlle laskea elektronin siirty-
mitodennikdisyys. Nditd siirtymitodennikdisyyksid merkitdin seuraavasti:
A, (spontaani emissio), B__, (indusoitu emissio) ja B_, (absorptio).
nn nn n'n
Pieni johdatus siirtymitodennikdisyyksien kvanttimekaanisiin laskuihin

on esitetty liitteessd II.

a) Elektronisiirtymien Einsteinin todenn#kéisyyskertoimet

1) Spontaani emissio

Todenndkdisyys, ettd energiatilassa n

cleva atomi siirtyy ajassa dt Apw

alempaan tilaan n' on “'

' .
N A

CN(n=>v) A

N (rn_%“s) = N‘n.' A»,mr at = giirtymien lukuméﬁréi/cm3 ajassa dt

- . . . B w3
missd Nn = tilassa n olevien atomien lukum#irid/cm
Ann' = gpontaanin emission todenn#kdisyyskerroin
8 9
107 =107 1/s

vleensid Ahn'

108 atomia/cm3

jaa _, = 10 1/s

ESIM. Oletetaan, ettd Nn

Td1l6in N(n —=n') = 1014 siirtymﬁé/cmB-s

HUOM. Spontaani siirtym# ei riipu mahdollisesti lisni olevasta siteily-—
kentdstd. Spontaanin emission sdteilyd vapautuu isotrooppisesti

kaikkiin suuntiin: /}1
N —
= |

<
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2) Absorptio

w
I M
N(vw >0 v
a ( ) = 'B‘h.)h. IV At B"n"'n_
N, 7 .
L -
N (‘T\ Qn) - N-“) ' B‘l\)Y\ Iv at
missdé N , = tilassa n' olevien atomien 1ukumﬁ§r5/cm3

Bnn' absorption todenn#kdisyyskerroin

I

saapuvan siteilyn intensiteetti
Saapuvasta siteilystd vain taajuus v= Eligéf aiheuttaa

absorptiota

HUOM. Absorptio ssa.adllon vaihe sidilyy.

—— IV‘- aIy

3) Indusoitu emissio (negatiivinen absorptio)

. . "
Saapuvan sdteilyn fotoni

laukaisee elektronin siirtymién Ly S Boan?
ylemm#ltd tilalta alemmalle. \ !

), N(n—>w) = Ny-B, T at

HUOM. Indusoitu emissic on epdisotrooppista.
Vahvistunut aalto etenee samaan suuntaan ja samassa vaiheessa kuin

saapuva siteily.

/\Iy'\ - —> I, +dL
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Nettoabsorptio saadaan vdhentZmilli absorptiosta indusoi-kuneen emission

osuus

absorptio: N('n’—)‘n.) = N,“. B,h.h_ I,i‘\:

indusoitu emissio : N(n—>n) = Noy' B Iy aE

.- " .. nettoabsorptio (N 'B,n; =N, Baw )I at

HUOM. Yleensd nettoabsorptio > 0, koska alemman energlatllan mlehltys
Nn’ on suurempiikuin :Nn. Termodynaamiséssaepdtasapainossa .
saattaa tilanne olla toisin pdin (Nn > Nn,), jolloin nettoabsorptio
tulee negatiiviseksi. T&118in saapuva intensiteetti vahvistuu

huomattavasti (esim. maseroivat lZhteet). \/}

4) Spontaani ja indusoitu emissio

Rajoitutaan seuraavassa tilanteisiin, joissa esiintyy vain s8teilyn
aiheuttamia siirtymi# sek# spontaania emissiota (ts. riittdvén harva

kaasu, jossa ei tapahdu atomien vilisid tdrmiyksid).

Sdteilytasapainossa:

N (A'v\‘n' "nh' Iv )‘,&’E = N,“} B“n‘n . Iv '/&é

S— Y ) . ~ A

siirtymien lkm. alaspidin siirtymien lkm. yl&spdin

- - _ 2k’ 4 ) -
% N'n.. A““’ Iy (N“) Bh\n' B“"\ N“) I, - Ca' th/h.T__a‘ I [y N“ﬂ‘ \D
' hy
~ Ny _2hy? ~ (X, =X, /RT
> N Ahn‘ = Ca_ hv{k‘r 1(& mn\:}“) Boltzmann: ﬁl-_- Qﬂe( ™ "‘)/
N,hs %“1

- /RT 3
n _ 2y 1
> e “Ap = et MIRT_4 (‘Bm‘n“B'mn’ %L

hv/\q'r) ‘ W /T
‘e

3 W /RT 9 B
N Lo Y-Sl v =
pLX ™ c* mm Q‘“’/hT -1

\__Y_._JH__)

vakio vakio




HUOM, 2

Jotta atomaariset vakiot A

rilppumattomia,

yhtisuuri kuin nimittdjd

Einsteinin kertoimet An

fﬁ:i Boan

Isvﬁh

w

=1

A
rEs

ik»

nl
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B
nn' °*

B

mn

B
> Tnn

nn
on lopussa esiintyvidn osamiirdn osoittajan oltava

¢ Ja Bnln

=an
B, %n'B

6———'—‘—‘_5

ja B
t J n'n

mnd

olisivat l#&mpdtilasta

A =

&hv 8

mn?

ovat atomaarisia vakioita,

jotka voidaan mifrittdd kullekin siirtymdlle kokeellisesti tai teoreet-

tisesti kvanttimekaniikkaa hyviksi kdyttden. Kun yksi Einsteinin kerroin

tunnetaan,

HUOM. 1

atomissa tapahduttava indusoitua emissiota (Einstein,

saadaan muut kertoimet em. kaavoilla.

Lhy?
9,

oY
H
i

i
x
l

Kun hy /KT >> 1

I, =

= A

Jotta Planckin siteilylaki

~hy /RT )

/ B
Tsﬂnﬂ 'z;i e
n____Tﬁﬁ_—J

A
. -hv/leT <« A““}
<«

I =1I(T ) olisi voimassa,
ex

(Wienin approksimaaticalue), on

Ts. spontaanit emissiot dominoivat UV-alueella.

Kun hw/kT << 1

3 v eT
b 9

C

B Ly =

B I =

B

mw?

Asﬂ“\

av* T

Ci

RT

——

hy

\frJ
=>1

g f\““,

(Rayleigh-Jeansin approksimaatiocalue)

B

- C
\ B\’l\'\) - i‘nv'a A“h’

Ts. indusoituneet emissiot domincivat radicalueella

on

19172 .
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b) Einsteinin kertoimien vhteys viiva-absorptiokertoimeen k

Luvun 2.5.2 e-kohdassa todettiin, ett# yhteeen kuutiosenttimetriin

absorbeituneen siteilytehon mddrd on
P, = 4TI, kRS

Kytkemdll#d t#md kvanttiteoreettiseen tarkasteluun, saadaan yhdessd
sekunnissa yhteen kuutiosenttimetriin v#liainetta absorboituneen
energian médrdksi:

YT I, ke dt = N(w->m)hy,

I

N'\'\.’ ‘Bm)n I\, dat »\.Vo

= lke =

N.“\ B'h"r\ h‘ﬁo

A
L

Tarkasteltaessa todellista nettoabsorpticita, on indusoituneen emission

osuus poistettava i

M I, R e = (NpB,, =N, B, )T, hy,

missi k' = negatiiviset absorptiot huomioiva massa-absorptiokerroim
N+ = energiatilan n' miehitysluku

Nn = energiatilan n miehitysluku

HTr I» h‘ S = N-n’Bfn'n("‘ s“ M)thvb Boltzmann: N"‘ %L E_ hv° /kT

> Ban Ny? = Ym?

luvussa 2.5.3.a kohdassa 4:

An - Bourn
An? B

hon?
HT I, h’ S = N,n'l Bm‘*h. (1 - Qﬁhvo /hT) Iv \"vo ail I"—ﬁ s= N‘n’ B‘n’nIv \“’o

> NB,,, = ki
»hy,
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. :} Ll'n']:y?g = %3(1_3‘*\)&/‘%1-)]:»“\%

— —
' 5> | R = R(-™T)

Nettoabsorptiota tarkasteltaessa on siis absorboituneesta sidteily-
energiasta vdhennettdvi siteilyn synnyttdmi#t indusoituneet emissiot

(negatiiviset absorptiot), jolloin massa—absorptiokerrointa k

on
\j korjattava yo. sulkutekijdllZ.

e -W/RT
HUOM. Normaalissa absorptiossa —= >0 = 0 4L {1-¢e <

RT
Absorptic maseroivassa kohteessa: %}’F £ QO , koska Tex < 0
ex

{muodollinen merkinti)

5> R <0

c) Einsteinin kertoimien yhteys oskillaattorivoimakkuuksiin

O Yhdessd sekunnissa absorboituu yhteen kuutiosenttimetriin ainetta
sdteilyenergiaa
T, =HT R b Te
y ! Iv SR gk =-£'Nov' e (kts., luku 2.5.2.e) .

missi f = oskillaattorivoimakkuus

A : N,, = atomien 1km[cm3, joilla

ominaistaajuus W,
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Kytkemdlld jdlleen . klassisen teorian energia-absorptio kvantti-

teorian energla-absorption lausekkeeseen saadaan

L
LHTI»"#— Novz_‘z = N..n) B’n‘n Iv hy,

Tarkasteltaessa siirtym#d n'n, on N =N , ja f = fn'n

a,
- 4T Tre
S B S W T g

win ny mc

Spontaanin emission todennikdisyyskertoimelle pitee

3
A = 2h2 9w g

nn? C& %_“ min <

Sijoittamalla . absorption todenn#k&isyyskertoimen Bn‘n lauseke

saadaan

22,2
N - zn’ R ey - . .
Aﬂn'n" - Am e ‘g“\h - A 33\ :g“’“

Huomioimalla, ettd klassisen sidteilijin vaimennuskerroin on

gwre®yr  o0.22132

Zwme? (A [w])‘i-

}c =

voidaan oskillaattorivoimakkuudet £ ilmaista Einsteinin kertoimien
avulla ¢

‘ﬁm‘n:%—%ﬁ’a‘

Y

mnd| = 1.5 x - A ™ %.. £EZL {¥ !
sx10 ( [/« ]) s T

HUOM. Liitteessid IT on kvanttimekaaninen "johto" oskillaattori-
voimakkuuden lausekkeelle.
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d) Sdteilyvaimennuksen kvanttimekaaninen lauseke

Mik#li s#teilykenttd ei vaikuta, on atomin lihett#m# siteily yksinomaan
spontaania emissiocta. Ylemmissd energiatilassa n olevien atomien luku-

midrd pienenee tdlldin  seuraavasti,

& N , o
ek N A,
d.t Nq\ % nn

. . . ey s . -\t
Vertaamalla tdtd klassisen oskillaattorin sdteilyenergiaan W = Wo e ¥

saadaan vaimennuskertoimen kvanttimekaaniseksi lausekkeeksi

T‘,“ = Z Awn'l  SATETLYVAIMENNUS, KUN SATEILYKENTTA EI VAIKUTA .
“"n L. - . .

Samoin kuin 1/% edusti klassisen sdteilijén keskimddrdistd elinikid,

edustaa T = 1/‘1'n atomin keskimidridisti elinik#d tilassa n.

HUOM, Tarkemmat laskut osoittavat, ettd energiatilojen n ja n'

vilisessd siirtymdssi on siteilyvaimennus

T =T, T

Mikdli siteilykenttd vaikuttaa riippuu viritystilan miehitys myds
virityksist# korkeampiin energiatiloihin seki negatiivisesta absorptiosta.

T&116in

‘r"n = Z“ Ah“n + Z B*m\’ I (v.m,,\) +‘ Z“ B'rf"n" I (v'n'n“)

SATEILYVAIMENNUS, KUN SATEILYKENTTA VAIKUTTAA
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“l
n,
"

N »

1

A4 »

1

v seq q as .t e g e o - ihv?’ 1 . .
Kiyttdmidlld hyvdksi yhtEl6itd I-= s 7w 4 (Planckin funktio)

%n‘ " <t mn
3 _ amery®
L o 3 :f'm"n

voidaan sdteilyvaimennuksen lauseke kirjoittaa muotoon

3 i ! 3 y.’ ’\ \‘\‘l’l“ 1
‘-rl’\r\ = s Z 2 £ i +Z i ehv/kT_1]

e por %“ '/A‘i. 1_e-hv/RT wh AL

HUOM. Radio~ ja infrapuna-alueella, jossa h¥ /kT >> 1, on

- _ akTyr

-Lv = __CT (Rayleigh-Jeans approksimaatio)
Jattdmdlld siirtymdt ylemmille energiatasoille n' pois
tarkastelusta sekd huomicimalla Einsteinin kertocimien

veq s C
B . = \
vdlinen yhteys S "ol An " )saadaan

Tl'h = Z [A'n-n“ * Bm-n» ‘EL\&C%EE‘] = Z Am-.n [1 +%]

- b LR

U
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Koska spontaanit emissiot eividt ole tdrkeitd tZlld aaltoalueella

voidaan sulkulausekkeessa oleva 1 jidttd# huomiotta, jolloin

, kT "
T ™ 1 % A o SETEILYVAIMENNUS RADIOALUEELLA

CaIl ionin resonanssiviiva K(39334) vastaa siirtym#d
2

4 S&

J=1 % 8§) Siirtymdlle laskettu Einsteinin kerroin A =1.59:108,

jolloin £ = 1.5 10'8(5\[/“\'“‘_\)3‘%,5\ = 0.738 .
"}

nn'

-4 zPyh (termin yldindeksi = 25+1, alaindeksi =

Koska Call energiatasokaaviossa on 4 "P~ tason alapuclella vield

3 2D -~ taso, on huomioitava my®ds nimd siirtymét

siirtymidlle 3 2D3& -4 ZPBH_ 1 A =8498, A = 1.4*107

K—v:.:l.van val.me.nnusvaklo on siten

1.2x107

T= 5 A, =1.59%10 8 4 0.12x10%0.014x108 = 1.72x10% 1/s

Klassinen vaimennusvakio puclestaan on

X = gwrer»d _ o0.2%2%
me3 (A Lewd)*

>

= 1,45 * 10

TitenT' = 1.19 ‘E tissd esimerkissi .,

lonized
Calcium

428
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2.5.6 Spektriviivaprofiilit

Ideaalitapaus: Elektroni siirtyy kahden tarkasti mi#dritellyn energia-

tason vdlilli:
AE =hy

Tdssi tapauksessa on direttdmyyteen ulottuvan aaltojonon
taajuus tdsmélleen » , ja absorptiokeffo{n on muodoltaan

§ -funktio

AVAVAY, 5 .

Todellisuus: A#relliset aaltojonot, jotka kestdvit ajan t verran.

24
Y

Aaltojen Fourieranalyysi levent#id spektriviivaa &

atomin energiatasojen epdtarkkuus.

=—>  spektriviivan luonnollinen leveneminen

%
?E
J
=
Vi
¥

sdteilyvaimennus

Siteilyvaimennuksen aikana h¥iritsevit myts atomien vidliset

tdrmiykset i:>

==p  tirmiysleveneminen

v

N .
o\ >~ s
dvA

t: atomi voi hdiridttdmdsti sdteilld vain ajan t,

Lisdksi atomit liikkuvat eri nopeuksilla, ja absorboiwvat

siteilyd siten eri taajuuksilla.

= viivan Dopplerin leveneminen eli terminen leveneminen




»
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a) Sidteilyvaimennuksen aiheuttama viivan luonnollinen leveneminen

Sdteilyn kulkiessa Ax paksuisen atmosfd#rikerroksen ldpi heikentyy

intensiteetti :

~ R, € AX . s
Iv (fri) = I»(’fﬂ e , missid '\"1 = alemman atmosfidrikerroksen

optinen syvyys
Ty = ylemmé#n atmosfidrikerroksen

optinen syvyys

R N
/77777777 +*

I,

i~
“\

Oletetaan seuraavassa, ettd tarkastelukerroksella on pieni optinen

syvyys, ts. 'T':i—'l; << 1. T&ll8in
L (1) = T, (%) (1 - &, 8 8X%)

‘-=> I,,("‘,_\"Ivﬁ'm == h"g ax

- - . Nave‘L E/LITT
AL, JAR S s ())-vo)q"l'(ﬁ‘/l-l"!ﬂi

Todetaan, ettd absorboitunut intensiteetti on verrannollinen absorptio-

kertoimeen R v 5

h,? AI»
A A
o - — - - O
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Viivan absorptiomaksimi saadaan resonanssitapauksessa, kun

sdteilyn
taajuus on yhtdsuuri kuin vdridhtelijin ominaistaajuus.
AT "‘;‘L — AX Nay e-i X/"ITF _
I mc Q + (g /um*

_.Absorptiomaksimin puolivdlissd : B, - ﬁ)_(_va) =AY, = X
__ __ e A/ (O L
AT = -LL\I = = AX ov & ‘S/HTT

y -4 Ye

me ) & (gfumr)*

= | Fwup= a|mv,/!|= LY

LUONNOLLISEN VIIVAPROFIILIN (Lorentz-—
am

profiilin) PUOLIARVOLEVEYS

missd FWHP on lyhennys sanoista "full width at half power™.

HUOM. 1 Klassisessa teoriassa luonnollinen leveneminen ei riipu
siirtymin taajuudesta :
L2 2
1 swte”Vy
FWHP = A = =
QA =524 = awed = 6.00024 A
1/1 v _ Y. Ime?t '
HUOM. 2 Aikaisemmin todettiin, ett# klassisen oskillaattorin energia
Pienenee seuraavasti:

- -3t oL BWEETE ,
W (t)- W, e , missd = et vaimennuskerroin
=1, T = virshdystilan eliniki
T
Siteilyvaimennuksen aiheuttama puoliarvoleveys ja virdhdys-—

tilan eliniki kytkeytyvit siten toisiinsa

Fwhe = & = 1=

T an T
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Klassisessa teoriassa viivan leveneminen aiheutuu siit#, ettd sidottu
elektroni voi vdr#hdelld ominaistaajuuden Y, molemmin puolin samalla
vaimentuen. Kvanttiteoriassa spektriviivan leveneminen aiheutuu siiti,
ettd energiatasot eivdt ole aivan tarkkoja, vaan niissid esiintyy epdmdd-
riisyys AE, joka liittyy- energiatilan.elinik#in At . Heisenbergin

epitarkkuusperiaatteen mukaisesti.

m =——— e

Energiatilan eliniki ; .

h 1
At w = atabhoa L
Perustilan ikd on pitkd, joten AE on pieni ja perustilaan liittyvit
viivat ovat suhteellisen kapeita. Ylempien Ilyhytik#isten tilojen
vidlisistd siirtymistd aiheutuvat viivat ovat vastaavasti leveZmpiid.

Miti todenn#kBisempi siirtymi on., sitd levedmpi on viiva:

AE ~ T = %; F&nwﬂ

b) Atomien ldmpdliikkeen aiheuttama spektriviivan leveneminen

Dopplerin periaatteen mukaisesti on hiukkasen nopeuskomponentti

ndkdsdteen suunnassa

Atomien 1amp0111kkeesta johtuva satelsnopeushajontaa kuvaa parametri
Avb , joka kytkeytyy hiukkasten todenn#kdisimpdin nopeuteen v -Ym
(AX% kuvaa todenn#k®isimmdlli nopeudella liikkuvan atomin Doppler in
siirtym#i)

I AY _ AV-¢ | Yy
X=C35~. = Ay, L, oL
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Huomioimalla nopeusvilissid (v,v+dv) olevien hiukkasten 1ukum§5r5/cm3

eli Maxwellin nopeusjakautuma nik8siteen suunnassa saadaan

L) Q,

4’22} = TRT U-T A
N ‘ =T T © U

9,
‘-"__-t)
A _-'(s* c 3
: e - —— v
=N e - >, 0

dN (vz)

- dy
dv, = ¢ &2

1 ay )
—_— o A))

Koska viivan luonnollinen leveys on huomattavasti pienempi kuin 1l&mpl-
liikkeestd johtuva viivan leveneminen, voidaan olettaa, ettd jokainen
atomi absorboi siteilyid vain yhdelld taajuudella ¥ =Y, (1-+ :25 .
Koska siteilyintensiteetin absorptio on verrannollinen taajuudella W

absorboivien atomien lukumiiriidn, on

(I"c -IV)AV - C\N(U':rl

, missd I = kontinuumin intensiteetti
, N Ve
S (Iv - Iv)’h’
. s < T
viliva »
A
- _(A_af I
AT, & _ 1 a¥y %

— e
CAT, 4 V7 avy,
viiva

[
I
|
|

\v
1) P
(-]

o
¥, (14 F)
Koska Maxwellin nopeusjakautuma yhdessd ulottuvuudessa on gaussinen

on my8s spektriviivan Doppler-profiili gaussinen.
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Viivan puoliarvoleveys FWHP = 2 AY saadaan ehdosta

@1
- .A_v"(g)i
LI _ e 47 _ A I Lo
AI()’.) e-o 3‘

1 -na

Y
= _ [ &Yy
= (Avb )

2RkT

]
(]2

2 2
- (89,) = (@3 F e [on =3

= Yo V| 2RT
= Av"/a_ - C-V_‘?Thi

TERMINEN VIIVAN LEVENEMINEN
C o

" (Doppler-leveneminen)

FWHP = 243, = X% \[2kT, 0 g

HUOM. 1 Spektriviivan leveys riippuu absorboivan molekyylin massasta.
Mitd suurempi molekyylin massa, sitd pienempi on molekyylin
nopeus ja sitd kapeampi on spektriviiva. Todettakoon, ettd
turbulenttisen liikkeen aiheuttama viivan leveneminen ei riipu

molekyylin massasta.

HUOM. 2 Mittaamalla spektriviivan puoliarvoleveys voidaan mddritt&id

ylidraja tarkastelukohteen l#mp8tilalle - yldraja siitd syystd,
etti mahdollisen turbulenttisen liikkeen l#sn#ollessa on

hiukkasten todenn#kdinen nopeus

N AkT L % N
! —-V . + Vi , missid U%= turbulenttisen liikkeen

sdteisnopeus
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c) Atomien tdrmdyksistd aiheutuva viivan leveneminen

Lihiatomien hdiriSiden vuoksi siteilevin atomin energiatasot siirtyvit.
Siirtymin m#ird riippuu hdiritsijdn etdisyydestd r. Alla olevassa
kuvassa on kaksi energiatasoa esitetty r:n funktiona. Hiiriintym3ttd~ -
missd tilassa tasojen vidlinen etdisyys vastaa sdteilytaajuutta 1V .
Héirityssﬁ.tilassa.sen.éijaan.taajuus .\).#.)Q; , koska energiatasot
ovat hieman siirtyneet. Eri atomeilla on h#iritsiji eri etdisyydelli

r , joten tdrmiysvaimennuksen seurauksena spektriviiva levenee ja

[T "

samalla myds siirtyy pois hdriintymdttomén siteilijén keskustaajuudelta

»

o °*
i W=hy, .
I W=hv \
W i \
— |
/..‘—_ [
1
1
. 3
) ; _
[ = vc vo
Fre. 7 - CoOLLIBIONAL DIsPLAGEMENT OF A SPECTRAL LINE

The left part of the figure depicts the distortion of the energy levels as a function
of the separation r between the atom and perturber. The undisturbed frequency is w.
‘I'he resultant spectral line {right) not only is brondened because encounters tuke place
ut oJifferent r values but is shifted as well.

T6rmiysvaimennuksen vakio ¢Loll riippuu hdiritsevien atomien (tai
ionien) tiheydestd Nb, niiden suhteellisesta nopeudesta v sdteilevin
atomin suhteen sekd etHdisyydestd L jolle h#iritsijin on vdhintd&n
tultava, jotta se aiheuttaisi vaimennusta. Siteilyd vaimentavien

térmidysten lukumisird aikayksik®dssi on tdll8in

_ Nedv
S = dt

—> U
PN

atomi ]

2
S = N T -

e 2 .
missi Tl"r0 on ns. vaikutusala,

—

~
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Tavallisesti kirjoitetaan

1

N = Const” . w1 , missd n riippuu hiiritsevin hiukkasen

o
lajista.

2 (lineaarinen Stark efekti) :elektronien ja ionien aiheuttamat

Esim. n =
hiirist vety- ja heliumatbﬁeiile
n = 4 {(kvadraattinen Stark efekti) : Elektronien ja ionien aiheut-
tamat hiiridt muille alku-
. aineille
n = 6 (Van-der-Waals voima) : neutraalien hiukkasten (esim. H)

aiheuttamat hdiribt.

Térméysvaimennuksen aiheuttama absorptio voidaan laskea tavallisesta

absorptiokertoimen R, S yhtdldstd, kunhan siteilynvaimennusvakion

korvaa tdrmdysvaimennusvakiolla

- N
coll - T, - a‘S

o

missd T0 = keskim#ir&inen h#iritsevien t&rmiysten vilinen aika

(ts. atomi voi h#iriBttdmisti siteilld vain ajan TO)

- a
’Tlcﬂ = 3.'\1"1‘0 ‘)_NL

d) Yhdistetty luonnollinen leveneminen, Doppler leveneminen ja
tormiysleveneminen ~ :

Johdetaan seuraavassa kokonaisabsorptiokertoimen lauseke atomia ja

taajuusyksikksi kohti, jossa huomioitu ldmpoliikkeestd johtuva

spektriviivan leveneminen, tdrmidysleveneminen (jolloin 1;ff =

1;ad + TLoll) seki luonmollinen leveneminen, jossa absorptiokerroin

yhtd atomia kohden on

. Trei ‘r“fncl 1
' Y (V_vo)‘l .}.(drlﬂd /Li.n..)i

X, =
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Atomin liikkuessa nopudella v havaitsijan suhteen on viivan maksimi

siirtynyt mddr§lli Zl?-—-)L, joten viivan havaittu taajuus on

= e . :
e =Y, - r Y, (huom. etdisyyden kasvaessa V.

hav hay Plenenee ja

v on positiivinen)

Yhden atomin absorptiokerroin on t#lldin

o, = Tre?‘ 11g§ 1
9 - Ly,
Y me U (Y=o~ E %)+ (Teg /1w )?
Y = (9 raY)

Kokonaisabsorptiokerroin saadaan kertomalla t#mi lauseke niiden atomien
lukumitrg114, joiden nopeus on vilissid (v,v+dv) sekd integroimalla
y1li kaikkien niiden nopeuksien, jotka aiheuttavat emissiota ( tai

absorptiota) taajuudella V¥ .

§°<v dN , missi dN = nopeusvilissi (v,v+dv) olevien
atomien lukum#Hri
dN= NY 22— e *°7 av
o
So( N V e © &\‘T du
Sijoittamalla o(, saadaan
o

R, = N-¢ we* Tey g =i - e il du-

G- % )‘EL + (Teg/um)T

Viivaprofiilin muodon m##r## yo. integraalilauseke, jossa "summataan"
yli yksittiisten Lorentz—profiilien. Lorentz-profiilien "verhok#yrin"
muoto riippuu siit#, kuinka paljon atomeja on "painoina' kullekin

Lorentz—viivalle.
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o~ Maxwell in nopeusjakautuma

(gaussinen)

\
'/ -
Yz ¥, ~ %-‘9,

Doppler~ liikkest# johtuen
on viivan maksimi siirtynyt

U
miEriliy AY = & ¥

Jotta «,, voitaisiin esittdd muodollisesti hieman yksinkertaisemmalla

lausekkeella, tehdi#dn gseuraavat muokkaukset.

Merk. \B:Ue% v

o0

dy =Y dv

g(vv

2
lavennetaan AD :113
AVp= YolldwT

i . & ™

"’v,)g' + (’T‘e{_h/‘-l'rr)l

(kuvaa Dopplerin

. levenemisti)
. -
o =3 Te Ay A el dy Ly o= Ay
¥ 7 oy, me dmay T D T v)-‘—"*’ IR GV <t
Ay, ?
__-{._Tre_" Teif 4 % 2y
oAy ™ W AN ‘n'T' C’ - )&' +(—-&5— )1
A)’b qwr Avb
e o &
Merkitd&n o Ay me
a = ey
4 A)’D
- V=Y
W = ay,
aAv Yo & R
Ay T % 2kT Y ZRT ‘t
C \ m
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0 W VIIVAPROFIILIN

%
= a 1 = dy  _ . EINEN MUOTO
= o, =4, 7 Y g (u“z)"-l-%" = o, Ham) | ™

- oo

HUOM. Vakiopaineessa ja limpStilassa a = vakio , ja integroinmti
suoritetaan muuttujan y yli. Kdytdnnon laskuja varten voidaan

yo. kokonaisabsorption lauseke kirjoittaa sarjakehitelmin muotoon:

% = H, (W) + a- H, (u)+ Q™ Hy () +...
o

missd funktiot H o, Hy 5. arvot on taulukoitu u:n funktioma.

Teoreettiset laskut osoittavat, ettd sdteilyvaimennuksesta aiheutuva
viivaprofiili (kuvan katkoviiva) erocaa siteily- ja térmdysvaimennuksen

viivaprofiilista (kuvan yhten#inen viiva).

]
0.05 .10 0.15

AN—
Fia. " TuE Line AnsorrrioN CoErricienT ror Ca I1 23033

We plot log :::.,/au against u and AX a5 abscisss for T = 5700°K. The solid curve
applies to combined radiation and eolligional brosdening at a gas pressure of 7.2 X 10¢
dynes; the dotted curve applies for radiation damping alone.

D
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aial
.. cra s g o TEIRT T
Limpdliikkeestd aiheutuva viivaprofiili k#yttdytyy kuten e 2RT ’

jolloin FWHM o< WF . Tdten viiva levenee limpdtilan kuenotessa.

Siteilyvaimennuksen aiheuttaman absorptiokertoimen lausekkeesta

o = 'g Te? Tt 1
¥ - mC 4w (w-y, ¥ 0}
Q=9 )y + (Thay /um)
I . Tk . . .
ndhdddn, ettd alueella | Y=Y, | >> o7 {(eli kun ollaan reilusti

Lorentzprofiilin puoliarvoleveyden ulkopuolella) spektriviivan

voimakkuus heikkenee kuten ( ¥ =Y, )_2 .

Térmidysvaimennus taas synnytt#d spektriviivalle voimakkaat "siivet",
jotka ovat paljon merkittdvimm#t kuin sHteilyvaimennuksen aiheuttamat

siivet.

Todettakoon, ettd tormiysleveneminen on verrannollinen tarkastelu-—

kohteessa vallitsevaan paineeseen,

e) Spektriviivojen voimakkuudet ja kasvukiyrid

éﬁektriviivojeﬁ voimakkuus ilmaistaan
viivojen ekvivalentti leveyden W, \T“~\

. e Continuous
avulla, ) .. Spectrum
W ' S To-Ty 4, | EXVIVALENTTI rw

»“J I, LEVEYS
missd I = kontinuumin intensiteetti

o .I, = viivan intensiteetti

viivoilla on samanlainen profiili, wvoi-

daan spektriviivan pinta-ala kytked

ekvivalentti leveyden kisitteeseen., QOhei~

. . . . . 0
nen kuva esittdi, miten ekvivalentti o8
leveys mitataan. 206

Q-2
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Ensin rormeerataan intensiteetti niin, ettd se tulee kontinuumi-
spektrissi yksikdn suuruiseksi. Sitten mitataan spektrivilvan
intensiteetin ja kontinuumin vdliin j##vdn alueen pinta-ala. Lopuksi
piirretH#n suorakaide, jonka korkeus on = 1 ja ala sama kuin yl1li mainittu
pinta-ala. N#in syntyneen suorakaiteen leveys on spektriviivan

~ekvivalentti. leveys W, .

Jos absorboivan kerroksen opﬁineﬁ éyﬁyys on pieni, on
~e Rk AX
I:=I¢e " I, (1-8RAX)=TI, (41-No,AX)

[~

Td116in

W, = S LI;I;A,, - SN«,axw

[~}

Integrointi suoritettu luvussa 2.5.2.e, joten tuloksena saadaan

W = AX Te {.N EKVIVALENTTI. LEVEYS
(kun T << 1)

missd N = atomien ( tai ionien) lukum#ird tietyssd viritystilassa,
joka on ko. siirtym#n lZhtdtaso
A x = atmosfddrikerroksen paksuus i:)

Kun ekvivalenttileveys W, esitetd#n fN:n funktiona saadaan ns.

kasvukdyri , joka pienilld “" :n arvoilla on lineaarinen funktio (kuva b)

Kuva (a) esitt#i viivaprofiilin teoreettista muotoa (absorptioviivan
puolikas),kun N:n arvo kasvaa kertoimella 105. Nihd##n, ettd absorptio-
viiva syvenee ja levenee absorboivien atomien lukumifirin kasvaessa.
Pienilld N:n arvoilla kuvan absorptioviivan puolikas on Doppler—
profiilin mukainen (t#118in kasvukdyrd o £N). Kun T << 1 ei endd

ole voimassa, hidastuu viivan kasvu N:n kasvusta huolimatta.Kasvu-

kdyrdin syntyy tdlldin tasainen osa. N:n edelleen kasvaessa alkaa
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viivaprofiiliin synty# voimakkaat, t&rmi#ysvaimennuksesta aiheutuvat

siivet, jotka lopulta m#drZivit viivan koko muodon. TH118in kasvukidyrd

. . . . = e& 3 am as
o {NTcu_ Joten eril vaimennusvakion a AT avy arvollla saadaan t#lld

alueella toisistaan poikkeavia kasvukdyrii,

1.00

0.75

0.00

1)
=+
1
0.0?'6
" 01_,‘3
o

N o Q- <0
1
z
2

~=-2

! 1 I ] ] A 1 1 Ll_3

105 [[L] 125 135% 145 15.5 18.5 17.5 18.5

log NUMBER of ATOMS —»

L . Fia. Tne Corve oF GrowTn FoR 23933

;"-'(_l)_'rhcoreticnl profiles ealculated for the Schuster-Schwarzschild model and pure
rrdiation damping show how the shape of the line changes as the number of absorbing
toma increascs. The number Ny = 3.4 X 10" is s0 chosen that the optical depth at
@ center of the line for &'y atome, X,, willbe 1. N denotes the number of atoms above
he photosphere.
o {b) From the integration of the profiles of Fig. 8~7a we obtain log W which we plot
sgvinst log N, the number of atoms above the photosphere. Curves are given for
3= 0.0035 and 0.0287 (sce Eqs. 7-08 and 7-72).
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HUOM. Kasvukdyrd# voidaan kiyttd alkuaineiden runsauksien karkeaan

mddritykseen. Menetelmissd oletetaan tietyt Pg’ Pe ja T arvot.
Lisdksi oletetaan, ettd kaikilla viivoilla on samanmuotoinen
viivaprofiili, jonka jilkeen teoreettinen kasvukiyrd voidaan

laskea. Kun £ ja W tunnetaan, saadaan kasvuk&yran avulla N.

Kdytinnbssd mitataan sellaisten absorptioviivojen ekvivalentti-
‘leveydet, joiden suhteelliset f-arvot tunnetaan. Esimerkiksi
tietyn alkuaineen multiplett#iivat ovat kidtevi#d, koska niillid

on sama lihtdtaso energiatasokaaviossa (siis sama N), mutta eri
ekvivalenttileveydet ja oskillaattorivoimakkuudet. Verta.ilemalla
empiiristd relaatiota f —»W teoreettiseen kasvukdyrddn fN—.W

saadaan atomien runsaus N. D

Kidyrien vertailu tapahtuu siten, ettd empiiristd kdyrdd siirre-~
t#in vaakasuunnassa, kunnes tiettyyn viritysenergian X arvoon
kuuluvat pisteet sijoittuvat parhaiten teoreettiselle kasvu-
kdyrdlle (kts. Allerin luku 8.8)

f) Teoreettisen spektriviivaprofiilin laskeminen

Absorptioviivojen muodostumiselle t#htien atmosfdireissd on kaksi

yksinkertaista mallia.

1} Schuster-Schwarz:schildin malli

Ve v s i e %0 Viiva—-absorptio syntyy
* . | Viivasdteily. ¥ . k X
=0 *% o v ¢ e " k,=0 harvemmassa pintakerroksessa
=
Ry, +0 Jatkuva spektri muodostuu
b ontinuumisiteily fotosfairissd

2) Milne-Eddingtonin malli:

viiva-absorptiokerroin . 2,
kontinuumiabsorptiokerroin kg,

= vakio optisen syvyyden funktiona

=> absorptioviivoja muodostuu atmosfiirin kaikissa kerroksissa
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Absorptioviivan kohdalla on suurempi kokonaisabsorptiokerroin £,+ R,

. =) viivasiteilyi havaitaan vain pintakerroksista.

Koska tdhden pintakerroksissa l&mp&tila on pienempi, on myds viiva-

siteilyn intesiteetti pienempi =5 intensiteettikiiyrin absorptioviiva

IV

A . oo s 2
jatkuva sdtelly perédisin

T ] f syvemmisti kerroksista
W T

b
- > ¥

viivasdteily havaitaan
pintakerroksista

Kontinuumisiteilyn kokonaisabsorptiokerroin on pienempi kuin spektri-

viivan kohdalla ( Qy poissa kuvioista), minkd johdosta n#hd&dn

syvempiin kerroksiin, jossa suurempi siteilyintensiteetti . (T suurempi).

HUOM. Milne-Eddingtonin malli on fysikaalisesti oikeaoppisempi malli,
Hyvin monelle absorptioviivalle on Milne-Eddingtonin malli

erittdin hyvd approksimaatio.

Teoreettinen viivaprofiili saadaan ratkaisemalla s#dteilynkuljetus-
yvhtdl3. Yksinkertainen ratkaisu sdteilynkuljetusyhtdldlle saadaan

Milne-Eddingtonin mallin oletuksella &y /R, = vakio

Siteillynkul jetusyhtdld :

AT, ] .
Cos 6 an = I, - Sy 4T, = (ky+1y) 24X

cos© "é%( = (h»“'l\’)[Iv— S»]
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Absorboituneista kvanteista osa g absorboituu todellisesti ja osa
1 - £ sirottuu eli re-emittoituu samalla taajuudella, jolloin
intensiteetti I, alkuperdisessd suunnassa pienenee suhteessa konti-

nuumin (kontinuumissa ei sirontaa).

Huomioimalla sironta viivassa, voidaan viivan ldhdefunktio esittdid

-muodossa -

S, = ELB, + (1-E)8, T,

al
= cos0 2 =R, I,-k, B, +4L,T,- (24,8, +(4-2) 4,y |
L v S N~ ~ . L_‘)
kontinuumin vilvan osuus ~
osuus

Tille Eddingtonin siteilynkuljetusyht#l8lle saadaan muodollisesti

toinen esitystapa merkitsem#dlld

]

at (‘Q%—Q)Q&X = \Q(‘\ +‘q_)g&x , missd M = —’%

L = 1+em _ k+sl
1+7M R+¢

= cose =T - L-B (T - U-L) ]y O

dt
L ./
——

1ihdefunktio S,

Olettamalla, ettd |7 = ® - vakio| optisen syvyyden funktiona
= €
=§L

vakio

vakio

=>| sdteilynkuljetusyhtildlle saadaan yksinkertainen ratkaisu I, (0,8)

eli viivaprofiili

(kts. ratkaisuesimerkkii Allerin oppikirjassa s. 349-351)
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Teoreettisen viivaprofiilin tarkka laskeminen (Feinanalyse) sisdlt#d

seuraavat vaiheet:

1.

W

Oletetaan Teff’ g sekd atmosfiirin kemiallinen koostumus (tai
oletataan n#ille kasvukiyrin avulla tehdyn Grobanalyysin

antamat arvot), jonka jilkeen lasketaan malliatmosfddrin
T(mY, (), BN ja RCW)
missd T, = optinen syvyys tietylld aallonpituudella (esim A = 50008)

Kun T ja Pe tunnetaan voidaan laskea k4 , jonka jélkeen

selvida T, ja T wvilinen riippuvuus:

X
T = SR;\&K
’ = T =%(7)

_?
]

{ &, 4x

o

'Fe("f') Boltzmann Ny

T (T) _ Saha N+o‘t

missd Nr = atomien lkm., jotka voivat aiheuttaa ko. absorptioviivan

Oletetaan ko. alkuaineelle tietty runsaus N .

Oletetaan viivaprofiilin muoto (l#hinn# oletetaan vaimennus-

kertoimen a = ﬁ arvo) sekid lasketaan absorptiokerroin
D

viivan keskellid (kts. merkinnit luvusta 2.5.4.d)

,
Kun viivaprofiili O(a/doja Nr K, tunnetaan, saadaan viiva-

absorptiokerroin laskettua:

g, = N, &, (:;‘(-:-)
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7. Témin jdlkeen lasketaan 'I'L 5 = —g—a
p !

ja G‘t?\= (1 + 'q_-;\) d'rﬁ
8. Valitaan absorption ja sironnan suhteellinen osuus ko. viivassa

9. Ratkaistaan sdteilynkuljetusyhtdld ko, spektriviivalle

Vertaamalla teoreettista viivaprofiilia havaintoihin voidaan inter-
poloimalla 18yt3d# malli, joka parhaiten vastaa havaittua absorptio-

viivaa.

. . ci s —
HUOM. 1 Yleensd lasketaan iso joukko malliatmosfddrejd erilaisilla P
parametreilla. Titen havaitun spektriviivan interpoloiminen

teoreettisiin ki#yriin on melko mitkatonta.

HUOM. 2 T(a*), P(7) ja kemiallinen koostumus kytkeytyvidt toisiinsa.
Kytkentddn pddstddn kidsiksi kasvukdyrdén perustuvalla ns.

Grobanalyysilli.

HUOM. 3 Jokainen t#hti kdsiteltdvi yksilsllisesti, mitd#n "yleistd

reseptid" ei ole.

HUOM. 4 Tarkemmissa Feinanalyyseissi on huomicitava poikkeamat termo-

dynaamisesta tasapainosta.

Hvaintojen kanssa yhteensopivia teoreettigia viivaprofiileja kiytet#dn ';)
atmosfddrin kemiallisen koostumuksen miirityksiin. Erityisesti tehddin
Feinanalyysejd eri spektriluokkien tyypillisille t#hdille. (kts.

alla olevaa taulukkoa). Hyvid tuloksia on saatu aikaisen spektri-

luokan t#hdille (aurinkoonm saakka). Sen sijaan myBh#isen spektri-

luckan tihdet ovat vield problemaattisia (molekyylit, konvektio-

vybhykkeet ....)
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Tabelle: Chemische Zusammensetzung fir

~drei Hauptreihensterne
~ein Riese, ein Uberriese

(Y} Unterzwerg (Schnelldufer}
HD 14C 283

.~ AYHorizontal-Ast-Stern
' (Schnell&ufer)_ HD 161817

.

} der Population I (s8.IX,3.5)

Population II (5.IX,3.5)

~ (M Mittel aus 2] Ap-Sternen der Gruppe Sr-Cr-Eu

~ M Mittel aus 16 Am-Sternen

(8.1IV,9.2) (8.1Iv,9.2)

'Angegeben ist log N bezoge'n auf log H = 10.5 (dies entspricht
etwa der sonst hdufig verwendeten Normierung auf

log Si = 6.00)

Fig. . . Comparison of ihe Flux Distributions Emitled by a Model Atmosphere
at T = 30,000°K and a Black Body at T = 30,000°K. The model atmosphere
is also represented in Fig. 4.2. Since F, has been divided by w, it is dimensionally
equivalent 10 an intensity and is therefore compared directly with the Planck
function BAT).
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Fig. Camiparison of the Observed Spectral Distributions of Vega (« Lyrae)

and Sirius (= Canis Majoris) with Those of Theoretical Models. The ordinate is
apparent magnitude, Crosses represent the abservations of Vega snd dots the
observations of Sirius. Solid liner show the distributions for the corresponding
model atmospheres. The details of the theoretical distributions in the region of the
closely spaced lines near the Balmer limit (3646 A or 2.74 u~*) are not shown,
and dashed lines simply connect the curves on ¢ither side of the discontinuity.
{Adapted from R. Schild, D. M. Peterson, snd J. B. Oke, 1971 (1890).]
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KAHDEN KAPPALEEN PROBLEEMA

(Newton: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 1687)

Newtonin selvittdessi Keplerin planeettoja koskevia liikelakeja 18ysi hin
massojen vdlisen veétovoiman seékd periaatteen,” jolla kappaleen liikerata =
voidaan ennustaa, kun kappaleen ja sen ympdristdn vdliset vuorovaikutukset

{voimat) tunnetaan.

Newtonin lait

I Kappale, johon ei vaikuta ulkoisia voimia (tai ulkoinen voimaresultant-
ti = 0), sdilyttHi liiketilansa: levossa oleva kappale pysyy levossa

ja liikkuva kappale jatkaa tasaista, suoraviivaista liikettd.

II Kappaleeseen vaikuttava ulkoinen voima on verrannollinen kappaleen
aikayksik®ssi tapahtuneeseen liikem#i#rin muutokseen. Verrannollisuus-

kertoimen arvoksi wvalittu 1.

Fz=p=5 (m¥)

2
dt

Ol

Massan pysyessd vakiona on F = mr,

I1I Jos kappale A wvaikuttaa kappaleeseen B voimalla-ﬁ, niin B valkuttaa

A:han voimalla -F.

Huom.

1. Newtonin lait p#tevit vain inertiaalikoordinaatistossa eli levossa

taj tasaisessa liikkeessi olevassa koordinaatistossa.

2. Newtonin laeista seuraa dynamiikan peruslain yleistys: ulkoinen koko-
naisvoima miirii mekaanisen systeemin painopisteen kiihtyvyyden siten,

ettd

r= R — C oo o . .
= = missd M = gysteemin kokonaismassa.
EE: F: ¢it.( lv112?? ) ’

TN




Q

_AZ_

Keplerin lait

I  Planeettojen radat ovat ellipsejd, joiden toisessa polttopisteessd

on Aurinkc.  (1609)

II Auringosta planeettaan piirretty paikkavektori pyyhkii yhtd

pitkissd ajanjaksoissa yhtd suuret pinta-alat.

Timi laki voidaan

ilmaista my8s muodossa: planeetan pintanopeus on vakio. (1609)

III Planeettojen kiertoaikojen nelidt suhtautuvat kuten niiden ratojen

isoakselien kuutiot. (1619)

Ellipsin yhtdls

Kertauksena ellipsin yht#l® napakoordinaatistossa:

’P
I F, F'
r, r'
n9-
ae ¥ ©
o,
Midritelmd:
r + r' = vakio = 2a !
Q
4V

Kuviosta: Lae = ' cos ¥ — v cog &

kuviossa ne 3=\t7.iv-l,¥\ en.

.
)
=> Tcos'ﬁ'—“r‘c_as'ﬂ' = - Jae I
- - 3 a
s = 4 s [
9 3, = — %
2+ Uagertceos Y Hale™ =
Sijoitetaan t#Zh#n ellipsin mddritelmdstd r' = 2a-r
A
2 o
= +2 £ Yaewrosd + Hoter =(Za-T)
kS
al1-e”)

4 + e cos ¥

polttopisteet
paikkavektorit
eksentrisyys
iscakseli

pikkuakseli

= qu-—q'&'e:‘- = '1-91

perisentrumin etdisyys
(1+e)a = aposentrumin
etdisyys

todellinen anomalia

=
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THmi on samalla yleinen kartioleikkauksen yht#l8. Kyseessd on

hyperbeli, jos & > 1
1
ellipsi, jos 0 < e <1
0

parabeli, jos e

ympyrd, jos e

Keskeisvoima

Keplerin ja Newtonin II laeista seuraa, ettd t#hted kiertdiviin planeettaan

vaikuttaa keskeisvoima.

»
=> pintanopeus A = vakio

TxXxT=2A0. , missd T = planeetan paikkavektori

T = yksikkdvektori L T ja T ~
. d /o — n =y J ‘\)
& £ @an)=0
dr— 2\ = 2 o=
—= = ~ =0
cM:('\r-x'i-) xT +'rx_0
S IxF =0 |m
X m¥T =0 -
_ F
Newtonin II laki = rxF=0
{&=> rF-siny =0 :1:‘_

Koska 1Tl 4 0 ja | F|l # 0, seuraa ylliolevasta, ettd

¥ =0 eli F({ T eli F on keskeisvoima.

Kaantden voidaan osoittaa, ettd keskeisvoimakent#issd pitee Keplerin

II laki (harjoitusteht&vd)

(J

Kahden kappaleen probleema

Newtonin yleinen massojen vdlinen vetovoimalaki on

E:-Gln,g;_’%’\.-_s; , ‘F‘:_Gm:_’;-ws

Koska Newtonin lait pitevdt ainoastaan inertiaalikoordinaatistossa, tarkas-

tellaan seuraavassa kappaleiden a ja b liikettd painopistekoordinaatistossa.
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Massakeskipisteen yleisen m##-

ritelmidn mukaan

- - _ by
mr, +mr, (ma mb)RpP.
Valitsemalla painopiste systee-—

min origoksi on

mara + mbrb =0

= ﬁ:—mz—'ﬁ.
. Kappaleiden vilinen et#digsyys on titen
* = :Ex"qi, =(4+ E%i) ;ix
Dynamiikan peruslaki kappaleelle a on siten
ﬁTLq_ﬁa. = -G Jﬂk%ﬁ%}ﬁ +
¥, =-6 T = -6 T (1T,
= $q‘="'6 i-:_‘_.s:‘-:q misséiM=ma+mb
Vastaavasti:
% -G
= %ﬁ = iix —':é = -~ G; %Ei -

Kappaleiden kiihtyvyys toistensa suhteen riippuu yksinomaan kappaleitten

kokonaismassasta sekd kappaleiden vilisestd etdisyydestd.
Kertomalla edellinen yhtdld puolittain lausekkeella

1 1.\~ -
/1‘ = (KQ_ + Wg,) = o My = redusoltu massa

™M

‘saadaan

/4%:-67_%3; -6 e ¥

I
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Painopistekoordinaatistossa on F(ma,mb,r) = _F-‘(Ms/«,r) eli kappaleen
a rata kappaleen b ympdri on sama kuin /b\-massaisen kappaleen rata
levossa tai tasaisessa liikkeessi olevan massan M (M = mad-m.b) ympari.
Sama pitee kappaleen b rataan kappaleen a ymp&ri. Ké&yt#nndn kannalta
tami on kdtevid tulos, koska paikkavektorin r aikariippuvuus voidaan

suoraan havaita.

Toisin sanoen: kahden kappaleen probleema on saatu palautetuksi yhden
kappaleen probleemaksi. T#m# on oleellinen ja ei-triviaalinen tulos,

koska Newtonin liikelait p#tevdt vain inertiaalikoordinaatistossa.

Keplerin lait Newtonin laeista johdettuna

Edelld osoitettiin, etti gravitaatiokentdssi on kappaleitten kiihtyvyys )

toistensa suhteen

&G M =
'~r3T‘

<1

, missd M = molempien kappaleitten kokonaismassa

Sijoittamalla t#hin T ja T, jotka napakoordinaatistossa (yksikkdvektorit

-e-r ja €4 ) esitettyind ovat:

r=re
= W .
r=re +re
T T
=re + rBeg 3
[ " o . s s . . - ef(i*ht\
T = rer+.2rer+ reee. -f-r?es +tr@e, ‘I ’5 Ae¢=|_e:_.l-z;e-ee /J
= (r-ro*°) e * (2re +re)g, e =1
=3 C-=© €4
Vastaavasti:
Afe &)
T terad
Agg = ol AD- e
L ad
™ ='1
saadaan . _ = €= — O &,
e * 2 . . .
r-r6 = - EI;— (radiaalikomponentti)
T

2r®+:r8 =0 (tangentiaalikomponentti)
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Tangentiaalikomponentti:

, o -
Huomautettakoon, etti tuloksesta ¥ &

KEPLER II

= vakio ei vield seuraa, ettd

0= vakio; liikem##rimomentissa on nimittdin paikkavektori lausuttava paino-

pisteen suhteen (ts. olisi kiytettdvd etdisyyksid r, ja Ty eikd suuretta r)

Radiaalikomponenttis: :\} - —1-'99'.._. _ GM gl:\. S = -fl_-"&
+~ =
S S ]
3 -
suorittamalla muuttujanvaihto y = 1;
1 )
r = o—
¥y
o-ddy__agdy _od
Wt y-~ 46 a8
= A
A - Ak
Huowm. e~ a TS
.. - :J_ & _ . a‘l
T = R&t(ﬁ) —"'Q'\e E}éé-

a 4 Aﬁ.
saadaan ~ 9\_ 2% -
E det

fp=memg |

. MG
RO

MG

Ratkaisu y = Beos(B8- 9, + — toteuttaa differentiaaliyhtdldn

h




..A?..

=Ty "W . T e 13?&
—3-;_%'— + B cos (e—eoj 7\_1(‘1 +- MG C°5(e"egﬂ
9
-h'.._ 2
~ = MG Mevkitaan @ €= SR }
4 « %1—%- cos (B - O,)

> |T= +..1;L.°.g.$.  KEPLER. T

Vakio B voidaan lausua kokonaisenergian ja pintanopeuden avulla:

rn © = 6, T gL - he ~
~N = =2 T n .
mon, AR ’
2,
. . . . - ™
Kokonaisenergia yksikkdmassaa kohti on c = 5 G:,.
3.
Titen tarkastelukohdassa r ., on = £ = T - GM
min 2. ~ -
WAy
£ = & &M . : > L F
- ZP) o Perisentrumissa A wan
o .
= U =Y. 8 ( tangent iaalinopeus)
( . }
'.-ZL —»'-
> (& )i_ aen( ) =0
T o
A _ MG M‘%’f L 28
=> pr %_1 - T _9\9- /J

Sijoittamalla t#m# B:n lausekkeeseen saadaan

_ 41 _ nMe
R = N& + Mict | 28 _ M6 . y N
= T\q‘ =) Q-L"' 9\.,1 %‘L uom, valittava plusmerkkl

jotta kohdassa r = r !

min
B M‘-’LC_-} . 12 B on suurimmillaan
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Keplerin III laki saadaan Keplerin II lain avulla:

h=2 %% = vakio
h=2 % , missd P = planeetan kiertoaika
a‘ —
= 9;-“—0'@; =9\‘Ta_.U1 e
P P
2
____:_> f{) = &TTCL-PJ‘“—@_ KI=>?=&L_G: q(’\-ei-) _
9
P = gt Y- e QL:-VMGO\U-Q_)
\MGa ' ¥1- et

= — KEPLER III
MG @

Johdetaan vield lopuksi k#tevd yht#ld kappaleen ratanopeuden, paikkavektorin
ja rataellipsin isoakselin vdlille.

Perisentrumissa (r

=r , ) on
min -
E:L_X‘_E_QL’\_ SR oM ~ . _a(a~e™) _a(i-ed
a Tovin L Toin mih 1y e cos O 4+ 2
B MG (1+e)
N2
= LN GED) _ wketlivre)
a g\_‘% 3\1
_owict (re) M+ e-2)
AN
- he? (er-1) <3 K* = ne a (1-e%)
: 2
_ M6 (e*-1)
La (1-e%)
vt GHM . _ he
S i -

¥
’.0

ot o= M6 (- 1)

- o
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LIITEII

JOHDATUS ELEKTRONIEN SIIRTYMATODENNAKOISYYKSIEN
KVANTTIMEKAANISIIN LASKUIHIN

Elektronin siirtymitodennik&isyys voidaan laskea seuraavilla ldhtdole-

tuksilla:
1) Klassinen atomi ja klassinen sihkomagneettinen kenttd

Elektroni kuvataan vaimenevana harmonisena virdhtelijénd. Teoria tu-
lostaa absorptiokertoimelle oikean dimension, mutta kvanttimekaani-

nen arvo voi heitt#i useita kertaluokkia.
2) Kvanttimekaaninen atomi ja klassinen sm-kenttd

Laskut antavat oikean tuloksen todennikdisyyskertoimelle Bij (absorp—
tio) ja Bji {indusoitu emissioc). Sen sijaan Aji (spontaani emissio)

ei lainkaan esiinny t#ss# esityksessi.
3) Kvanttimekaaninen atomi ja kvantittunut sm-kenttd

Laskut antavat oikeat arvot kaikille elektronien siirtymdtodenndkdi-

syyksille Aij’ Bij ja Bji'

Seuraavassa lasketaan johdatuksenomaisesti absorption todennd@kSisyysker=
roin Bij tarkastelemalla kvanttimekaanista atomia klassisessa sm—kent#ssi.
Einsteinin todennikdisyyskertoimet Aji (spontaani emissio) ja Bji (indu-
soitu emissic) saadaan Bij:n avulla seuraavilla relaatioilla:

e ZhyPo
Aé"_ —CE—EAL

%L‘BL'A = %&E&L ,» missd g. = energiatilan i statistinen palno

)

O
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Kvanttimekaniikassa kuvataan atomia aaltofunktiolla ‘V(r1 sTgseoe ,r ,t),
missid ri on atomin sidoselektronin paikkavektori. Atomin mielivaltainen
tila hetkelli t = 0 voidaan esittidi ominaisfunktioitten ‘Pn sarjakehitel-

mind :
LV = Z QA \P-n,
' "

Ominaisfunktiocihin '-P liittyy fys:.kaallnen suure A siten, ettd kun Y= \P
niin suureella A on arvo o(h. Koska I‘Pl esittdd todennikdisyystiheytti,

* -
ja ominaisfunktiot ‘Pn ovat ortogonaalisia (S\P.l_ \P&J X = (\Pi [ d) = SL& ),
on

£ 8
S ‘ i d“)( = la,ﬂl = arvon o(n todennikdisyys tilassa Y

Ajasta riippuvat 1lmidt kuvataan tilafunktiolla

Yty = (Wi o) - KEF 7, £) &35

alkutila propagaattori = todenn#kdisyysamplitudi sille tapahtumal-
le, ettd hiukkanen on aluksi tilassa r'

ja ajan t kuluttua tilassa r.

Schrédingerin yhtdl3 on propagaattorin toinen esitysmuoto:

A A
HY = e VY , missd

ls””lf‘

/l:} V + V{(~) = Hamiltonin operaattori
b

E=--2 %‘-t
Ajasta riippuvissa ilmidissi W= ZG Ry, (#) ja ‘a (t)l = arvon o(n to—
denndkdisyys tilassa V. Halruntymattomassa tilassa atomin tilafunktion
kertoimet a eivit riipu ajasta. Jos sen sijaan atomia hd#iritdin jollain
potentiaalilla V, muuttuvat kertoimet a_ yvleensd ajan mukana. Tdmi voi-
daan tulkita siten, etti atomi siirtyy tilalta toiselle. Esimerkiksi ul-
koinen sihkdkenttd hiiritsee atomia. Ensimmiisessd approksimaatiossa voi-
daan ulkoinen kentti kuvata lausekkeella E = Eocos wti , jolloin elektro-

nin potentiaali tdssd kentdssd on




- B 3 -

N - . — _ N )
v = Z E 7. = £, coswl L- '\'5 , missd p=e > .= dipolimomentti

e
%= — ':1
i=1 F g
Schrddingerin yhtdls:

CEV =R | YR m N !
= E:'E(M q{h +'§E; Qa, %5%

-L/\y SV EaL¥, = Lh T &LV, + Uh 24, 3F

Yhtdlon aarltermlt ovat yhtasuuret koska

Schrddingerin yht#l$ ilman hi#iriSpotentiaa-

lia on
4L

= >
—Q—VW LT\S—E\V

Ratkaisuyritteelld ¥ = u(r).v(t) voidaan muut- -
tujat separoida, joten ne eivdt riipu toisis-

taan.

= yht#ldn kumpikin puoli om vgkio = E

=5 ratkaisu? Yt) = W(e) e ° %t

=%y o, W (1) =X a, (2)V W, (1)

Kiyttimdlld hyvdksi ominaisfunktioitten orto-

-
gonaalisuutta voidaan tietty a erottaa yo. sar-
sarjasta. Yhtdld kerrotaan ti#mdn vuoksi puolit-

tain funktiolla “r*ja integroidaan kaikkien

koordinaattialkioitten yli,. (<:>
o E\‘h ' E"\-E‘\
SthTbd e F (\P =2 d.e FCeXIvie,)
"y
% = 1, kun m=n
-t

. Em"‘En

. t
>0, (=5 Zame * o (arivie,)

Merkitdin :

EN“E
Womn = =g

Vo = COX VDY) = By cosst T (P2 1EIR,)

= EDCOSLJ'C E-F%h cgsw‘t-..__( Lkt e—u.u‘t;

S Gty Hot)

a
dipolimomentin matriisielementit
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> > a, (t) = E’Lda e S o, ) L. Pran € e (etwt -t
Oletukset:
Kun t = 0, niin a.k(O) = 1
an(O) =0, n#k
eli atomi on alkuhetkellid midritys-
g4 stationaarisessa tilassaan k
Kun t < T, niin ak(t)’n‘# 1

eli aikaintervalli niin lyhyt, et~
tei tilan populaatio ehdi juuri
muuttua

=» yhtdldn summa voidaan korvata yhdellid ter-

milli

. Ep — — Ltw + wt RS o
a, (t) = i (1000

- Prmh. e

L(Ut)mh (.o)t

| §..at

Pwvz[“

A n (‘t\ =

Absorptiossa Em > Ek’ Jollo:mwmk

Camle = O

L t

+
Wk + W

> 0. Koska absorptic on suurimmillaan,

kun % Wy, ,voidaan sulkulausekkeen toinen termi jatt#d huomiotta. Merkit-

semdlld x = W —wmk saadaan siirtymdn todemnikdisyyskertoimiksi

9-. 2 T.— L . 1xt
D lqﬁhtﬂl = E’i;\e}:mhl S:;T sdteilytiheys u =,';-S‘1ciw = L*_E@
'i;isaa]:ta; koska 8 = 0‘: on F = SI cosH &w
A
™ ES _ um
= U= T T E
9 2
= E, = 3———}-&15
? X x
“ :N Y L Xt . . : .
lq (-t)‘iz e | L'P\mh' Ysin & g'"& integroidaan yli absorptio
- m Cq'hq‘ x - viivan taajuuskaistan,

Jos xt >> 1, niin integroimisrajat voidaan

muodollisestl ulottaa Hiretttmyyteen.

15

(Huom. tyypillisesti®@~10'~ 1/s ja elek™-

1/s)

tronisiirtymén kesto tw 10_8
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> |a,, (t)l _1_}2\"[.[3 a-;-_g sim () o(5) Ipdy =) dw

= irlm

¥ SNBSS I
I

> Ja.wff= TR

Elektronln 511rtymlsnopeuden (tran51tlon rate) th mAdritelms:

R . = todennik$isyys, ettd siirtymid om fapahtunut
mk aikayksikkd

2, ylT = 9.
R\..k ]qw-\t('t)l iT;ijL l L~ Prak l

Einstein esitti v. 1917 siirtymisnopeuden absorptiossa mucdossa

N. ()RL = =N )B-.I dw | nissi N; ()

¥ um

niitten energiatilassa i ole-

vien atomien 1km/cm3, jotka ab-

sorboivat sidteilyd taajuusvi-

111148 7,V +d¥)

N. = energiatilassa i olevien atomien
kokonaislukumisri/cm3 .. -
Einsteinin kerroin (atomaar. vakio)

Naapuriatomien h#iritsevdn vaikutuksen johdosta ja atomin ylemmin energia-

tilan #irellisen elini#n vuoksi spektriviiva ei ole terdvd, vaan se levidd

yli tietyn taajuusvdlin. Absorptioviivan profiili ‘f,, on normalisoitu si-

ten, ettd#

oo

(e a0 =1
=]

Koska Ni(v) = Ni*@ , on Einsteinin yhtdldn perusteella

R%k_ Brw\h Si ¥ dy = -mk }v S‘P d» I Olet. J, = vakio.

=1

: - R - > T .= z
= | B, = -k ﬂ'L'P«mh\'

| W

atomijoukkoa, on

2 2L

2
:£> Es = __IL_iiﬁﬁk = j'

yli viivan

Tarkasteltaessa suurta

—_ 2,
l L~ 'ﬁhh\i = Pank Cosie

a4

o~k 3ecth® 3 Pk

\_/

Q
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R = 39 11 e -1-3“,& EINSTEININ TODENNAKOISYYSKERROIN
mR 3¢ ht ABSORPTIOSSA

missi Tih = ‘ ('“"‘i“;ﬁ: \\Q)‘a-

Indusoituneen emission tapauksessa

g.B.., = g.B.. , missd B,. = absorption Einsteinin kerroin
itij i ij
Bji = indusoituneen emission Einsteinin kerroin
g: = energiatilan i statistinen paino
R.- = .3_'-'_ B-.
At 33 4
g_ Py
,% = %i-. 33 -“-'-! (e Tiéﬁ EINSTEININ TODENNAKOISYYSKERRGIN
T 9y 3eh?t INDUSOITUNEESSA EMISSIOSSA

A ., 3.»\)’3 ‘B .
- c? 8"
A = 9i 64 T3 (em 1\1 EINSTEININ TODENNAKOISYYSKERROIN
93 Ihed SPONTAANISSA EMISSIOSSA
HUQM. 1

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd atomin energiatasot eivdt

ole degeneroituneita, jolloin g; = gj = 1. Spontaaneja siirtymid

tarkasteltaessa on t#11din atomin emifttoima sdteilyteho

R
B s Ay = SHTIE T gro ()
b IR T 33 P! 23

Timd vastaa klassisen oskillaattorin keskimfiriistd sdteilytehoa,

kun dipolin varausten suurin etdisyys on 2 r.

J




HUOM. 2 Elektronisiirtymien Einsteinin kertoimien avulla pHistdin

siirtymin oskillaattorivoimakkuuteen seuraavasti.
Kun huomioidaan energiatilojen degeneroituminen (jakautuminen),

on atomin siteilyteho spontaanissa emissiossa (siirtymi j—»i) :

Pl- - v A [ h — &q -rr‘.' H a.
v-. - e
" summa otettu yli alemman ja ylemmin

energiatason degeneroituneitten tilojen

t 9 | -,
9 y? ¥ 3k ~

Toisaalta: %;\A'hi = = ‘Bé;_ %*\

Absorption todenn#k$isyyskerroin degeneraation tapauksessa on tdten

8. - Aig. .z;w Iy
N N IN-C %

Luvussa 2.5.2e todettiin, ettd 1 cm™ :1iin vdliainetta absorboituu

siteilytehoa

N, TET
oy e

’Pv = HTFIVQE , missi ek

f = oskillaattorivoimakkuus
Q9 Yy Q N
EE— ' v l N 32 —-— 31 11' Z i. \__,)
# No), oG v oo Nnv Y 'Bl._l hv Sij. Bi‘.i— 3‘“_1(_' %.
[

@
a g o s
= £ - 8T wmy 2 Py SIIRTYMAN ij
4 3he® -
AL OSKILLAATTORIVOIMAKKUUS

Piitasojen n® ja n vilinen kokonaisoskillaattorivoimakkuus voidaan
ilmoittaa degeneroituneitten tilojen oskillaattorivoimakkuuksien

summana seuraavasti: :

£ (n'm) = —2&-; Z gwe (w5 m, 2)

- ZR' %M‘Q\ £(,“)|€’;m|l)
7 e

f(’h‘,‘h)

oy



