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1. a) Olkoon B(0,1) = {f : [0,1] — K rajoitettu kuvaus}, varustettuna sup-
normilla || f||e. Osoita ettd C'(0,1) on B(0,1):m suljettu vektorialiavaruus.

b) Néyta, ettd jonoavaruus ¢y on [ suljettu vektorialiavaruus.

RATKAISU 1: (a) Selvésti C'(0,1) on vektoriavaruus; jos f ja g ovat
jatkuvia, niin silloin on my6s f + g, vastaavasti havaitaan ettd jos a € K,
niin a f on jatkuva. Koska liséksi on tunnettua etté jatkuvat funktiot ovat ra-
joitettuja suljetulla valilla [0, 1], ndhdaén ettd C'(0,1) on B(0, 1):n aliavaruus.

Olkoon nyt (f,,) jono C(0, 1):ssé, joka suppenee sup-normissa kohti avaru-
uden B(0,1) alkiota f. On osoitettava, ettd f on jatkuva. Olkoon siis
t € [0, 1] mielivaltainen ja kiinnitetdédn ¢ > 0. Olkoon n. sellainen luku, etté
| fr— flloo < €/3, kunhan n > n.. Kiinnitetdén jokin N > n.. Funktio fy on
jatkuva pisteessa t, joten on olemassa 0 > 0 siten etté | fn(t) — fn ()| < €/3,
kun ¢ € B(t,d) N[0, 1]. Mutta jos d ja t’ on valittu néin, niin

1f@) = FE < [f@) = [n@O] + [ fn () — fn@)] + [ (t) — ()
<f = fnlloo + [fn(t) = fn(E)] + [ fnv = flloo <€

Néin on osoitettu ettd f on jatkuva.

(b) Varmistetaan ensin ettd ¢y on ¢*:n aliavaruus. Jos (x,) € co, niin
on olemassa M € N siten ettd |z,| < 1 kun n > M. Taloin ||(z,)|e <
1 + max;<j<n |z;] < 00, siis ¢g C £*°. Jonon raja-arvo on lineaarinen, joten
on selvidi ettd ¢y on vektoriavaruus.

Osoitetaan, ettd £°°\ ¢y on avoin. Olkoon siis (x,) € £*°\ ¢y. Siis, (z,,) on
rajoitettu jono, joka ei suppene nollaan. Témé tarkoittaa, ettd on olemassa
€ > 0, siten etté kaikilla £ € N 16ytyy indeksi ny > k, jolla |x,, | > €. Jos nyt
jono (y,) € £ kuuluu jonon (x,) ympéristéon B((x,,), €/2), niin |y, | > €/2
(samoilla ny kuin ylld). Mutta t4lloin ndhddén, ettei (y,) voi supeta nollaan,
siis B((xy,),€/2) C £\ ¢y ja avoimuus on todistettu.

2. a) Osoita, etté

1l = / 1f (@) |dz
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méérittelee normin avaruudessa C'(0,1). Ovatko C(0,1):n normit || f||« ja
Il f|lx ekvivalentteja ?

b) Osoita, etta jokaisessa normiavaruudessa E ekvivalentit normit mééréévit
samat avoimet ja suljetut joukot.

RATKAISU 2: (a) Tarkistetaan toteuttaako || - ||; normin ehdot. Huo-
mataan ensin etté

1l = / f(@)ldz < / 1 ooz = /]l

joten || - ||; on &direllinen. Tavallisesta skalaarien kolmioepayhtélosté seuraa,
ettd kaikilla = € [0,1] ja f,g € C(0,1) pétee |f(x) + g(z)| < |f(z)| + |g(x)].
Tallsin

1+ gll = / (@) + g(a)lde < / (17(2)] + g(x))da
- / f(@)ldz + / 9(@)ldz = £ + llglh,

joten (N1) toteutuu. Samoin, jos a € K, niin

1 1 1
lafl = / af (2)|dz = / allf (@)]dz = |a] / (@) ldz = |al | |1

joka osoittaa ehdon (N2). Selvisti, jos f = 0, niin || f||; = 0. Oletetaan, etté
f # 0, jolloin |f(t)] > € > 0, jollain ¢t € [0,1]. Jatkuvuudesta seuraa ettd
on olemassa vili [a,b] C [0,1], jonka kaikille pisteille « patee |f(z)| > €/2.
Mutta nyt

1 b
1l = / f(@)ldz > / F@)ldz > [b—ale/2 > 0.

Siten myos ehto (N3) toteutuu, joten || - ||; on normi.

Normit || ||; ja || - ||oo €ivét ole ekvivalentit. Tarkastellaan vaikkapa jonoa
fn(t) = t™. Helposti nihdédn ettd ||fulli = (n+ 1) — 0 ja [[fulleo = 1
kaikilla n. Huomataan, ettei voi olla vakiota C' > 0, jolle toteutuisi || f,,||oo <
C|| fnll1 kaikilla n € N.

(b) Olkoot || - |l1 ja || - ||z ekvivalentit normit E:ssd. Siis on olemassa
positiiviset vakiot C; ja Cs, joille

Cillzlly < [lzflz < Cofjzfls
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kaikilla = € E. Merkitdan normien || - ||; ja || - ||z kuulia By (z,7) ja Ba(x,r).
Huomataan, ettd jos ||z — y||1 < r/Ca, niin ||z — y||2 < r, siis By(z,r/Cy) C
By (x,r). Samoin, jos ||z — y|l2 < rCh, niin ||z — y||; < r, joten By(z,rCY) C
By (z,r).

Josnyt A C E on | - |[;-avoin ja z € A, niin on olemassa r > 0 siten etté
By(xz,r) C A. Mutta talloin myos By(x,rCy) C A, joten A on || - ||2-avoin.
Vastaasti niahdaén, ettéd || - [[-avoin joukko B on avoin myds normin || - ||
suhteen. Siis ekvivalentit normit mééréavit samat avoimet (ja siten suljetut)
joukot.

3. Olkoon f,(z) = n(e*/" —1) ja f(z) = z, kaikilla z € [0,1]. Osoita, etté
fn — favaruuden C(0, 1) normin mielessé, so. || fn — fllcc — 0, kun n — oc.

[Vihje: tutki erotusfunktion ddriarvoja tai kiyté véliarvolausetta. |

RATKAISU 3: Tarkastellaan funktioiden f, — f &ériarvoja. Derivointi
antaa D(f,, — f)(x) = €*/™ — 1 > 0, mistd havaitaan, etti f,, — f on kasvava
kaikilla n. Lisdksi (f, — f)(0) = 0, joten f, — f on ei-negatiivinen, eli
\fu — fl = fu— f. Siten

1 fo = flloo = (fo = £)(1) =n(e/" —1) — 1.

Mutta kirjoittamalla
el/n — 0

n(et™ —1) = i

huomataan, etta n(el/ " — 1) suppenee eksponenttifunktion derivaattaan pis-
teessd nolla. Siis on osoitettu, ettd || f, — flloc — 0.

4. Osoita, ettd ¢y on separoituva.

[Vihje: Osoita ettd "finiittiset jonot” cop = {z = (7;)32, : 2; # 0 vain
ddrellisen monella j} on separoituva ja tihed cq:ssa.]

RATKAISU 4: Pidetdén tunnettuna ettd K", oli se sitten C" tai R",
on separoituva kaikilla n (tarkastele sopivia karteesisia tuloja rationaalilu-
vuista). Toisin sanoen kaikilla n on olemassa numeroituva ja tihed joukko
@, C K". Tarkastellaan jonoavaruuksia

" ={r el z,=0kun k > n}.



Maaritellaan kuvaukset i,, : K" — " kaavalla
in(x) = (21,29, ..., 2y, 0,0, ...).

Selvisti 4, on bijektio. On helppo ndhda, ettd [|i,(z)|le < ||z]2 kaikilla
z € K" (katso luentojen esimerkki 2.13). Jos nyt (z,,) € ¢”, niin on olemassa
yksikésitteinen € K", jolle i,(x) = (z,). Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen ja
valitaan g € @), siten ettéd ||¢ — x||2 < e. Talloin

in(@) = (@n)lloe = llin(q) = in(@)]le0 < llg —xll2 <,

joten numeroituva joukko Q! = i,(Q,) on tihed ¢":ssé, joka on siis osoitettu
separoituvaksi. Merkitddin Q" = |J,—, @, jolloin @' on numeroituva yhdiste
numeroituvista joukoista, siis itsekin numeroituva. Jos nyt (z,) € ¢y, niin
(z,) € c* jollain k, joten kaikilla ¢ > 0 loytyy alkio ¢ € Q) C @', jolle
|(zn) — ¢'[|oo < €. Siis @' on tihed cyo:ssa, joka on néin ollen separoituva.

Olkoon nyt (z,) € ¢o. Télloin kaikilla € > 0 on olemassa N € N, jolle
|z,| < €, kunhan n > N. Suora seuraus téstd on, ettd coy on tihed cy:ssa
(mieti yksityiskohtia). Lopuksi todetaan, ettd sulkeuma Q' on suljettu ja
sisdltad cop:n, joten se sisdltdd myos sulkeuman oo = ¢g. Siis ' on tihed
avaruudessa ¢y, joka on nyt osoitettu separoituvaksi.

5. Osoita, ettd [*° ei ole separoituva.

[Vihje: Tutki esimerkiksi karakterististen funktioiden perhetta {x4 : A C N},
ja paattele kuten lauseessa 1.5. Vaihtoehtoisesti, diagonalisoi.

Voit pitdd tunnettuna, ettd potenssijoukko P(N) = {A : A C N} on ylinu-
meroituva. Y& xya(n) =1josn € A, ja xa(n) =0, josn ¢ A. |

RATKAISU 5: Tehd&én kuten vihjeessd. Jokainen A € P(N) tuottaa
jonon x4 kuten vihjeessd. Olkoot A, B C N ja A # B. Téalloin on olemassa
n € N, jolle jokon € A\ B tain € B\ A. Talloin pétee

Ixa = xBllee = Ixa(n) = x5(n)[ = 1.

Téstéd ndhddin, ettd B(xa, 1/3)NB(xp,1/3) = 0. Niin ollen joukot B(xa,1/3)
muodostavat ylinumeroituvan kokoelman ¢°°:n avoimia ja erillisid joukkoja.
Lauseen 1.5 nojalla, avaruus ¢* ei siis voi olla separoituva.



