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Harjoitus 1

16.1. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

1 (Lyhyen matematiikan ylioppilaskoetehtéva 7 kevaaltd 2009) Neljik-
kddn (vinonelion) sivun pituus on 8,0 cm. Lyhyempi lavistdjistd on 4,0 cm
pitka. Laske pitemmaén lavistdjan pituus.

Ratkaisu.

Neljakkasdn lavistajat puolittavat toisensa, silld piirrettdesséa neljakkéadlle
lavistéjat, syntyy yhtenevia kolmioita. Erityisesti lavistdjien keskenddn muo-
dostamat kulmat ovat suoria. Olkoon x puolet pidemmaén lavistdjan pituu-
desta. Télloin

2 +20 = 8§
s = 60

S = \/@z%/ﬁ.

Huomaa yhtapitavyys kohdassa *. Nyt saadaan lavistajan pituudeksi
44/15 cm =~ 15,5 cm.



2 (Pitkdn matematiikan ylioppilaskoetehtavi 5 syksyltd 2007) Madrita
ympyrin 2+ 3%+ 4z — 2y + 1 = 0 niiden tangenttien yhtlot, jotka kulkevat
pisteen (1, 3) kautta.

Ratkaisu. Selvitetdan aluksi ympyréan keskipiste ja sdde. Tavoitteena on
siis muokata ympyrin yhtilé muotoon (x — z0)? + (y — yo)? = r*:
P4yt +dr—2y+1 = 0
S@+2?—4+@y—-1>*-1+1 = 0
S @—(-2)P+@y-1)7 = 2%

Siis saadaan ympyrén side r = 2 ja keskipiste O = (—2, 1). Kun muistetaan,
ettéd kaikki pisteen (xg, 7o) kautta kulkevat suorat saadaan kaavalla

Y — Yo = k(z — ),
saadaan pisteen (1, 3) kautta kulkevien suorien yhtéloksi:
y—3=k(z—1)
& kr—y+(3—-k)=0.
On selvitettava, mitkd néistd suorista ovat ympyriélle piirrettyja tangentte-
ja. Tangentteja niistd suorista ovat tdsmélleen ne, joihin etdisyys ympyrian

keskipisteestd on yhtdsuuri kuin sidde. Pisteen (xg,yo) etéisyys d suorasta
ar + by 4+ ¢ = 0 saadaan kaavalla:

_amg + byo + ¢

Vaz+v2
Nyt voidaan selvittdd kulmakertoimet vaatimalla tdmé etéisyys séteen pi-
tuudeksi:

d

k(—=2) — 14 (3 — k)]
k2 + (—1)2
s-3k+2 = 2V +1
s Bk—2] = 2Vk2+1
M 3k —2)2 = (VR + 1)
Sk —12k+4 = 4k° +4
&5k —12k = 0
& k(Bk—12) = 0.

= 2

2



Siis saadaan k = 0 tai £ = 12/5. Nyt siis kysyttyjen tangenttien yhtalot ovat
y=3jay=(12/5)z + 3/5.

3 (Pitkén matematiikan ylioppilaskoetehtdva 8 kevaalta 2009) Taso T
kulkee pisteiden A = (3,0,0), B = (0,4,0) ja C = (1,2, 3) kautta. Muodosta
tason yhtilo muodossa ax + by + cz +d = 0.

Ratkaisu. On etsittivé sellaiset kertoimet a, b, c,d € R, ettd yhtdlo ax +
by + cz +d = 0 toteutuu pisteiden A, B ja C' koordinaatteja vastaavilla
muuttujien x,y ja z arvoilla. Saadaan siis yhtaléryhmé:

3a+d=0

4b+d=0

a+2b+3c+d=0.
Ensimmaéisesta yhtélosta saadaan a = —d/3 ja toisesta yhtdlosta b = —d/4.
Sijoittamalla ndmé kolmanteen yhtaloon saadaan ¢ = —d/18. Siispé yhtalo-

ryhmén ratkaisu on

a=—d/3
b=—d/4
c=—d/18
deR.
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Néin ollen halutuksi yhtéloksi saadaan:

1 1 1

d(—g%—zly—l—82+1) = 0
2 9 2
ed—Zr— Ly 2,41 = o
(=367 ~36Y "36° TV

Valitaan d = —36, jolloin tason yhtéloksi saadaan 12z + 9y + 2z — 36 = 0.
Huom. Tason yhtélo olisi saatu myos esimerkiksi ajattelemalla, etta vek-
torit AB ja AC virittavat kysytyn tason.

4 (Pitkén matematiikan ylioppilaskoetehtavé 14 kevaalta 2009) Vinon py-
ramidin pohja on neli, jonka sivu on a. Pyramidin kahden vastakkaisen sivu-
tahkon kulmat pohjan kanssa ovat 30 ja 135 astetta (pyramidin sisdpuolelta
mitattuina).

a) Laske pyramidin korkeus. (3 p.)

b) Médrita pyramidin tilavuus. (2 p.)

¢) Kahden muun sivutahkon kulmat pohjan kanssa ovat keskenddn yhta
suuret. Madritd tdméd kulma asteen tarkkuudella. (4 p.)

Ratkaisu.

a) Tutkitaan leikkauskuviota, joka syntyy kun pyramidia leikataan pyra-

45°

135°

30° 45 .




midin huipun sekéd 30° ja 135° sivutahkoja vastaavien pohjan sivujen puo-
livalien maardamalla tasolla. Nyt, jos kuvan mukaisesti kolmio jatketaan
suorakulmaiseksi, saadaan ZC'BD = 45°, jolloin myos £BDC = 45°; sil-
14 ZBC'D = 90°. Siispd BC = C'D. Nyt saadaan:

tan30° = h

1
& — e
V3 a+h
=V3h—h = a

Sh(V3-1) = a

eh = A
(V34 1)a

R S

eh = WETW

Siis kysytty pyramidin korkeus on (v/3 4 1)a/2.

b) Pyramidin tilavuus on kolmannes pohjan alan ja korkeuden tulosta.
Siispéa tilavuus V' saadaan tietojemme perusteella:

3
V= %cfh: (ﬁ%)“

¢) Nyt on a-kohtaan verrattuna "nikokulmaa kaannettava 90 astetta”.




Ajatellaan aluksi tasoa 7, joka kulkee a-kohdan kuvassa D:lla ja C:lla
merkittyjen pisteiden kautta ja joka on kohtisuorassa janaa AC' vasten. Nyt
tutkittavien sivutahkojen jatkeiden ja tason 7 leikkauksesta saadaan kuvan
mukainen kolmio, jossa kulma « on kysytty kulma. Saadaan

1 2
tana = _ 3+ )a-—z\/§+1,
a/2 2 a

josta saadaan edelleen o ~ 70°.

5 (Tehtéava "Suoritettava” 7 kevéidn 1893 matematiikan ylioppilaskokees-
ta) Ympyré ja piste sen ulkopuolella ovat tunnetut. Hae pistettd ja ympyrén
keskipistettéd yhdistévalla suoralla viivalla semmoinen piste, jonka etéisyys
tunnetusta pisteestd on yhtasuuri kuin ne tangentit, jotka haettavasta pis-
teestd saatetaan piirtdd ympyrélle.

Ratkaisu. Tehtavananto tarkoittaa sité, ettd on 16ydettava kuvan mukai-
nen piste P. Merkitddn ympyrian siddettd kirjaimella r, janan AO pituutta



kirjaimella a ja haluttua etédisyytta kirjaimella x. Nyt on oltava:

42 = (a—2x)°
e+ = o —2ax+ 22
&2 = a® —r?
a? — r2
=T = %a
_a r?
=T = 5—%

Huom. Kéytdannossa tdsséd haettiin jotain siis kriteerid sille, kuinka etaalla
piste P on oltava pisteestd A (tai pisteestd O), kun ympyréin side ja pisteen
A etiisyys ympyrésti (tai ympyran keskipisteestd) tunnetaan.

6 (Tehtéva 5 kevéddn 1894 matematiikan ylioppilaskokeesta) Pisteesta A,
joka on ulkopuolisemmalla kahdesta konsentrisestd ympyrankehésta, piirre-
taan kaksi suoraa viivaa siten, ettd ne sivuavat sisdpuolista ympyrankehaa
pisteissd B ja C', seka leikkaavat ulkopuolisen ympyrén kehén pisteissd D ja
E. Todista ettd etédisyys BC on puolet etédisyydestd DE.

Ratkaisu. (Kannattaa ratkaisua lukiessa katsoa kuvaa.) Kolmio ADO on
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tasakylkinen (isomman ympyrin sidde) sekd kulmat ZOBA ja ZOBD ovat

suoria (tangentti). Néin ollen kolmiot ABO ja DBO ovat yhtenevid (ssk,

"lisiichto” voimassa). Siispd DB = AB. Vastaavasti saadaan EC' = AC'
Nyt kolmiot CAB ja EAD ovat yhdenmuotoisia (sks) ja pétee:

Siispé on oltava myos

miké oli todistettava.

'Koska tutkittavissa kolmioissa on yksi suora kulma, muut kulmat ovat tersivis.
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