Suurten poikkeamien teoriaa Edelld esitetyn minimointiongelman ratkaisemisessa no-
jaudutaan suurten potkkeamien feorican. Esitetddn seuraavassa muutamia tdhan liittyvii
kasitteitda ja tuloksia. Teoria katsotaan alkaneeksi vuonna 1938 ns. Cramérin lauseesta.
Huomattavaa kehitystd on tapahtunut viime vuosikymmenind. Mainittakoon esimerkking
Girtner-Ellisin lause, joka sallii riippuvuutta summattaville £y, &, ... (Gértner (1977), Ellis
(1984)).

Olkoot muuttujat £, &;,6s, ... ja Sy, S5.... kuten kappaleen 6.3.3 alussa. Olkoon £&-
muuttujien yhteinen jakauma P. Médritellddn funktion c¢ konvekst konjugaatii ¢f ehdosta

ce(v) = sup{sv — ce(s)}.
sER

TAalla on seuraava hydédyllinen geometrinen tulkinta.
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Kuvassa c¢:n tangentin kulmakerroin on v. Konjugaattifunktion arvo ¢*{(v) on tangentin
ja pystyakselin leikkauspisteen a etiisyys origosta.

Lemma 6.3.3.1. Funktioilla c¢ ja c¢ on seuraavat ominaisuudet.

(1) Molemmat ovat konvekseja.
(i) cg(v) = 0 kaikilla v € R.
(ilf) cf(pe) = 0.

(iv) Jos ci(sy) = v jollain s, € D, niin ¢f(v) = syv ~ ce(s0).

Todistus (pédapiirteissaan). Funktion ¢ konveksisuus seuraa Holderin epiyheilosti.
Funktio ¢ on konveksi konveksien (lineaaristen) funktioiden pisteittiisend supremumina.
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Konveksi konjugaatti olkoon ¢*,

¢ (v) =suplsv —e(s)} ve R

sER

Merkitain

s=sup{s € R|e(s) < o0} € [0, ]
Ja
. 1
= lim
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Raja-arvo on olemassa, koska ¢/ on konveksisuuden nojalla kasvava. Méidritelldin kuvaus
h:{z,o0) — RuU {oc} ehdosta
h(z) = zc™{(1/z).

Lemma 9.1.1. Olkoon E(£) < 0 ja Var () > 0. Oletetaan lisiksi, etti c(s) € (0, c0)
jollain s > 0. Silloin on olemassa yksikésitteinen R € (0, 20), jolle ¢(R) = 0. Jos x € (z. o),
niin on olemassa yksikisitteinen s, € (0, 5) siten, ettd ¢/(s;) = 1/x ja lisiksi h/(z) = ~c(s2).
Olkoon pp = 1/¢/(R). Silloin h(pr) = R, h on aidosti vihenevi vililli (xz, ur] ja aidosti
kasvava valilld [pr, oo).

Parametria R kutsutaan Lundbergin eksponentiksi. Nimitys tulee seuraavan lauseen
tuloksista. Oletus E(£) < 0 merkitsee sovelluksen niakokulmasta sita, ettd vakuutusmaksu
sisdltdd positiivisen varmuuslisan.

Lemman 9.1.1 todistus. Osoitetaan ensin, etti ¢ on aidosti konveksi alueess:

Olkoon sg € D. Talléin ¢(sg) = Var (&) > 0 (x

rarianssi konjugas
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0 jollain 5 > 0, joten lemman mukainen B on ole . Y ksiks I5YYS se
e konveksisuudesta. Koska ¢ on jatkuva joukossa D, niin
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nojalla on olemassa

= l/z. Yhievs madrittelee knvauks



Valitsemalla y = pur saadaan myos arvio alaspain. Lemman 6.3.3.1 nojalla tilloin

¢(¢(R)) _ RI(R) ~ ¢(R)
R R

ye (1/y) = =R

Siis
liminf Uy ' log P(T < o0) > —R.
Uy—soo

Ylarajan (9.1.1) nojalla
limsup Uy log (I < oc) < ~R.
Uy

Tulokset yhdessa todistavat raja-arvon (9.1.2). O

Alarajan todistusta havainnollistaa seuraava kuva.

N

Kuvassa tangentin kulmakerroin olkoon 1/y. Tilldin tangentin ja vaaka-akselin leikkaus-
pisteen etiisyys origosta on yc*(1/y). Lyhin etidisyys on R ja se saavutetaan, kun 1/y =
J7m
J{R).

Lauseen 9.1.2 todistus. Siirrytéén kuten edellisen lauseen todistuksessa konjugaat-
tijakaumaan kiyttden nyt kuitenkin lemman 9.1.1 mukaista parametria s,. Saadaan
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P(T < zUp) = E,, ({?"-83:?'7*76{5;:}1{1* < .w(}}} ‘

Hmeisesti o{s,) > 0, joten

elld x:dd, on atdon konvel




Simuloinnin toteutus voisi olla seuraava.

1} Tuotetaan havainto struktuurimuuttujasta Jy.

2) Tuotetaan havainto muuttujasta £; ja médriatadn s; kaavasta s; = a;sg + 98 ) + 2.

3) Poisson-parametri on nyt Ay = AQ, (1 +s1)r. Tuotetaan havainto Poisson-jakaumasta
talld parametrilla. Olkoon tdmi K.

4) Tuotetaan havainto muuttujasta | ja maaritdan inflaatioaste yhtalosta log(l+i;) =

i +allog(l + ip) — ) + 4.

5) Tuotetaan Ky havaintoa jakaumasta Sy: Si(z) = § ( £ )

141y
6) Madratadn Xy niiden summana.

Seuraavan vuoden kokonaisvahinkomidrd Xo miAdritidn vastaavasti. Toteutuksessa
kilytetadn vuoden 1 havaintoja sy ja i; syklin ja inflaatioasteen generoinnissa. Niin jatkaen
saadaan vahinkomdadrid koskeva vektori (X),.... Xyg). Témi madiria myos vakuutusmak-
surealisaation {Bj,.... By} ja vararikkoindikaattori 7} voidaan muodostaa. Vastaavasti
madaritadn Ty, .... Ty, kunnes otos voidaan katsoa riittivin suureksi todenndkoisyyden
P(T < 10} estimoimiseen.

Imeisté on, ettd menettelylld saadaan harhattomia estimaatteja vararikkotodennikoisyy-
delle. Pysaytyssidinto voidaan nytkin perustaa keskeiseen raja-arvolauseeseen. Menettely
on melko raskas, jos Poisson-parametri on suuri. Havainnollisuutta tuloksiin saadaan piir-
tamalla realisaatiot:
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Fra. 4.3.1. Solvency ratlo of the standard insurer. Forty realizations. ;

Lahde: Pentikiinen et al. (1989). Kuva ei perustu edelld tarkasteltuun esimerkkiin.



