Diff.yht. II, harj. 5, (6.—)7.12.2011, ratk. (JL), 4 tekstisivua (tehtdvin 5 kuvasivu erikseen)

1. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) (1) = Ax(t) + £(2), A:B ” f(t):{_COSt].

—sint

Ohje. Suora yrite. Se johtaa 4 x 4-kokoiseen lineaariseen yhtaloryhmaéaén.

Ratk. Ratkaistaan ensin tdydelleen homogeeninen systeemi x(t) = Ax(t). Karakteristisen yhtalon

det(A—AI):}l;A 1i>\‘:(1—)\)2—4:(1—)\+2)(1—)\—2):(A—B)()\+1)=0
juuret ovat erisuuret reaaliluvut A = 3 ja A = —1. Etsitiiin vastaavat ominaisvektorit u = (u1,u2) € R*~{0}:
-2 1 1
(A—3I)u={4 _2}u=O<:)uQ=2u1<:>u=s[2] (s e R\ 0);
2 1 1
(A—l—I)uz{4 2}u:0<:>uQ:—2u1<:)u=s{_2} (s e R\0).

Titen homogeenisen systeemin yleinen ratkaisu on x(t) = Ce3! B] + Coe™t {_12} .

Huomataan, etta f(t) = [_01} cost + [_OJ sint ei sisélly homogeenisen systeemin ratkaisuihin. Tehd&in

siksi (1):n yksittéisratkaisun 16ytamiseksi yrite x(¢) = acost + bsint V¢ € R mééritettavin kertoimin a =
(a1,a2) € R? ja b = (by,by) € R% Yritteelle on

(1) <= —asint + bcost = Aacost + Absint + f(¢)

= — {Zl} sint + [Zl] cost = [ a1+ az ]cost—!— { b1+ by }sint—i— [_1} cost + { 01} sint
2 2 —

dai + as 4by + bo 0
—a1 = by + bs (Oé)
—ag = 4b; +by — 1 (B)
< .
bi=a1+ax—1 (’}/)
by = 4a; + as (5)

Ehdot (), («) ja (B) antavat by = a1 + az — 1 = —5by — 2bo, jolloin by = —3by; talldin (o) <= a1 = 2by
ja (B) <= a2 = —by + 1, jolloin kéédntden (y) toteutuu. Nyt (0) <= —3b; =8b; — by + 1 <= 10b; +1 =
0 <= by = —1/10. Tall6in ay = —2/10, ag = 11/10 ja by = 3/10. Téten yritteelle on

1 (-2 1 |-11.
(1)<:>x(t):1—0[11}c05t+ﬁ[ 3 ]smt vt € R.

1 1 1 {-2 1 [-1
. ) . . 3t —t i
Siis (1):n yleinen ratkaisu on x(t) = Cie {2] + Cae {_2} + 10 {11 } cost + 10 { 3 }smt vt € R
(C1,C5 € R).

2. (Vaikeampi, kahden suorituspisteen arvoinen.) Homogeenisysteemillé

(1) a(t) = A(t)a(t), jossaA<t>=[1/0t2 lﬂeRm, 2(t) = (2(t), y(t)) € R?,



on valilla I =10, co[ ratkaisu
X1 (t) t
z1(t) = = .
o=l = 1]
Etsi systeemin perusjérjestelmé vililla I ja kirjoita yleinen ratkaisu.

Ohje. Eliminointi auttaa.

Ratk. Ensin (y:n) eliminointi:

o y(t) = —i(t) #(t) — (1/0a(t) + (1/)a(t) = 0
W)= { 90 = o0/ + )t { i) = at))2 — i)t { y(t) = —i(t).
)

Huomataan, etti jos z(t) = z1(t) = t ja y(t) = y1(t) = —1 Vt € I, niin y(t) = —i(t) ja (1/t>)x(t) —
(L/t)a(t) + &) = (1/¢*)t — (1/t)1 + 0 =
Tehd&ddn 2. kl. yhtéaloon yrite x(t) = a(t)x1(t) = a(t)t derivoituvalla funktiolla a, joka ei ole vakio; talloin

1 1 1 1

1
—a(t) = e J @D — e 7 —=alt) =Int < z(t) = a(t)t = tint.

(@(®)t + a(t)) + (a(t)t + 2a()) = (0)t + a(t) — d(t) + %a(t) —0

Nyt y(t) = —2(t) = —1 — Int. Nain ollen

| T2 (t) _ tint
z2(t) = [yg(t)} - {—1—1nt
on (1):n ratkaisu, jolla x2(t)/x1(t) = a(t) = Int Vt € I el ole vakio. (Vaihtoehtoisesti voitaisiin osoittaa, etté
W(z1,22)(t) = —t <0Vt € I.) Téten (z1,22) on (1):n perusjirjestelmé vélilla I. Yleinen ratkaisu on

t tint
Z(t)zcl{ J+Cz[_1_nlnt] (C1,Cy € R).

Vaihtoehtoisesti eliminoimalla = saadaan (yhtépitdvi) systeemi

{ a(t) = *y(t) — ty(t)

)+ 1/t)yt) =0’

jonka jalkimmaéinen yht&lo on siis sama kuin a:lle edellisessé ratkaisutavassa (jos tehtéisiin sithen [nyt tarpee-
ton] yrite y(t) = b(t)y1(t) = —b(t), tulisi b:llekin tietysti sama yhtald!). Valitsemalla ratkaisu y(t) = Int¢ tulee
z(t) =t?(1/t) —tInt = t —tInt. Saadaan ratkaisu z>(t) = (t—tInt,Int), jolloin (z1,z2) on perusjérjestelmé.
Vertailuksi edelliseen ratkaisutapaan huomataan, ettd z;(t) — z2(t) = (¢Int,—1 — Int).

3. Méaritd seuraavien autonomisten systeemien kriittiset pisteet ja niiden laatu (stabiili vai epéastabiili):

T=y—1 T =—4r +2y+8
@ {7 o {77
y=-—-x+y+95, y=x—2y+ 1.

Ratk. (a) Olkoot f(z,y) =y—1jag(z,y) = —z+y+5 V(x,y) € R? kyseisen epihomogeenisen lineaarisen
systeemin maéarittelevat funktiot. Kriittiset pisteet:

{f(af,y)=0 <:){y=1

g9(z,y) =0 peyry @Y =6D.

0 1

1 1] . Maaritetaan matriisin A ominaisar-

Kuvauksen (f,g): R? — R? lineaarisen osan matriisi on A = {

vot: det(A — M) = :i\ 1 i )\‘ =M -A+1=0<+= X=1=+ilV/3 Siis juuret A ovat kompleksiset
liittoluvut, ja niilli on Re(\) = 1 > 0. Téten kriittinen piste (6,1) on epistabiili.

2



—4{E+2y+820 r1+r2{ —3xr4+9=0
<~

z=3
(b) Kriittiset pisteet: { = { — (x,y) = (3,2).

r—2y+1=0 r—2y+1=0 y =
. . o -4 2 o —4—-A 2 2
Lineaarisen osan matriisin A = 1 _o9 ominaisarvot: det(4 — AI) = 1 o] T A°+
6A+6 = 0 —< X\ = —3 £ /3. Nami ovat erisuuret ja negatiiviset. Siis kriittinen piste (3,2) on

asymptoottisesti stabiili.

4. Madritd seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu:
t=x2—y
y=2-2%—y2

Ratk. Olkoon f(z,y) = 22 —y ja g(x,y) = 2 — 22 — y? V(x,y) € R2. Kriittiset pisteet:

{f(afy)=0 {y=x2 <:){322=y
g(z,y) =0 a? +y? =2 Y+y—2=@uy—-1y+2) =0
—=l=y=1 tai x2=y:—2<:>(x,y)=(—l,1) tai (z,y) = (1,1).

Kuvauksen (f, g) derivaatan matriisi on A(z,y) = [_2;; —_21y] .

-2 1 2 -1

Matriisien A(—1,1) = { 9 :2] ja A(1,1) = {_2 _2] ominaisarvot:

—2-A -1
2 —2-A

‘2—)\ -1

det(A(—l,l)—)J):‘ ‘:A2+4)\+6:O<:>A:—2ii\/§;

det(A(L, 1) = A1) = |“ "0 7

‘:A2—6:0<:>A:i\/5.

Kriittinen piste (—1,1) on asymptoottisesti stabiili, silli Re(—2 & iv/2) = —2 < 0; koska lisiksi Im(—2 +
iv2) = £1/2 # 0, niin radat lihestyvit pistetti (—1,1) spiraalimaisesti.

Kriittinen piste (1,1) on epéstabiili, silli ominaisarvot /6 ovat erimerkkiset: satulapiste.

5. Maarita seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja radat:

= (x+1)(y—2)
g=a%—x—2.
Mita Poincarén lause kertoo kriittisten pisteiden laadusta? Luonnostele lisdksi virtauskuvio, lahinnd ratoja
virtaussuuntineen. Kertooko se jotain kriittisten pisteiden laadusta?
Ratk. Olkoon f(z,y) = (x +1)(y —2) ja g(z,y) =22 — 2 — 2 = (z + 1)(z — 2), kun (z,y) € R2. Kriittiset
pisteet:
z,y) =0 r=—1taiy =2

f@y) = ) Y < (z,y) = (—1,s) jollain s € R tai (z,y) = (2,2).

g(z,y) =0 r=—1taix=2 —_— —
Suoran & = —1 jokainen piste on kriittinen piste; kyseessd on kriittinen suora.

Jokaiseen kriittiseen pisteeseen liittyy pisteméainen rata.
Miéritetddn radat kriittisten pisteiden joukon komplementissa G' = {(x,y) € R? | 2 # —1, (z,y) # (2,2)}.

Radat joukon f(z,y) = 0 eli suorien z = —1 ja y = 2 ulkopuolella saadaan separoituvasta differentiaaliyhté-
losta:

dy _y_ gy (@+)@E-2) =z-2 / /

& _ 9 _ = = = —2)dy = -2)d

i fwy @rOg-2 g2 JUTWE JEmd

= Iy -2 =L@ —-22+Cy (CoeR) “E=X" (2 -2 — (y—2)>=C (C €R).
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Joukon g(x,y) = 0 eli suorien x = —1 ja x = 2 ulkopuolella saadaan radoille separoituva differentiaaliyhtalo
de/dy = f(z,y)/g(z,y) = (y — 2)/(z — 2), jolloin tulee sama yhtdlo [(y —2)dy = [(z — 2)dz ja sama
lopullinen kéyra kuin ylla. Néin saatiin radoista selvitettyd myos ehdon f(z,y) # 0 poistamat pisteet.

Jos C # 0, tama kéyra on C:n merkin mukaan jompikumpi hyperbeleista

(-2’ -2

VIen? - (vIch? ’

jos taas C' = 0, taméa kdyra on naiden hyperbeliparvien yhteiset aymptoottisuorat

(y—2) = £(z—2).

Néama radat ovat kriittisten pisteiden naiden hyperbelien haaroista ja niiden asymptooteista erottamilla yhte-
naisilla avoimilla kaarilla. Itse asiassa nama avoimet kaaret ovat kokonaisia ratoja, mikd nahdéan seuraavasti.
Olkoon (z(+),y(-)): A — R? maksimaalinen ratkaisu ja o € RU{#o00} viilin A péitepiste. Funktioista z(-) ja
y(+) ainakin toinen on monotoninen, kuten jiljempéni oleva f:n ja g:n merkkien tutkiminen osoittaa, joten
ainakin toinen raja-arvoista

To = tlgr(ll z(t) e RU{xoc}  ja Yo = tlgr(ll y(t) € RU{£o0}

on olemassa, jolloin radan yhtalosta seuraa, ettd toinenkin on olemassa ja patee z, € R <— y, € R.
Tapauksessa (T4, ¥o) € R? seuraa 1. kl. systeemien poistumislauseesta, etti a = —oo tai a = oo; tésti
puolestaan seuraa Lauseen 6.4 nojalla, ettd (x4, yq) on kriittinen piste. Téten jokainen dsken mainittu avoin
kaari on kokonainen rata.

Suoralla y = 2 on f(x,y) = 0 (eli virtauksella on alustavasti suunta |) ja g(z,y) = (z + 1)(z — 2) > 0
(eli virtauksella on suunta 1), jos x < —1 tai x > 2, ja g(z,y) < 0 (eli virtauksella on suunta |), jos
—1 <z < 2. Suoralla z = 2 on g(z,y) = 0 (eli virtauksella alustavasti suunta —) ja f(z,y) =3(y —2) >0
(eli virtauksella suunta —), jos y > 2, ja f(z,y) < 0 (eli virtauksella suunta <), jos y < 2. Alueissa
Gi1={(z,y) € G|z < -1} ja Gy = {(z,y) € G| x > —1} eivdt f ja g voi jatkuvina funktioina vaihtaa
merkkiddn muualla kuin suorilla y = 2 ja = 2, mikd polynomeista f ja g ndhd&én suoraankin. Saaduista
viidestd nuolesta (Kuvio 1) voidaan siis ratojen kulkusuunta méarittaa (Kuvio 2).

Vaihtoehtoisesti ennen ratojen kulkusuunnan méarittdmista voidaan ensin selvittdd f:n ja g:n merkkiyhdis-
telmét ++, +—, —— tai —+ suorien z = —1, x = 2 ja y = 2 rajaamissa alueissa ja piirtdd naiden nojalla
virtauksen suunta néissé alueissa muodossa 7, N\, " tai \ (Kuvio 3). Suorilla y = 2 ja z = 2 virtauksen
suunta maaraytyy néistd f:n ja g:n jatkuvuuden perusteella muodossa T, |, — tai .

y—2 x4+ 1]

Kuvauksen (f, g) derivaatalla pisteessi (z,y) € R? on matriisi A(z,y) = {2:5 1 0

Nyt A(2,2) = [O 3] joten det(A(2,2) —\) = ’ A A2 —9 =0 <= \ = +£3; siis matriisin A(2,2)

3 0} 3 =
ominaisarvot ovat erimerkkiset, jolloin Poincarén lauseen nojalla kriittinen piste (2,2) on epéstabiili. Tamé
néahdadn myoés Kuviosta 2.
s—2 0
-3 0
jan alkiot A\; = s—2 ja Ay = 0; tdlloin on myos det A(—1,s) = 0. Siis Poincarén lause ei t&hén tapaukseen so-
vellu. Mutta Kuviosta 2 niahdaén, etta kriittinen piste (z,y) = (—1, s) on epéstabiili, jos s > 2, ja stabiili,
mutta ei asymptoottisesti stabiili, jos s < 2.

Toisaalta, kun s € R, niin A(—1,s) = on alakolmiomatriisi, joten sen ominaisarvot ovat lavista-




