Vektorianalyysi

Kolmas luentoviikko, syksy 2011

Alla tiivistelmé kolmannen viikon aikana késitellyisté asioista.

e Maanantain luento jouduttiin perumaan sairauden vuoksi. Tiistain luen-
nolla palasimme vielé kerran differentioituvuuden késitteeseen ja todis-
timme seuraavan térkeédn tuloksen: Olkoon f: D — R, D C R" avoin.
Oletetaan, etti kaikki osittaisderivaatat di f, k = 1,...,n, ovat olemas-
sa ja jatkuvia D:ssd. Talloin f on differentioituva D:ssd. Huomaa, etté
my6s f:n jatkuvuus seuraa oletuksista.

e Seuraavaksi yleistimme derivaatan useamman muuttujan vektoriarvos-
sille kuvauksille. Olkoon f : D — R™, missa D C R" on avoin. Jos
kaikki koordinaattifunktiot f; ovat differentioituvia, niin pétee

fl@+h) = f(x)+ f'(@)h+o(|[h]]),
missd m X n—matriisille f'(z) pétee

8 I\
f(@)i; = g:;)'

Matriisia f’(x) kutsutaan kuvauksen f derivaatta-matriisiksi pisteessa
x.

e Torstaina kisittelimme ketjusdéntod vektoriarvoisille kuvauksille. Ly-
hyesti tdmé voidaan kirjoittaa derivaatta-matriiseja kayttden seuraa-
vasti. Olkoot g : D — D’ ja f : D' — RP differentioituvia kuvauksia,
missd D C R™ ja D' C R™ ovat avoimia. Yhdistetty kuvaus f o g on
talloin myos differentioituva, ja sen derivaatta-matriisi saadaan matrii-
situlona

(f o g)(x) = f'(9(x))g (z).

e Miirittelimme my6s, ettd kuvaus f : D — D', D, D' C R"™ avoimia,
on diffeomorfismi, jos silli on kddnteiskuvaus f~! : D’ — D, joka on
myos differentioituva. Huomaa, etta ketjusdénnon nojalla diffeomorfis-
min derivaatta-matriisi on kdantyva, ja

(f) (f@) = f@)



e Gradientin geometriseen merkitykseen palaamme vield uudestaan. Dif-
ferentoituvalle funktiolle kuitenkin totesimme, ettéd se kasvaa annetussa
pisteesséd voimakkaimmin gradientin suuntaan, ja vihenee nopeimmin
gradientille vastakkaiseen suuntaan. Mikali V f(z) = 0, ei tdméa tarkas-
telu ole oikein mielekés. Funktion f kédytostéd néissé pisteisséd x tarkas-
telemme erikseen myohemmin.



