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K1. Perustele itseisarvon tarkan mééaritelméan avulla, etta

(a) |z| = 0;
(b) |z = | = =f;
(©) zy| = lzly|-

(Kumpikin luvuista voi olla toisesta riippumatta < 0, = 0 tai > 0. Kay lapi
kaikki 9 tapausta.)

Ratkaisu.

(a)

Jos z < 0, niin |z| = —z > 0.

Jos x =0, niin |z| = 0.

Jos x > 0, niin |z| =z > 0.

Siis kaikissa tapauksissa pétee || > 0.

(b)

Jos x < 0, niin |z| = —z. Talléin —z > 0, joten | — z| = —=z.
Jos x =0, niin |z| =0=| — z|.

Jos x > 0, niin |z| = z. Talléin —x < 0, joten | — x| = —(—z) = =.
Siis kaikissa tapauksissa pétee |x| = | — x|.

()

Jos > 0jay >0, niin zy > 0 ja |zy| = zy. Toisaalta nyt |z| =z
ja |yl =y, joten |z[[y| = zy = |xyl.

Jos > 0jay <0, niin zy < 0 ja |zy| = —zy. Toisaalta nyt |z| =z
ja lyl = —y, joten |z|ly| = —xy = [zy|.

Samanlaisen pééttelyn perusteella yhtélo |z||y| = —zy = |ry| patee myos
silloin, kun x < 0 ja y > 0.
Jos ¢ < 0jay <0, niin zy > 0 ja |zy| = zy. Toisaalta nyt |z| = —z

ja lyl = =y, joten |z|ly| = —x(—y) = zy = |zy|).
Jos x > 0 ja y =0, niin zy = 0 = |zy|. Toisaalta nyt |z| =z ja |y| = 0,



joten [z||y| = 0 = |zyl.

Samanlaisen padttelyn perusteella yhtélo |z||y| = 0 = |zy| pitee myos
silloin, kun z = 0 ja y > 0.

Jos x < 0jay=0,niin xy = 0 = |zy|. Toisaalta nyt |z| = —x ja |y| =0,
joten [xz||ly| = 0 = |zyl.

Samanlaisen padttelyn perusteella yhtélo |z||y| = 0 = |zy| patee myos
silloin, kun =0 ja y < 0.

Jos x =0 jay =0, niin zy = 0 = |zy|. Toisaalta nyt |z| =0 ja

y =0, joten |z||y[ = 0 = |xyl.

Siis kaikissa tapauksissa pitee |zy| = |z||y|.

K2. Oletetaan, ettd |z — /2| < 27109 ja |y — /3] < 271000 Mitd voit
kolmioepéyhtélon avulla paitelld summien vélisestéd etaisyydestd |(z + y) —

(V2+V3)?

Ratkaisu.

Léahdetdan suoraan tarkastelemaan haluttua summien etiisyytta. Ensin
jarjestellddn termit uudelleen, sitten kiytetadn kolmioepéayhtéloa ja lopuksi
arvioidaan viela ylospéain sijoittamalla tehtavanannon epayhtaldiden mukai-
set luvut.

(@ +y) = (V2+VB)| < |z =V2) +(y— V3)| <o — V2| + |y - V3]

< 971000 4 9=1000 _ o 91000 _ 9—999
Nain ollen siis

l(z+7y) — (V24 V3)| <2799,

K3. Oletetaan, ettd |z — 5| < 4444, Pit#ako vilttamittd paikkansa
|22 — 25| < 4744127 Tehtiiviissi kannattaa arvioida ylospiin lauseketta
|22 — 25] vililla )4, 6].

Ratkaisu.
Koska |z — 5| on hyvin pieni (x on l&helld lukua 5), voimme surutta
olettaa, ettd 4 < z < 6. Talléin x + 5 < 11. Saamme

2% — 25| [(x +5)(x —5)| < |z + 5|z — 5| < 11|z — 5|

<
< 11- 4—4444 < 16 - 4—4444 < 42 X 4—4444 < 4—4442.

Vaite pitaa siis paikkansa.



K4. Etsi luku K > 0, jolle kaikilla vélin |1, 3] pisteilld  patee

z+1 3
< Klz—2|.
2z + 3 7‘— e -2

Kannattaa laskea itseisarvojen sisalla oleva erotus ja arvioida tdman itsei-
sarvoa ylospain niin, ettd padset muotoon "vakio kertaa |z — 2|".

Ratkaisu.
Lasketaan ensin itseisarvojen siséllé oleva erotus:

z+1 3‘_'7(x+1)—3(2$—|—3)’

7 7(2z + 3)

B xr—2 |z — 2|
2c+3 T

‘ 72z +3)| 72z + 3|

Koska x kuuluu vilille |1, 3[, tieddmme, ettd x on positiivinen. Siis
e —2] |z —2
72¢+3|  7(2x +3)

Nyt voimme arvioida lausekkeen suuruutta. Koska oletuksen mukaan x > 1,
voimme arvioida

|z — 2] |z — 2| 1
< < —lv 2.
72z +3) ~ 7(2+3) ~ 10

Siis K = L

ig- (Huomaa, ettd tdmé on vain yksi valinta luvuksi K!)

K5. Oletetaan, ettd |x — 2| < 1071090, Pitiisiks paikkansa, etti

z+1 3 ~1001
— =] <10 ?
2x +3 7‘

Kannattaa soveltaa tehtavan K4 tulosta!

Ratkaisu.

Tehtavassa K4 oletimme, ettd 1 < & < 3. Koska oletuksen mukaan
|z — 2] < 107190 2 on hyvin lihelld lukua 2. Toisin sanoen varmasti pitee
1 < z < 3. Voimme siis huoletta kiyttaa tehtavin K4 arviointeja hyodyksi.
Tieddmme nyt, etta

1
< S lr—2
w43 7 o= 2|

— 10

r+1 3‘

Koska oletuksen mukaan |z — 2| < 107109 pitee

1 1
< —9| < 710*1000 _ 1071001‘
SR TLAE T)

20 +3 7

r+1 3'



K6. Etsi sellainen luku h > 0, etta

T + 1 3 —7T77
- = T
2z 43 7‘

aina kun |r — 2| < h. Kannattaa soveltaa tehtdvin K4 tulostal

Ratkaisu.

Taas voimme olettaa, ettéd x on hyvin lahelld lukua 2 ja néin ollen
1 < z < 3. Tdmén vuoksi voimme kiyttaé tehtdvin K4 arviointeja hyddyksi.
Toisin sanoen tiedamme, etté

< Lo
=100 Ak

20+3 7

Etsimme siis sellaista lukua h > 0, jolla pétee

r+1 3‘

1
h 7777‘
—10 <7777

On siis oltava h < 10 - 777777777, joten voimme valita
h=5- 777777777,

Siis

z+1 3
243 7

aina kun |z — 2| < 5777777777,

‘ 7777—7777

K7. Pitadko kaikille x > 0 paikkansa |/ — 3| < %|x — 9|? Huom: 3 = /9.

Ratkaisu.
Kéytetaan "lavennustemppua'ja lavennetaan kiyttaen tekijaa |/z + 3|.
Saamme

VE=3lVE+3] _ I(VE—3)(/E+3)] _ (/3 )
VeSS TR S Vet S Vet
\x—9\<]x—9]<1|$_9’
= Jz+3- 3 3 '

K8. Pitiiko kaikille z > 0 paikkansa |¢/z — 2| < 1|z — 8|7 Huom: 2 =
V/8. Erotuksen /z — /8 kiisittelyssi on hytyé tehtévien alussa annetuista
kaavoista.

Ratkaisu.



Ratkaisussa kiytetdin kaavaa (a® — b3) = (a — b)(a? + ab + b?). Ratkai-
semalla téistd (a — b) ja sijoittamalla a = /x ja b = /8, saamme

33 3/g3 . .
/R /g MR il LN N i S . N
Yr° + V8Yr + V8 |+ V8 + V8| Y+ V8Yxr+ V8
|t —8] |zr—8] |x—8 _1
S D) S 2 S §*|$_8|
8 2 4 4

Nimittadjan arvionti perustui tietoon, ettd z > 0, jolloin /z > 0, jolloin
myds itseisarvo téallaisia termeja sisaltavista lausekkeesta on lauseke itse ja
poistamalla termejé varsinainen osamééra kasvaa.



