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1. Bestdm derivatan 7' (), da vektorfunktionen g(¢) definieras av
(1) g(t) = (e, te")T, (i) H(t) = (1, e’ cost, e’ sint)”.

Losning: En relativt simpel uppgift. Derivatan av en vektorfunktion &r helt enkelt
de enskilda komponentena deriverade skillt for sig:

d
—1
dt 0
ii)(@) (t) = | —e'cost | = [ €'(cost —sint)
‘3 e'(sint + cost)
—elsint

dt

2. Skriv foljande linedra DE-system i matrisform:

yi(t) = tyr () — y2(t) + e'ys(t) + sint
y(t) = —y1(t) + P2 (t) + 2y3(t)
y5(t) = 2y1(t) + y2(t) — Pys(2).

Losning: Inte heller sa hemskt krangligt. Det enda vi mast tédnka pa &r att sétta sint
skillt i sin egen matris:

v (t) t —1 e y1(¢) sin ¢
p) | =(-1 ¢ 2 va(t) |+ O
ys(t) 2 1 =) \m@®) 0

3. Sok losningsbanorna (x(t),y(t)) i implicit form till systemet

d(t) =y(l+ 2%+
Y (t) = —2z(1 + 2% + 7)



genom att substitutera z(s) = y(z7!(s)) (se Exempel 5.7 i kompendiet).

Losning: Sedan lite mer att rdkna. Temat for kursens denna del &r analysering av
“svara” ekvationssystem, dvs. ekvationssystem som inte nédvandigtvis gar att losa
i sluten form. Men dven sadana kan man med hjilp av jamviktslosningarna och
entydighetssatsen analysera, just t.ex. som vi kommer att gora hér.

Vi véljer en punkt ty som ligger nagonstans pa losningsintervallet och for vilken det
giller att y(tg) # 0. Har antar vi alltsa att y inte dr noll funktionen. Nu sa &ar z’(t¢)
inte heller 0 sa enligt resultat fran analysen finns det en omgivning U till ¢, dér x(t)
ir en injektion. Dvs. i denna omgivning gar det att definera inversfunktionen ().
Nu kan vi dven definiera en ny funktion z(s) = y(z7*(s)) som ocksa tipsas om. Om vi
nu later s = z(t) och deriverar med avseende pa t sa far vi med hjilp av kedjeregeln,
méark att vi har valt U sa att 2/(¢) # 0:

c (z(t) =t
L @) = (@Y @) (1) = itt e @Y () = xit)
t) —2z(1+22+y?) -2z
(t)

yd+22+?) oy
Nu eftersom z(z(t)) = y(z 7' (x(t))) = y(t) sa kan vi skriva sista ekvationen som:

Y(a(t) = @ @)Y (e (0) = £

—2x

Detta dr en forsta ordningens separerbar D.E som inte har triviala losningar. Vi loser
den tillnést och substituerar sen tillbaka for y.

—2x

( (t))——))@

I

/ sds:/ —2tdt &

2z()?®

= -+ C<s
y(t)?

5 +z(t)?=C

Dvs. 16sningsbanorna kommer att bilda en ellips runt origo. Det kan ocksa vara vért
att pointera ut att (0,0) skulle ha varit en jamviktslosning till systemet, samt att
detta alltsa inte kriavde 16sning av y(¢) och x(t) i nagot skede.

4. Lat t — 7(t) vara en 16sning till det linedra DE-systemet

7(t) = A®y(t) +b(t)



pa det 6ppna intervallet I C R. Visa: om y(to) # 0 for nagot ty € I, sa dr y(t) # 0
for alla t € I. Tips: entydighetssatsen for linedra DE-system.

Losning: En uppgift som till en borjan verkar konstig, man kan ritt sa enkelt hitta
pa motexempel till vad den pastar. Uppgiften blir klarare dock da man sétter till
antagandet att b(t) = 0 V¢t € I, dvs det maste vara ett homogent system. Extra
antagande som dr underforstatt &r att A(t) dr kontinuerlig pa hela I Vi bor nu visa

P1 = D2

Dir p; = 3ty € I (y(to) # 0) och py =Vt € I (y(t) # 0). Detta blir littare om vi
istéllet visar det ekvivalenta:

—pa = Ity € I(Y(t) =0) = Vt € I(G(to) = 0) = —p

) For detta ty &r alltsa 7(t) = 0 och

Nu har vi alltsa antagandet 3ty € I(y(t) =
= 0 men y(t) édr fortfarande en l6sning till var

diirmed ocksa (7)'(t) = 0 och A(t)y(t)

ekvation,

Vi ser dessutom enkelt att noll vektorn (dvs. vektorn som antar virdet 0 V¢t € I)
ocksa loser ekvationen. Nu eftersom noll vektorn ocksa ér kontinuerlig kan vi hanvisa
till entydighetssatsen och siga att 0 dr den enda l6sningen till ekvationen med detta
initialvirde pa hela I. Dvs. for den, i uppgiften givna l6sningen, ¥ maste med vara
antaganden gilla ¥ = 0. Vilket visar att Vi € [ : 5 =0

. Verifiera att (3'(t),52(t)) dr ett fundamentalssystem av 16sningar till det homogena

systemet
o (1 12\
=5 %)

da gt (t) = e™(2,1)T och B2(t) = e % (-2, 1).
Losning: For att verifiera ett fundamentalsystem till ett D.E system maste vi gora

2 saker. Vi maste verifiera att alla vektorer loser systemet skillt for sig samt att
vektorerna &r linjért oberoende, (Wronskis determinant f6r dem &r inte 0).

Vi borjar med att verifiera att vektorerna loser systemet skillt for sig:
_ 2e"t _ 14e™
70 = () = 00 = (G
112\ [2e™\  [2e™ +12e™\  [14e™
3 1 e ) T GeTt + Tt —\ 7em
Sa y'(t) ér faktiskt en 16sning. Nu gor vi samma for 2(¢):
_ —2e%t _ 10e=5
ro-(725") = oo - (1)

112 (=275 (=270 4 12e7) [ 10e~5
3 1 et ]\ —6e 4 ]\ —he



Sa dven y2(t) #r en 16sning. Det som aterstar #ir deras Wronskis determinant:

2€7t _26—575

Tt —5t

. . =2e™ . e — (—2e7 . ™) = 2e* 4 2 = 4e* > 0Vt

Eftersom tva av hittade losningarna uppfyller det givna systmet och ar oberoende
bildar de faktiskt ett fundamentalsystem.

. Verifiera att (y'(t),7%(¢),7°(t)) dr ett fundamentalssystem av lésningar till det ho-
mogena systemet

da yl(t) = et(17 07 _1)Ta §2(t) = 62t(17 _17 _1)T och §3(t) = eit(]-? 27 _7)T

Lésning: Mérk att hér finns ett till tryckfel. I orginala uppgiftens matris var —2 talet
langst ner till hoger. For den matrisen &r ingen av dom givna vektorerna en 16sning,
sa de bildar inte heller ett fundamentalsystem. Hér &r talet dndrat till—1 vilket &r
vad det borde vara.

Vi mast igen visa att alla vektorer uppfyller systemet skillt for sig samt att de &r
oberoende. For den forsta giller att:

e e
gty= 0 |=@)Yt) =0
et et
1 -1 0 et e +0+0 et
1 2 1 0 = et +0— ¢t = 0
-2 1 -1 —et —2et + 0+ ¢ —et
For den andra att

€2t 262t

70 = - | = @y = -2

—€2t _26225

1 -1 0 et e+ et 40 2¢2t
1 2 1 —e?t | = et — 2e%t — 2 = | —2¢?
-2 1 -1 —e?t —2e2t — 72 4 2 —2e2t
Och for den sista att:

eft _eft
)= 27" | = @) t)=[—2¢"
—Tet Te !
1 =1 0 et et —2e7t 40 —et
1 2 1 2¢t | = et 447t — Tt = | =2t
-2 1 =1 —T7e 7t —2e7t 4 2¢7t 4 Tet Te !



Sa alla 3 vektorer 16ser systemet skillt for sig. Det som aterstar dr wronskis determi-
nant:

e! e’ et 2t —t 2t —t
WE O, F0) = | 0 —e* 207 | =e| G 2 lvo—e| C, L =
Lot g2 ot —e*t —Te —e*t 2e

et(—GQt(—'Ye_t) . 2€—t(_62t)) . et(62t2€—t . e—t(_e%)) —

e'(7e! + 2e') — ef(2e' + ') = €'(6e') > 0Vt

Sa vektorerna &r linjart oberoende och bildar darfor ett fundamentalsystem.



