MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Analyysi 1
Ohjaus 1 ratkaisu ehdotuksia (AH)

TEHTAVA 1. Oletetaan ensiksi, ettéi |x —e™| < 2711071, Sovelletaan itseisarvolemmaa, jonka mukaan timi on
yvhtéapitavad epayhtiloiden

27107 <z —e"<271107!
kanssa. Lisataan e™ epéayhtéloihin, jolloin saadaan yhtédpitdvat epdyhtalot
271107 +em <z <2707 4 €7,
Koska 2711071 = 0,05 niin kiiyttimilli e™:n desimaalikehitelm## huomataan
23.09 < —27107 '+ " <2 <2707 + €7 < 23.20

eli 23.09 < x < 23.20. Nyt siis tiedetdén ainakin, ettd z:n desimaalikehitelm& alkaa luvulla 23.
Toistaalta

271107 4™ <23.091 < 271107 €™ ja —27M07 4 €™ < 23.190 < 271107 4 €™

Eli emme pysty tarkentamaan desimaalikehitelmid kolmannella luvulla, silli epiyhtélon |x — e™| < 2711071
toteuttaa sekd z = 23.091 ettd x = 23.190.
Olkoon |z — e™| < 27110723, Itseisarvolemmasta seuraa

27110 B e << 2711078 + €.
x23

.. . . . . /_M .o .
Nyt huomataan ettd 27110723 = 5. 1072 (timé on siis luku, jonka desimaalikehitelmi on 0,00...05). Sijoit-
tamalla tdmé e™:n desimaalikehitelméin huomataan

23.1406926327792690057290813 < —27 11072 + ™ < 2 < 2711072 + € < 23.1406926327792690057290914
Nyt siis tiedetddn
23.1406926327792690057290813 < = < 23.1406926327792690057290914,

jonka perusteella on mahdollista méarata ainakin 24 ensimmaéisté lukua z:n desimaalikehitelmésta.
Luvun z 25:n desimaalin méérittdminen ei ole mahdollista. Esimerkiksi

—2711072 + €™ < 23.140692632779269005729082 < 27110723 + €™
ja
—271072 4 ™ < 23.140692632779269005729091 < 27110723 + ™

eli itseisarvolemman nojalla ei voi méadriatd 25:tt4 desimaalia silld se on edellisissé esimerkeissi eri luku (8 ja 9).

TEHTAVA 2. Jos |3z — 2| < 1 niin itseisarvolemman perusteella timé on yhtépitavid sen kanssa, ettd
-1<3z—-2<1.
Voimme lisatd luvun 2 epayhtéloihin, jolloin saadaan yhtéapitavasti
1 <3z <3.

Nama epayhtdlot ovat puolestaan yhtapitdvid epayhtiloketjun

1
-<z<l1
3 T



kanssa. Tdmé ndhdddn kertomalla luvulla 1/3 > 0.

TEHTAVA 3. Itseisarvon tarkka médritelmé on
| = T ,x >0
T l-z ,z<0
a) Todistetaan tapaukset > 0 ja x < 0 erikseen. Jos x > Oniin |z| = 2 > 0. Jos & < 0, niin —z > 0, joten

varmasti —z > 0. Nyt ndhdéén |z| = —z > 0. Eli molemmissa tapauksissa viite on tosi.
b) Todistetaan tapaukset > 0 ja x < 0 erikseen. Jos x > O,niin —z < 0 ja mééritelmén perusteella:

| — [ = —(-2) =2 =[]
Jos z < 0 niin —z > 0 ja
| —z| = —z = |z|.
¢) Seurataan tehtdviin ohjetta ja tarkastetaan kaikki 9 vaihtoehtoa:
1. Jos x =0 ja y = 0 niin
zy| =10-0] =[0] =0=0-0=10[[0] = |z[ly].
2. Jos £ =0 ja y > 0 niin
[zy| =10yl =0 =0="0-y = [0]|y| = [x][yl.
3. Tapaus y = 0 ja > 0 todistetaan samalla tavalla kuin 2.
4. Jos x =0 ja y < 0 niin
2yl =10-y[ = [0] =0 =0-(=y) = [0[ly[ = [[[y].
5. Tapaus y = 0 ja x < 0 todistetaan samalla tavalla kuin 4.
6. Jos z > 0 jay > 0 niin zy > 0 ja
|y = zy = |z|ly|.

7. Jos x > 0jay <0 niin zy <0 ja

2yl = —ay = - (—y) = |z(ly|.
8. Jos z < 0jay>0nin zy <0 ja

vy = —ay = (=) -y = =[]yl
9. Jos z < 0 jay < 0niin zy > 0 ja

zy| = wy = (=x) - (=y) =[]yl

TEHTAVA 4. a) Polynomien kertolasku antaa
(- +23+2° 42+ 1) =+ +23+ 2% +2) - (@' + 23 422+ +1) =2° — 1,

joten véite on tosi.
b) Kéyttdmilld a) kohdan tulosta ndhdddn

|2 =1 =z - D(z* + 2> + 2>+ +1)| = |z — 1|z* + 2> + 22 + = +1].



Jialkimmaéinen yhtidsuuruus seuraa tehtévin 3. kohdasta c). On siis 16ydettivd K, joka toteuttaa epayhtilon
lz—1(z* +2® +2? + o+ 1) < K|z — 1],

Ylli on myds kiiytetty tietoa (z* + 2® + 22 + 2 + 1) > 0, kun x €]1/2,3/2], eli itseisarvomerkit on voitu jittia
pois.

Kaytdmme seuraavaa jérjestysrelaatioon liittyvaa tulosta: Jos 0 < z < y niin 2" < y”, kun n € N. Jos siis
x €]1/2,3/2], niin 2" < (3/2)" kaikilla n € N. Tésté voidaan péitelld, ettd kaikilla 2 €]1/2,3/2[ on voimassa

et 1< (320 4 (3/2)° + (3/2)% + (3/2) + 1 = %

josta seuraa
211
o —1|(2* +2® + 22 +24+1) < ﬁkn— 1].

Huomaa, ettd edellisessé epéyhtélossé ei voida korvata symbolia < symbolilla <, silld tapaus x = 1 on otettava
huomioon. Voimme siis valita K = 211/16 tai minki tahansa sitd suuremman luvun.

c¢) Tarkastellaan ensiksi tilannetta |z — 1| < 1 joka on itseisarvolemman mukaan yhtépitdvii sen kanssa, ettd
0 < z < 2. Nyt huomataan, ettd jos 0 < z < 2 niin

e +1<2v 4224224241 =31

Valitaan sitten h = 7777777 /31 > 0 eli tarkastellaan z:n arvoja |z — 1| < 7777777 /31. Koska 777777 /31 < 1 niin
kaikilla |z — 1| < h piitee my6s varmasti #% + 2% + 22 + x + 1 < 31. Tésti seuraa, etté kaikilla | — 1| < h on
voimassa

7—TTTTT

2% — 1| =]z —1@@* +2* + 22 +2+1) <31z — 1| < 31— = 7777777,

Eli h = 7777777 /31 > 0 kelpaa.



