Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Differentiaali- ja integraalilaskenta I
2. vialikoe

20.12.2004

1. Maéritd vektorikentdn F : R? — R3,
Fx,y,2) = (=, 2, =),
divergenssi V - F ja roottori V x F.

2. Olkoon A ¢ RR? kolmio, jonka krjet (x,y) ovat pisteissi (1, 0), (2, 0) ja

(2, 1). Médriti integraali
2y
~—dxdy.
f A X T

A={x)eR*: (x-H2+)2 < 1),

Mairitd integraali
f f xdxdy
A

kédyttamalld muuttujanvaihdossa kuvausta w [0, 3] X [0, 27] — R?,

3. Olkoon

w(r, ¢) = (3 + r cos g, rsin p).

4. Olkoon F : R? = R?, F(x,y) = (Sy, 3(x + 1)). Mriti

95 F - ds,
aD

kun D c IR? on origokeskinen 2-siteinen kiekko B(0, 2), jonka reunaa
0D esittiid positiivisesti suunnistettu polku.

Vastaa kurssikyselyyn http://mathstat.helsinki.fi /kurssit/kysely/
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12.1.2005

1. Onko vektorikentti F : R? — R?,

F(x,y) = (¢, x)
eksakti? Jos on, niin méiritd vektorikentin F potentiaali u : D —» R,
jolle u(1,2) = 3.

2. Olkoon A ¢ R? kolmio, jonka kirjet (x, y) ovat pisteissi (0, 1), (1, 1) ja

(1, 2). M&dritd integraali
2y
—dxdy.
j:[; o dxdy

D={(xy)eR*: 2 +y’<1, y> 0}

Maéiritd integraali
ff (2 +y)) dxdy
D

kiyttimalld munttujanvaihtoa

3. Olkoon

(7, ) > (rcos g, rsing).

4. Olkoon D ¢ R3 kuutio
D={x,y,0eR:|d <1, lyl<1jalzg <1}

([ 7-sas.
abp

kun F : R?® — R3 on vektorikentti
Flx,y,2) =(x-1,-2y + 1,37).

Maiiritd integraali
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1. Maarité funktion f(z,y) = 5z + 2y suurin ja pienin arvo joukossa A = {(z,y) € R? :

5z? + 2y = 14}.
//xy dzdy
A

kun A on kolmio, jonka kérjet ovat pisteissi (0,0),(1,0) ja (1,1).

Y
f/mda: dy
A

kun A={(z,y) eR?:0<z <1, 0<y<az}

2. Maarita

3. Maarita

4. Miten méaritelliin integraalit

/fds ja /FdE?
¥ ¥
[reaa=- [ras
¥ ~

missé 1 : [a,b] = R™ ja (—v)(t) = (b — (t — a)).

Niyta, etti
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VEKTRORIANALYYSI
KURSSIKOE 2
11.12.2006

1. Laske integraali
/ fdl‘ldl’g,
D

kun f: D — R, f(z) := 2223 +23 ja D on tasoalue, joka on yksikkokiekon ja ensimméisen
kvadrantin leikkaus, eli

D:={z=(z1,20) ER? | |z| < 1,21 > 0,25 > 0}

2. Laske kiyrdintegraali
/yzdm — 22dy + dz,

~

kun - on kolmesta janasta koostuva murtoviiva, jonka alkupiste on (1,1, 0), loppupiste on
(0,0,1) ja muut kérkipisteet ovat (1,1,1) ja (1,0,1).

3. Onko seuraava vektorikenttd F : R? — R? eksakti, ja mikéli on, m#iréd sen jokin
potentiaali:
a) F(z,y) := (cos(z + y) — zsin(z + y), —z sin(z + y))
b) F(z,y) := (zcos(z + y), —ysin(z + y))
4. Laske vektorikentan
F(z,y,z):= (3y36“‘”222, —3z3 cos(yz), cos(xy) sin(yz))

roottorin vuo puolipallon kuoren S (normaalivektori ylospéin) lapi,

S={(z,y,2) ER® | 2* + 32+ 22 =1, 2> 0}.
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1. Maérita

T+y
—— dx dy,
/[42+x—y 4

missi A= {(z,y) ER*:0< e +y<2,-1<z—y<1}.

2. Oletetaan, ettéd v : [a,b] — R? on jatkuvasti derivoituva ja injektiivinen
ja liséiksi ettd vi(a) > y2(a) ja kiiyrd jonka polku v madritad on {(z,y) €
R?:0 <z =y* < 1}. Olkoon F(z,y) = (y,2) kaikilla (z,y) € R2.
Miérité (dr merkitsee samaa kuin d3)

(a) / 12F)(z, y) ds

v

(b) /F(:L’, y) - dr.
¥
3. Oletetaan, ettd 0 < a < b ja f : [a,b] — R on jatkuvasti derivoituva.
Funktion kuvaaja, missd y = f(z), pydriht44 kierroksen z-akselin ympéri
zyz-koordinaatistossa. Johda syntyvin pyérihdyspinnan pinta-alalie kaa-
va médrittelemilld pinnan parametriesitys r : D — R? ja masrittamalla

Jg dS, missi S on kuvajoukko r[D].

4. Olkoon A = {(z,y) € R* : y > 0}, B = {(z,y) € R*> : y < 2} ja
C = {(z,y) € R’ : y < —z} ja olkoon F : AUBUC — R? jatku-
vasti derivoituva vektorikenttd. Oletetaan, ettd u : A — R on potentiaali
(rajoittuman F|A, joka téten on konservatiivinen) ja vastaavalla tavalla,
ettd v: B — R jaw: C — R ovat potentiaaleja. Madriti

/YF(a:y) dr

kun v : [0,27] — R?, 7(t) = (cost,sint) ja tiedetdin, ettd u(2,1) =
v(0,-1) = w(~2,1) = 1 ja u(-2,1) = v(2,1) = w(0,—1) = 2. Onko
koko vektorikentélld potentiaalia v : AU BUC — R? Onko kentin
rajoittumalla joukkoon A U B potentiaalia u : AU B — R? Perustele!




