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13. 5. 2004

1. Todista, ettd tason aliavaruudet

A={®wHy20}UH%mlx20}
ja
B ={(z,0) |z e R}

ovat homeomorfiset.

2. a) Osoita, etts Jjokainen metrisen avaruuden suppeneva jono on Cauchy-jono.

b) Osoita, etts Jjokainen metrisen avaruuden Cauchy-jono on rajoitettu,
3. Olkoon
FrASR f(2,9) = o+ 2y — (22 +42)2,
missd 4 = {(z,y) € R [1< 2?4942 < 4} . Todista, ettd kuvaus f saa suurimman ja
pienimmén arvonsa maédrittelyjoukossaan.

4. Esita esimerkki avaruuden R epiyhteniisists Joukoista 4 ja B, joiden yhdiste AUB on
yhteniinen.
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1. Esitd esimerkki homeomorfisista metrisists avaruuksista, jotka eivit ole isometrisii.
2. Merkitdén f:[1,2] — [1,2],

f(@) = 5(+2/2).

Médéritellddn reaalilukujono (@n)nen asettamalla ag = 1 ja ant1 = f(an), kunn € N.
a) Todista, ettd f on kutistus eli L-lipschitzkuvaus jollakin L < 1.

b) Todista (esim. Banachin kiintopistelauseen avulla), etts jono (@n)nen suppenee R:ssi,
mutta ei Q:ssa.

3. Milloin diskreetti metrinen avaruus, jossa on {0, 1}-metriikka, on a) tdydellinen,
b) kompakti, c) yhtensinen?

4. Maarita tason R? osajoukon

A={(z,y) eR?| |y <sinz}

komponentit.
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1. Olkoot A = {(z,y) e R®:z+y=1}ja f: A — R kuvaus
f(z,y) =z, kun (z,y) € A,

Tutki, onko f
a) homeomorfismi,
b) isometria.

2. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia, joista X on kompakti, ja olkoon
f+ X =Y jatkuva. Osoita, ettd jos A C X on tdydellinen, niin fA
on kompakti. Anna esimerkki, joka osoittaa, ettd tulos ei péde, jos
X ei ole kompakti.

3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, A C X, ja (z,) jono A:ssa. Osoita,
ettd jonon jokainen kasautumisarvo kuuluu joukkoon A.

4. Esitd metrisen avaruuden X komponentin ja X:n osajoukon E se-
paraation médritelmét. Osoita, ettd jos metriselld avaruudella X on
separaatio X = A|B ja jos C on X:n erdis komponentti, niin C
siséltyy toiseen ja vain toiseen joukoista A ja B.

Vastaa kurssikyselyyn http://mathstat .helsinki.fi/kurssit/ kysely/
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1. Olkoon f :[0,1] — R kuvaus
f(z) =€®, kun z € [0,1].

Tutki, onko f
a) bilipschitz,
b) upotus.

2. Olkoot X ja Y metrisii avaruuksia, ja olkoon f: X — Y jatku-
va. Osoita, ettd jos A, B C X ovat yhteniisis ja AN B # (0, niin
f(AU B) on yhteniinen. Anna esimerkki, joka osoittaa, etts tulos
ei pide, jos f ei ole jatkuva.

3. Olkoon (X, d) kompakti metrinen avaruus ja (z,) X:n jono, jolla on
tasmalleen yksi kasautumisarvo a. Osoita, ettd z, — a.

4. Esitd ma#ritelmit rajoitetun lineaarikuvauksen A : E — F normille
|A| ja luvulle I(A), kun E ja F ovat normiavaruuksia. Osoita, ettd
jos A: E — F on rajoitettu lineaarikuvaus, niin

HA)|z] < |Az| < |A|z|
kaikilla z € E.

Vastaa kurssikyselyyn http://mathstat.helsinki.f i/kurssit/kysely/
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1. Asetetaan Rin osajoukot A = [0,1], B = [1,3] ja C = B\ {2}. Tutki,
ovatko
(a) A ja B homeomorfiset,
(b) A ja C homeomorfiset.

2. Tutki, onko joukko
D={(z,y) eR*: 2’ +y <1}

(a) kompakti,
(b) taydellinen.

3. Olkoon C metrisen avaruuden (X, d) komponentti ja a € X. Osoita, ettd
jos () on sellainen X:n jono, ettd z, — a ja z, & C vain direllisen mo-
nella indeksilld n € N, niin a € C.

4. Olkoot (X, d) ja (Y, d') metrisii avaruuksia ja olkoon A C X.
(a) Esitd maaritelmi kuvauksen f: A — Y raja-arvolle pisteessi a € A
pitkin joukkoa A.
(b) Osoita, ettd jos b = lim f(x), niin b € fA.
z€A

Vastaa kurssikyselyyn
http://mathstat.helsinki.fi/kurssit/kysely/
heti tentin jilkeen!
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4.

. Olkoon f:[0,1] = R,

f@)=z*+z+1, z€(0,1].
Tutki, onko f
(a) bilipschitz,
(b) isometria.

Olkoot
A={(z,y) eR*: 2? +¢y* = 4}
aB=8 (0,1) tason suljettu yksikkokiekko. Tutki, onko AU B
(a) yhtendinen,
(b) kompakti,
(c) téydellinen.

Osoita, ettd metrisen avaruuden (X,d) jonon (z,) kasautumisarvojen
joukko on suljettu.

(a) Olkoot (X,d) ja (Y,d') metrisid avaruuksia. Esitd X:ssi tasaisesti
jatkuvan kuvauksen f: X — Y mééritelma.

(b) Olkoon 4; = {(z,y) € R*: 2y = j}, missd j = 0 tai 1, ja X = Ag U
A;. Osoita, ettd yhtdlo f(z,y) = zy méidirittelee jatkuvan funktion
f: X — R, joka on tasaisesti jatkuva joukoissa Ay ja A;, mutta ei
koko X':ssi.

Vastaa kurssikyselyyn

http://mathstat.helsinki.fi/kurssit/kysely/

heti tentin jilkeen!
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1. Miten méaritelldén joukon A C X reuna 047 Jos X = R ja A = {0},
niin maarita 0A.

2. Mitd tarkoitetaan kontraktiolla f : X — Y? Anna esimerkit sellaisista
kuvauksista f: R — R, ettd (a) f on kontraktio ja (b) f ei ole kontraktio.

3. Olkoon f : [0,1] — R. Osoita f on jatkuva silloin ja vain silloin kun
fm graafi {(z, f(z) : = € [0,1]} on R%n kompakti osajoukko.

4. Mitd tarkoitetaan joukon E C X separaatiolla? Maiéritd joku ratio-
naalilukujoukon Q C R separaatio.



