HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Todennikoisyyslaskenta 11, syksy 2017
Kurssikoe 20.12.2016 — Ratkaisuehdotuksia

1. Satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio on
fxy(@y)=ca?(1-y)1{0<y <1, 0<z <2y}

a) Laske vakion ¢ arvo.
b) Laske satunnaismuuttujan X reunatiheysfunktio fy.
c) Laske odotusarvo E( XY?).

Ratkaisu: Huomautus! Alla oleva ehdotus on hyvin seikkaperiinen kuvaus jokaisesta
askeleesta. En luonnollisestikaan esitéd, ettd taméa olisi mallivastaus vaan ainoastaan
vastaus, jossa jokainen kohta on kirjoitettu nakyviin.

a) Kohdassa a) vakion c¢ arvo selvida yhtalosta

/fX’y(x,y)dxdy =1.

Tama yhtélo seuraa siis siitéd, ettd funktio fxy on yhteistiheysfunktio (se on
my6s positiivinen annetussa joukossa, vaikka 1 —y < 0 jos y > 1) . Fubinin
lauseen avulla voimme laskea vasemman puolen tasointegraalin

1 2
/fx,y(ﬂf,y)dfﬂdy =/ dy Y da cz’(1—y)
0 0

missa kaytimme apuna sité, etta indikaattorifunktiosta tiedimme suoraan, etta
0 < z < 2y, joten on helpompi integroida ensin muuttujan x suhteen ja sitten
integroida y yli vilin (0,1).%.

Nyt sisempi integraali on

2y

/02y0x2(1 —y)dr =c(1—vy) /;y r?dr = c(1 —y) / 570 = 3e(l—y)(2y)°

Koska (2y)® = 8y>, olemme siten jo paitelleet, etté

1 2 1
/fx,y(x,y)dwdyz/o dy | dzca®(l—y) = ?/o v} (1 —y)dy

Integroimalla edelleen saamme

8c [l 4 8c 1 8c 8,1 1
= 1— dzi/ S _ffdy ==/ LA L= (Z_Z
30y( y)dy 5 ),V vy 304y = 3(4 5)
780 5—4720
3 4-5 3-5

!Toisaalta, jos kurkkaamme b)-kohtaa, niin huomaamme etti voisi olla kiytinnollisempdd kiyttid
toista integroimisjérjestysté, silld b)-kohta tulisi tehtyd samalla. Eli erds lihestyminen olisi tehdé b)-kohta
vakiota ¢ vaille ja ratkaista vakio ¢ osana b)-kohtaa. Me tietenkin teemme harjoituksen vuoksi molemmat
integroinnit :)



Kaiken kaikkiaan olemme paételleet, etté
2c
15

1= /fX,Y(Iay)dxdy =
15

joten kysytty vakio on Presemossakin mainittu ¢ = 3.

Kohdassa b)-kysyttiin satunnaismuuttujan X reunatiheysfunktio fy. Tieddm-
me, ettd tama saadaan integroimalla y "pois”, eli

fx@) = [ fxr(ey) dy

On oleellista, ettd tdman integroinnin jalkeen mitdan viittausta muuttujaan y
ei ole (eli jos vastauksessa y oli jéljelld, on varsinaisilta ratkaisupoluilta astut-
tu jossain vaiheessa harhaan). Integroinnin helpottamiseksi "viskotaan” kaikki
pelkédstdaan muuttujasta x riippuvat termit "pihalle”, joten aloitetaan:

fX(:B):/OO cr?’(1—y)1{0<y <1, 0<x<2yldy

—00

:cx21{0<x}/ (1-—y)1{0<y<l1, z<2y}dy

Jos integrandissa esiintyvé indikaattori ei havia, niin * < 2y < 2-1 < 2. Jos
siis > 2, niin vdistdméttd fy(x) = 0. Voimme siis kirjoittaa,

fx(@)=c2z®1{0 <z < 2}/_0:0(1—y)1{0 <y<l,y>x/2}dy
=ca’1{0<x < 2}/01(1—y)1{y > /2 }dy
=cr’1{0<x < 2}/9;2(1 —y)dy.
Olisimme tosin péaasseet tdhdn suoraankin huomaamalla etta

{0<y<l,0<z<2y}={0<z<2 2/2<y<l1}

Tamaéan voi paatella ratkomalla epayhtaloita tai miettimalla kuvaajaa. Joka ta-
pauksessa padsemme nyt integroimaan.

fX(:B):cle{O<:v<Q}Liz(l—y)d:cx21{0<:r<2}/ 11—y
x/2
=c’1{0 <z <2}3(1— (2/2))* = 3c1{0 <z < 2}2*(1 — x + 127)

Koska a)-kohdan mukaan ¢ = %, voimme todeta, etté
15(1,.4 3 2
22—’ 4+27), kun 0<z <2,
fx(@) =41 G ) .
0, muulloin.

Tarkistetaan viela, ettd saatu funktio on tiheysfunktio. Luonnollisestikaan téta
ei tarvitse tehda :) mutta antaa lisdtukea paatelmille. Se, ettd funktio on posi-
tiivinen seurasi esityksest’ fx(x) oc 2%(1 — (2/2))? kun 0 < x < 2. Lasketaan

0o 2
/ fx(@)de =18 [ (Ga* =2’ +2%)de = [ (£a° — 12 + 32?)
. 0




kuten pitikin. Jos laskuja teki laskimella, ei véalivaiheita varmastikaan tarvinnut
nain montaa.

c) Kohdassa c) kiytetimme tiedostamattoman tilastotieteilijin lakia®. Nyt kaikki
satunnaismuuttujat X ja Y ovat positiivisia (eli todennékoisyydella yksi X > 0
ja Y > 0. Siispa integroituvuuskysymys ei astu edes kuvioon mukaan :) joten
voimme aloittaa laskemisen.

1 2
E(XY?) = /:vyzfx,y(x,y)dxdy =/ dy/ uy - ca’(l - y)da
0 0

:c/olyQ(l—y)(/O2yx3dx> dy:c/01y2(1—y)< /Qyix‘l) dy

1 1
= c/o v (1 —y) - 3(2)" dy = 40/0 y'(1—y) dy
. 1
:40/0 y6—y7dy:4c/;y7—§y8 =4dc- (2 —3)=4c &
0

oo

Koska a)-kohdan mukaan ¢ = 135 , saamme odotusarvolle siten lukuarvon

_ 15 __ 15

L
78 T 4T T 28"

E(XY?) = 20
Tietenkaan tarkeinté ei ollut tamé lukuarvo vaan retki sinne ja takaisin. :)

2. Olkoon X ja Y satunnaismuuttujia, jotka ovat tasajakautuneita valilla (0,1) ja
riippumattomia. Maaritellaan satunnaismuuttujat

U=2X-Y, V=X+4Y

Laske satunnaismuuttujien U ja V yhteistiheysfunktio sekd satunnaismuuttujan
U reunatiheysfunktio fy;. Kerro lyhyesti perustellen, noudattaako satunnaisvekto-
ri (U, V) tasajakaumaa jossakin tasoalueessa vai ei.

Ratkaisu: Huomautus! Alla oleva ehdotus on hyvin seikkaperédinen kuvaus jokaises-
ta askeleesta. En luonnollisestikaan esita, etta tamaéa olisi mallivastaus vaan ainoas-
taan vastaus, jossa jokainen (tarvittava) kohta on kirjoitettu nakyviin. Koska on téy-
sin vaihtoehtoisia tapoja lahestya tehtédvaé, niin kaikkia mahdollisuuksia ei ehdotus
myoskaan kata. Edelleen, suosittelen katsomaan kertaustehtévissé ollutta tehtévas,
jonka ratkaisussa kaytin suoraviivaisempaa muistisaantoa. Tama suoraviivaisempi
tapa on aivan riittava.

Tehtédvanannon perusteella voimme suoraan selvittdd satunnaisvektorin (X,Y) ja-
kauman, silla reunajakaumat ovat

fx@)=1{0<z <1}, fry) =1{0<y<1}
ja X LY joten yhteistiheysfunktio saadaan kertolaskusaannolla
fxy(z,y) =1{0<z<1,0<y<1}

Toisin sanoen, satunnaisvektori (X,Y’) noudattaa tasajakaumaa yksikkineliossd.

2Térked havainto on, ettd satunnaismuuttujat X ja Y eivit ole riippumattomia, vaikka yhteistiheys-
funktio hieman nayttda olevan tulomuotoa, silld indikaattorifunktiota ei voi esittdd tulomuodossa. Siispa
emme voi olettaa, ettd E( XY?) olisi sama kuin EXEY?



Luentojen perusteella meilld on (ainakin) kaksi tapaa ldhestyé tata kysymysta. Voim-
me huomata, ettd kyseessa on lineaarinen muunnos ja kayttda tietojamme affii-
neista muunnoksista surutta apuna. Toinen on kidyttdd muuttujanvaihtokaavaa ja
diffeomorfismeja joko eksplisiittisesti tai implisiittisesti. Seuraavassa kiytdamme ek-
splisiittista tapaa, missd kirjoitamme ndkyviin muunnokset (U,V) = ¢(X,Y) ja
h(U, V)= (X,Y).

Tehtavénannon mukaan (U,V) = ¢g(X,Y), kun ¢ on kahden muuttujan vektoriar-

voinen funktio
s = (o) = ()= (03 C)

Tasta huomaamme itse asiassa, etté kyseessa on lineaarinen kuvaus ja voisimme hyvin

N IOV R AR
=7

ja A71 on sen kdanteismatriisi. Kaanteisfunktion h saa siis joko ratkaisemalla yhté-

l6parista
u=2xr—y
v=u1x+4y

muuttujat x ja y tai laskemalla kadnteismatriisi A=! ja toteamalla, etté

—_ ha (u,v) i
h(u,v) = (hg(u,v) =A ;
Ratkaistaan tamé ratkaisemalla yhtalopari (kddnteismatriisin varmaankin saa suo-
raan laskimesta).

{u:2$—y PN {4u:8x—4y PN {4u:8x—4y

kun A on matriisi

v=u1a+4y v=u1x+4y v+ 4du = 9x

u:?m—y yzZla:—u y:%lv—i—gu—u

v = 5(v+4u) r = g5(v+4u) r = 5(v+4u)
=L12v—u r=1t4u+v

v = 5(v+4u) = 5(—u+2v)

Eli toisin sanoen, kdanteisfunktio A on lineaarinen kuvaus,

o= (i) = () =2 (4 2) () = (fe )

Voimme siis todeta, ettd kuvaus g on bijektio tasolta R? itselleen, eli g: R? — R? on
bijektio. Siten myos kadnteiskuvaus h: R — R? on bijektio.

Edelleen luentojen pohjalta voimme sanoa, ettd se tédssa tapauksessa lineaarisena
kuvauksena diffeomorfismi, mutta voimme tarkistaa sen myo6s varmistamalla, etta
g ja h ovat jatkuvasti derivoituvia eli ettd derivaattamatriisien komponentit ovat
jatkuvia.



Kuvauksen h derivaattamatriisi on

Ouhi(u,v) Ophy(u,v)\ 1 (4 1 _ gt
Oyha(u,v) Oyho(u,v)) 9 \—=1 2)

ja vastaavasti kuvauksen g derivaattamatriisiksi saamme matriisin A. Vakiofunktiot
ovat jatkuvia, joten kuvausten ¢ ja h diffeomorfisuus koko tasossa on selvitetty.
Luentojen perusteella voimme nyt todeta, ettd (U, v) on jatkuvasti jakautunut ja sen
tiheysfunktio (koko tasossa) on siten

fo (u,v) = [ Jn(u,v) [fxy (ha(u,v), ha(u, v)),

missé Jp,(u,v) on kuvauksen h Jacobin determinantti eli derivaattamatrisiin deter-
minantti

4
Jh(u,v) — det (auhl(u> U) avhl(uav)> = det ( 9

OO =

Ouha(u,v)  Oyha(u,v) —1 ) = gs(4-2—(-1)-1) =}

Koska fxy tunnetaan jo ja tieddmme lausekkeet funktioille h; ja he, saamme ek-
splisiittisen esityksen yhteistiheysfunktiolle

fov(u,v) = $1{0 < hy(u,v), ha(u,v) < 1}
=iH{0<4u+v<90<20—-u<9}

Tasté havaitsemme jo, ettd (U, V) noudattaa tasajakaumaa tasoalueessa
B={(u,v) €R*;0<4u+v<90<2v—u<9}

sillé se saa vakioarvon jossain joukossa B ja jos se ylipaatdan on yhteistiheysfunktio,
on taman joukon B pinta-alan silloin oltava darellinen ja nollasta eriava. Taméa on
seurausta muuttujanvaihtokaavasta. Jotta paremmin nékisimme, millainen joukko B
on, niin kirjoitamme siiné esiintyvat 4 epayhtaloa toisessa muodossa

v > —4u
v<9—4u
v > su
v < % + %u
Néama kuvaavat puolitasoja, joiden leikkaus on joukko B. Havaitsemme, etté kyseessa

on suunnikas, jonka kérkipisteiden koordinaatit ovat (0,0), (2,1), (—1,4) ja (1,5).
Itse asiassa ndmé ovat yksikkonelion karkipisteiden kuvat lineaarisessa kuvauksessa

g.
Voimme siten olla varmoja, etta satunnaismuuttujan U reunatiheysfunktio on nolla,
kun v > 2 jau < —1. Kun 0 < u < 1, niin kuvasta ndemme, ettd —4u < v < %—I—%u.
Siispé

9,1
g taou

fU(u):/_o:ofU,V(u,v)dv:/ sdv=3(5 +iu+4u)=3(1+u)

—4u

Kun 0 < u < 1, niin kuvasta ndemme, etta %u <v < % + %u Siispa
9,1

2 tau

fU(U) = /_O:O fuv(lb,’l))dl} = /1 éd’u =

iu

Ol
o
N[



Kun 1 < u < 2, niin kuvasta ndemme, etta %u < v <9 —4u. Siispa

9—4u

fu(u) :/_O:ofUﬁv(u,v)dU :/1 sdv=109—4du—Ju)=1—3Ju=3(2-u)

2

Ol

2 u

Kaiken kaikkiaan, satunnaismuuttujan U reunatiheysfunktio on paloittain maaritelty
(I4+wu), kun —1<u<0

kain O0<u <1

kun 1 <u <2

muuten.

fo(u) =

O NI= N N
—_ >
[\
|
IS
SN~—

Luonnollisesti nuo integroinnit olisi voinut péaatella kuvasta, silld kuvasta nékee, etta
valilla 0 < u < 1 etdisyys alarajasta ylarajaan ei muutu (joten fy; on talldin jokin
vakoi) ja se vdahenee lineaarisesti nollaan kun u kasvaa luvusta 1 lukuun 2 ja vas-
taavasti kun u vahenee luvusta 0 lukuun —1. Talloin f; selvidd kertovaa vakiota
vaille ja tdméan saa vaikka tehtavian la) mukaisella tavalla.

. Olkoon X ja Y satunnaismuuttujia, joiden jakauman kuvaa hierarkinen malli

X[ (Y =y)~Uy—4,4y)
Y ~U(-1,2)

a) Maaraa mallin avulla, mikd on ehdollinen odotusarvo E(X | Y).
b) Laske EX .
c) Laske yhteistiheysfunktio fxy .

Ratkaisu: Ratkaisuehdotus: Huomautus! Alla oleva ehdotus on hyvin seikkaperai-
nen kuvaus jokaisesta askeleesta. En luonnollisestikaan esité, ettd tamé olisi malli-
vastaus vaan ainoastaan vastaus, jossa jokainen kohta on kirjoitettu nakyviin. Esi-
merkiksi kohdassa a) tehtédvdannossa sanottiin, etté riittda kertoa, mika on ehdolli-
nen odotusarvo ja my6hemmin c)-kohdassa ehdollinen tiheysfunktio, kun ehdollinen
jakauma on annettu suoraan.

a) Kohdassa a) riittdé lukea suoraan kysytyt tiedot. Tehtavinannon mukaan jokai-
sella y e Ron X | (Y =y) ~ U(y — 4,4y). Jos kiinnitdmme y:n ja merkitsem-
me Z ~ U(y —4,4y), niin satunnaismuuttujalla Z on siten sama jakauma kuin
satunnaismuuttujalla X on ehdolla ettd Y = y. Tieddmme siis luentojen ja toi-
vottavasti luntin tai muun vastaavan nojalla, ettd EZ = £ (dy+y—4) = 2y—2.
Tamén perusteella tiedimme, etta satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusar-
vo ehdolla Y =y on

m(y) =E(X |Y =y) = Jy—2.

Luentojen maéritelman mukaan satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusar-
vo ehdolla satunnaismuuttuja Y on siten satunnaismuuttuja m(Y), joka siis
saadaan muunnoksena satunnaismuuttujasta Y, joka siis saadaan muunnokse-
na satunnaismuuttujasta Y . Kysytty ehdollinen odotusarvo on mallin mukaan
siten

E(X|Y)=3Y -2



b) Téssd kohdassa voidaan joko kdyttdd apuna c)-kohtaa ja tiedostamattoman
tilastotieteilijan lakia tai sitten voimme laskea kysytyn odotusarvon iteroidun
odotusarvon avulla. Luentojen mukaan

EX =EE(X|Y),
joten voimme a)-kohdan avulla laskea tdmaéan silld nyt
EX=EE(X|Y)= E(gY—Q) = %EY—Q.

Edellisessa sijoitimme vain a)-kohdan ehdollisen odotusarvon iteroidun odo-
tusarvon kaavaan :) Satunnaismuuttujan Y jakauma on annettu, joten sen odo-
tusarvo voidaan laskea, ja siten saamme EX :n laskettua.

EX=2EY -2=2 -1(-1+2)-2=35.1-2=

FNSY
(00
PN

¢) Nyt tarvitsemme mallin antaman ehdollisen tiheyden satunnaismuuttujalle X
ehdolla, ettd Y = y. Koska mallin mukaan tamé noudattaa tasajakaumaa, niin
paattelemme

e | y) = {ml{y—4<x<4y}, kun fy(y) >0

0, muuten.

_ ﬁl{y—4<x<4y}, kun fy(y) >0
0, muuten.

Vastaavasti Y ~ U(—1,2), joten satunnaismuuttujan Y tiheydeksi saamme

1
frly) =g1{-1<y<2}.
Yhteistiheysfunktio saadaan néisté kertolaskusaannollé

fxy(@,y) = fyW)fxy(x|y)

joten

fxy(zy) =31{-1<y<2}: Hy—4<z<4y}

1
9y +12

3y +4

H{-1<y<2y—4<z<dy}.

Vaikka edelld olimme maéritelleet ehdollisen tiheyden myos silloin kun fy (y) =
0, niin kertolaskusdannon tilanteessa voimme hyvin unohtaa kyseinen laajennos,
silld nolla kertaa nolla on nolla :)

4. Olkoon X = (X1,X3) ja Y = (Y7,Y3) riippumattomia multinormaalijakautuneita
satunnaisvektoreita, EX = EY = (0,0) ja

31
COVX—COVY_<1 3>.

Olkoon Z = (X1 + 3,3Y1 — Yé + XQ,Xl - 3X2 + }/1) = (Zl, ZQ, Zg)

a) Maaraa satunnaisvektorin Z jakauma.



b) Ovatko Z; ja Zs riippumattomia? Perustele lyhyesti.

Ratkaisu: Ratkaisuehdotus: Huomautus! Alla oleva ehdotus on hyvin seikkaperéai-
nen kuvaus jokaisesta askeleesta. En luonnollisestikaan esitd, ettd tamé olisi malli-
vastaus vaan ainoastaan vastaus, jossa jokainen kohta on kirjoitettu nakyviin.

a) Kohdassa a) haluamme selvittdéd satunnaisvektorin Z jakauman. Huomaamme,
ettd Z saadaan satunnaisvektoreista X ja Y affiinina muunnoksena, silla

Z X143 X, 0 3
Zoy| =31 Yo+ Xy | = Xo + |31 =Yy 4+ |0
Zs X, —-3X,+Y; X, —3X, Y, 0
1 0 0 0
—lo 1 <§1>+ 3 -1 <§1>+b:AX+BY+b
1 -3 2 1 0 2
kun
1 0 0 0 3
A=10 1 B=13 —-1| ja b=]|0
1 -3 1 0 0

Tamé huomio tarkoittaa, ettd satunnaisvektori Z noudattaa multinormaalija-
kaumaa, kunhan satunnaisvektori (X,Y) noudattaa multinormaalijakaumaa.
Tehtdvanannon mukaan sekd X ettd Y ovat multinormaalijakautuneita. Kos-
ka ne ovat myos riippumattomia, niin luentojen mukaan niiden yhteisjakauma
on myo6s multinormaalijakauma. Luentojen mukaan tiedimme myos, ettéd ilman
riippumattomuusoletusta tatd emme pystyisi padttelemadn (ainakaan annetuil-
la tiedoilla) :).

Kaikenkaikkiaan voimme siis todeta, ettd Z on affiini muunnos multinormaalija-
kautuneesta satunnaisvektorista (X,Y), joten se on multinormaalijakautunut.
Luentojen mukaan sen jakauman taydelliseksi kuvaamiseksi tarvitaan enaé tie-
tda satunnaisvektorin Z odotusarvovektori EZ seké kovarianssimatriisi Cov Z.

Koska EX = (0,0) ja EY = (0,0), niin
AEX + BEY = (0,0,0),

joten
3

EZ=E(AX+BY+b)=AEX+BEY+b=b= |0
0

Kovarianssimatriisin Cov Z laskemiseen kdytamme luentojen tietoa Cov(AZ) =
ACovZAT seki sitd, ettd riippumattomien satunnaisvektorien summan kova-
rianssimatriisi on niiden kovarianssimatriisien summa. Koska X 1L Y, niin tie-
ddmme, ettd AX L BY. Edelleen vakiovektori b 1L (AX + BY), joten
CovZ = Cov(AX + BY + b) = Cov(AX) + Cov(BY) + Cov(b)
= ACovXA' + BCovYB'

Satunnaisvektorien X ja Y kovarianssimatriisit on tehtdvinannon mukaan

31
COVX:COVY:<1 3>.



Olemme siis méarédnneet kovarianssimatriisin Cov Z lahes téysin, silla tiedam-
me myoOs matriisit A ja B sekd niiden transpoosit. Siispa jéljelld on muutama
matriisikertolasku. Lasketaan ensin A Cov XA :

1 0 3 1
3 1\ /1 0 1 10 1
ACovXAT =10 1 ( >< )—1 3( )
1_31301—3 0_801—3
3 1 0
-1 3 -8
0 —8 24

Lasketaan seuraavaksi BCovYB':

0 0 0 0
3 1\/0 3 1 0 3 1
BCOVYBT:3—1< >< >:80< )
(1013010 310—10
0 0 0
— 10 24 8
0 8 3

Laskemalla saadut 3 x 3-matriisit yhteen saamme kovarianssimatriisin Cov Z

laskettua:
3 1 0 0 0 0
CovZ = ACovXAT + BCovYB' =1 3 —8|+]0 24 8
0 -8 24 0 8 3
3 1 0
=11 27 0
0 0 27

Olemme néin paditelleet, ettd Z on multinormaalijakautunut satunnaisvektori,
jonka odotusarvovektori on b ja kovarianssimatriisi kuten ylla.

b) Kohdassa b) voimme nyt suoraan lukea a)-kohdassa maaratysta kovarianssimat-
riisista, ettd cov(Z;, Z3) = 0 eli satunnaismuuttujat Z; ja Z3 ovat korreloimat-
tomia. Koska kohdan a) nojalla satunnaisvektori (71, Z3) on multinormaalija-
kautunut?, niin luentojen mukaan Z; 1L Zs.

Toinen tapa paatelld korreloimattomuus on laskea suoraan. Tama oli myos esi-
merkki tilanteesta, missd molemmat satunnaismuuttujat Z; ja Z, riippuvat sa-
tunnaismuuttujasta X, joten nayttaisi etta ne ovat riippuvia. Téassa Xija Xo
eivat ole korreloimattomia, mikd muuttaa tilanteen. Suoraan laskemalla havait-
see my0Os saman korreloimattomuuden

cov(Zy, Z3) = cov(Xy + 3, Z3) + cov(X7y, Z3) + cov(3, Z3) = cov(Xy, Z3)
= cov(X1, Xy) — 3cov(Xy, Xa) +cov(Xy,Y1) =3-3-14+0=0.

Tassa laskussa kaytimme apuna satunnaismuuttujien kovarianssin bilineaari-
suutta seké sita, ettd riippumattomat satunnaismuuttujat ovat korreloimatto-
mia. Tata tapaa kédyttaen olisi myos voinut méarata satunnaisvektorin Z kova-
rianssimatriisin, silla

(Cov Z);; = cov(Z;, Z;)

3luentojen mukaan kaikki reunajakaumat ovat multinormaalijakautuneita, silld kaikki reunasatunnais-
vektorit saadaan lineaarisina muunnoksina alkuperiisestd satunnaisvektorista



