Mitta ja Integraali

Kesd 2016

4. tehtéavat

Materiaalin sivut Epdmitalliseen joukkoon asti. Palautus ma 6.6.2013 klo
18.00

Tehtava 1 Kayttden tietoa, ettd on olemassa ei-mitallinen joukko. Osoita,
ettd ulkomitta ei ole edes ddrellis-tayadditiivinen, eli loytyy joukot A, B C R™
jotka ovat erillisii, AN B = (), siten ettd

m* (AU B) <m*(A) + m*(B).

Tehtava 2 Harjoitusta sigma-algebran kdsitteeseen:

Olkoon X ylinumeroituva joukko. Madritellddn

I':={FE C X : E on numeroituva, tai E° on numeroituva}. Mddritellidin
myds uw(E) := 0 jos E on numeroituva ja p(E) := oo jos E¢ on numeroituva.
Osoita, ettd I' on sigma-algebra ja p on mitta.

Tehtava 3 Tdmd tehtdvd esittelee erddt hyddylliset operaatiot joukko-jonoille.
Palaamme niiden tulkintaan tehtdvissd 5.

Olkoon A,, avaruuden X osajoukko kaikilla n =1,2,3.... Talloin
muodostamme joukot

limsup A4,, :== ﬂ U Ag, lirrhiann = U ﬂ Ap. (1)

n>1k>n n>1k>n
Etsi limsup ja liminf tapauksissa

1. A, = (a,b) kun n on parillinen ja A, = (c,d) kun n on pariton ja
a<b<e<d.

2. A, = (—1/n,1] kun n on parillinen ja A, = [—1,1/n) kun n on pariton.
Tehtdva 4 Osoita seuraavat relaatiot:

1. (liminf, A,)¢ = limsup,, AS. (Vihje: De Morgan.)

2. liminf,, A,, C limsup,, 4.

Tehtéava 5 Fdellisen tehtdvin joukoilla on yksinkertainen tulkinta, joka
auttaa ymmdrtimdadn, miksi ne voisivat olla kiyttokelpoisia (katso seuraava
tehtdvd) Osoita nyt, jo mainitut, hyodylliset tulkinnat:

1. = € limsup,, A,, jos ja vain jos "z € A, ddrettémdn monella indeksilld
n”.

2. x € liminf,, A, jos ja vain jos "x € A, jostakin n = N lihtien (eli kun

n>N)”

(Vilkaise nyt huviksesi edellisid esimerkkejd tamdn uuden tulkinnan valossa.)



Tehtéva 6 Todista monisteen Borel-Cantelli lemma (tirkeid TN-teoriassa):
Olkoon (X,T, u) mitta-avaruus ja A, € T', n € N. Jos pitee

Z 1(A;,) < oo, (2)
neN
nin silloin
p(limsup A,,) = 0. (3)
n
Vihje:!

1T4am4 tehtévi on helppo, 414 yritd mitdin monimutkaista. Kiytia méasritelmis ja monoto-
nisuutta.



