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SISALTO



Luku 0

Miksi todenndkoisyydet ovat

additiivisia ?

My Thesis, paradoxically and a little provocatively, but nonetheless genuinely, is
simply this:
PROBABILITY DOES’” NOT EXISTS.

The abandonment of superstitious beliefs about the existence of Phlogiston
, the Cosmic Ether, Absolute Space and Time, . . ., or Faires and Witches was an
essential step along the road on scientific thinking. Probability too, if regarded as
something endowed with some kind of objective existence is no less a misleading
misconception, an illusory attempt to exteriorize or materialize our true probabi-
listic beliefs. Bruno De Finetti, Theory of Probability , a critical introductory
treatment (1972).

Aloitan tdlla (ja lopetan saman tien) tdtd pohdiskelua: On merkillis-
td ettd, matemaattisesta sivistyksestd riippumatta, todenndkoisyyskésite
on kaikille tuttu: me kaikki ymmarramme mitd jalkapallonvalmentaja tar-
koittaa kun kertoo haastattelussa ettd hanen mielestd joukkueensa voitto-
mahdollisuudet ovat noin 60% (vaikka me voimme olla eri mieltd luvusta
ja todenndkodisyyden filosofiasta).

Kuten meiddn kauaiset esi-isimme, joudumme jatkuvasti tekemaan
isompia tai pienempia pddtoksid epdvarmuuden tilassa. Luonnon valin-

ta on muokannut meiddn aivoihimme vaistomaista dlykkyyttd hahmotta-
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http://en.wikipedia.org/wiki/Phlogiston_theory
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maan ja vertailemaan eri mahdollisuuksien “uskottavuuksia”, ottaamalla

huomioon aikaisempaa kokemusta ja ymparistoltd tulevaa informaatiota.

Mittateoria saa uuden maun, koska sen ongelmat ja tulokset voidaan

tulkita “jokamiehen” todennakoisyyskasitteen valossa.

M. Kac sen lausui:“Probability theory is measure theory with a soul” eli
(“Todenniikoisyysteoria on mittateoria jolla on sielua™).

Kun hypoteettiset avaruusolennot vihdoinkin saapuvat maahan ja il-
menee ettd he osaavat jo koko meiddn matematiikamme ja mittateoriam-
me, pystyisiviatko he silti ymmartdamaan mitd todenndkoisyys tarkoittaa

meille ?

Todenndkoisyys = Hinta |Bruno De Finetti (1906-1985) oli matemaatik-
ko, taloustietelija ja filosofi. Hanen tieteenfilosofiassa torjutaan absolutti-
sen todennédkoisyyden késite. Sen sijaan todenndkoisyydelld on puhtaasti
operaativinen merkitys. Todenndkodisyydet ovat aina suhteellisia, meidén

tiedon tilasta riippuen.

Epdvarmassa maailmassa, tapahtumat voidaan luokitella kahteen luok-
kaan, V = { varmat tapahtumat } ja € = { epidvarmat tapahtumat }.

Kun tapahtuma £ € V on varma ja ' O F eli F tapahtuu aina sil-
loin kun E tapahtuu, seuraa ettd myos F' € V on varma. Tapahtuma E on
mahdoton jos sen negaatio £° (joka tapahtuu silloin kun E ei tapahdu) on

varma.

Merkitdan luokka N = { mahdottomat tapahtumat } ja sanotaan etta ta-
pahtumat E, F' ovat keskenddn ei sopivia kun niiden yhteensattuma on
mahdoton, eli (ENF) € . Huomataan my0s ettd jokaiselle tapahtumalle
E,(EUE®) € V.Kun E ja F ovat tapahtumia, (E U F') merkitsee tapahtu-

man jossa I tai F' tapahtuvat.


http://en.wikipedia.org/wiki/Bruno_de_Finetti

Erds vedonlyontimeklari ottaa vastaan vetoja tapahtumista F, ..., £,
, jotka ovat keskenddn ei-sopivia, siis (E; N E;) € N (mahdoton tapahtu-
ma) kun ¢ # j. Tarkemmin, meklarin on pakko ottaa vastaan mitd tahansa
vetoja (myos negatiivisilla panoksilla) tapahtumista E;, i = 1,...,n, ja
niiden yhdisteistd (£; U E;), (E; U E; U Ey), ... jne.

Meklari valitsee kuitenkin vetojen hinnat (tulkinta: todenndkdisyydet)
Pr(E;), Pr(E; UE,), Pr(E;UE; U Ey) ... jne.

Merkinnét: p; := Pr(E;), “satunnaissuure” 15, on tapahtuman E;:n in-
dikaattori joka saa arvon 1 jos “sattuma” E; tapahtuu, muuten 0.

Pr lyhennys sopii hyvin molemmille englanninkielisille sanoille
Price = hinta ja Probability = todennékdoisyys.
Vastapuolen voitto on satunnaissuure

V= (1E1 - pl)yl + -+ (1E1 - pn)yn

jossa (y1,-..,yn) € R"™ on vastapuolen vapaasti valittavissa oleva vedon-
lyontistrategia.

Johdonmukainen meklari méarda vedonlyonnin hinnat siten, ettd vas-
tapuolelle ei syntyisi arbitraasimahdollisuuksia, eli mahdollisuuksia tehda
riskitonta voittoa.

Teoreema 0.0.1. (Tiimii on viite eiki mdiiritelmi !)

Arbitraasivapausoletuksesta seuraa vilittomisti:

1. Vetojen hinnat ovat yksikiisitteisii (yhden hinnan laki), vedolle 15, on vain
yksi hinta Pr(E;) € [0, 1].

2. Jos E; € V (varma tapahtuma), Pr(E;) = 1 ja vastaavasti jos E; € N (
mahdoton tapahtuma), niin Pr(E;) = 0.

3. Hinnat (eli todennikdisyydet) ovat (ddrellisesti)-additiivisia.

Todistus :
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1. Jos vedolle 1 olisi kaksi hintaa, p; > p,, vastapuoli voisi ostaa mekla-
tilta  vedonlyontilippua hinnalla p; ja myydéa meklarille z vedon-
lyontilippua hinnalla p,, jossa z > 0 voi olla mielivaltainen suuri.

Vastapuolen voitto (meklarin tappio) on kaikissa tapauksissa
(1 —pi)r — (g —p2)x = (p1 — p2)

2. Jos £/ on varma tapahtuma, ja vedolle 1z on hinta p # 1, vastapuo-

lelle syntyy varmasti voitto
(1g —p)z=(1-p
Kun p > 1 (vastaavasti p < 1) vastapuoli saa mielivaltainen suuri
voittoa valitsemalla z < 0 ( vastaavasti p > 1). Jos £ on mahdoton
tapahtuma, vastapuolen voitto on varmasti
(1g —p)z = —pz
jossa x < 0 on mielivaltainen.

3. Olkoonensinn =2, (E; N Ey) €N,

sen lisdksi oletamme ettd (£, U Ey) € V (eli on varma tapahtuma).

Siitd seuraa Pr(E; U Ey) = 1. Lineaarisella systeemilld

V(E1) = (1 —p1)ys —pay2 =  vastapuolen voitto kun E; tapahtuu
V(E2) = —p1y1 + (1 — p2)ye = vastapuolen voitto kun £, tapahtuu

on ratkaisu mille tahansa voitto-vektorille (V (E;), V(E»)) jos ja vain
jos kertoimien matriisi on kdadntyva, eli

(1—191) —P2
dt =1- 1 — P2 0
) ( - <1—p2>) penz

Estddkseen vastapuolta tekemistd riskitontd voittoa, on valttaméaton-

ta etta

Pr(E)) + Pr(Ey) = 1= Pr(E; UE).
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Kunn > 2 E,NE; e Nkuni # jja, EyUE,U---UE, € V (eli on
varma), meklari on johdonmukainen jos ja vain jos

— 1-— —Dn
det| 7 U Pl =g —pa=0
—b1 —P2 o (T=pa)

Téaméa determinantti lasketaan induktiolla tai lineaari-algebran Syl-

vesterin lemman kautta:

Lemma 0.0.1. Jos A on n X m ja B on m X n matriisi, ja I, on n x n

identiteetti matriisi,

det (In + AB) = det (Im + BA)

Yleisemmin, kun (E; N E) € N, koska (E1 UE, U (FE U EQ)C) e,

seuraa
1 = Pr(Ey) + Pr(Es) + Pr((Ey U Ey)°) = Pr(Ey) + Pr(Es) + (1 — Pr(Ey U Eg))
siis PT(El U Eg) = PT’(El) + P?”(EQ) O

Oletetaan ettd meklari on hinnoitellut johdonmukaisesti keskendan ei-
sopivia tapahtumia £, . .., F, janiiden yhdisteitd hinnoilla Pr(E), ..., Pr(E,),
jossa P on ddrellisesti additiivinen.

Késitellddn vield monimutkaisempaa vedonlyontisopimusta (“satun-

naissuuretta”)
X=> aily =) =l
i=1 z€eR
jossa
E, = U E; = (“X saaarvonz”).

1<i<niz;=x

ja E, = 0jos x # x; Vi.
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Vedonlyonninsopimus X maksaa vastapuolelle etukédteen sovittua sum-
maa z; € R silloin kun “sattuma” E; tapahtuu.

Tama sopimus on “toistettavissa” vedonlyonnin strategialla (z1, ..., z,).

Koska arbitraasivapaassa hinnoittelusysteemissa hinnat ovat yksika-
sitteisid , seuraa ettd X:n ainoa johdonmukainen hinta (tulkinta: satun-

naissuureen odotusarvo, englanniksi Expectation ) on

Ep(X) := Z v Pr(E;) =Y xPr(E,) .

z€R

* Odotusarvo on lineaarinen: kun a, b ovat vakioita ja X, Y satunnaisia,

Epp(aX +bY) = aEp,(X) + bEp,(Y)

* Odotusarvo on positiivinen: jos (X > 0) on varma tapahtuma Pr

todenndkoisyyden suhteen, eli Pr(X > 0) = 1, seuraa

Ep(X) >0
Huomautus 0.0.1. Olkoon
X C {inl(Ei) ‘neN,z e R}
=1
vedonlyonninsopimusten osajoukko.
Matemaattisessa rahoitusteoriassa, karakterisoidaan arbitraasivapaita hinta-

systeemejii

c=(c(X): X elX)

Lause 0.0.1. ( Rahoitusteorian ensimmiinen piilause) Hintasysteemi c(-) on
arbitraasi-vapaa jos ja vain jos on olemassa hinnoittelu-todennikoisyys Pr, jolla
Pr(E)=0<«= E € N, jakaikille X € X

o(X)=Ep,(X)=> zPr(X =u).

Yleisesti Pr ei tarvitse olla yksikisitteinen, voi olla useita hinnoittelutodennikoi-
syyksia jotka generoivat samaa hintasysteemia c(-).
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Todistus (<=): Olkoon X1, ..., X,, satunnaisuureita ja Pr hinnoittelu-todennikoisyys,
joka mdri hintasysteemiii

= FEp.(Xy) = ZxPer—x k=1,....m.

Tiissi oletamme etti { x : Pr(Xy = x) > 0} on direllinen, Yk = 1,...,m.

Olkoon y = (v, ..., yr) € R* vedonlyonti strategia jolla tapahtuma

{i yr(Xi —cx) > 0} eV

k=1

on oarma.

EPT‘(Z (X — cx) ) Z(EPr (X%) _Ck) =0
k=1

k=1

seuraa etti

{Xm: yr( Xy — ) > O} eN

k=1

on mahdoton, koska muuten

Pr(z Ye(Xi — ) > o) >0
k=1

josta seuraa ristiriita

0= kzn; (EP’/‘(Xk) - ck) = Ep, (zm: Y (Xp — Ck))

(s S e o)

Implikaatio (=) osoitetaan rahoitusteorian kurssilla konveksianalyysin argu-
mentilla O

Arbitraasi-vapaassa tilanteessa, hinnoittelu-todennikoisyyden Pr:n avulla,
muidirittelemiilli

oY) =Ep, (Y Z yiPr(E
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laajennetaan alkuperdisti hintasysteemid sdilyttiamilli arbitraasivapautta.

Kun on olemassa, hinnoittelutodennikoisyys Pr ei tarvitse olla yksikdisittei-
nen, siis jos hinta-systeemi (c¢(X) : X € X) on arbitraasi-vapaa, silli voi olla
useita arbitraasi-vapaita laajennuksia.

Huomautus 0.0.2. Tissi johdannossa emme ole vieli paljastaneet etti Kolmo-
gorovin todennikoisyyden aksioomeissa tapahtumat E; tulevat olemaan jonkun
pistetapahtumien avaruuden Q:n osajoukkoja. Sen sijaan De Finetti kannatti mi-

nimaalista lihestymistapaa, jossa pistetapahtumien avaruutta Q) ei edes tarvita.

Todenndkoisyys logiikan laajennuksenaﬂ Vuonna 1949 fyysikko R.T.
Cox osoitti miten De Finettin additiivisen todenndkodisyyden aksioomat
seuraavat kun laajennetaan perinteistd logikkaa epdavarmoihin vditteisiin
pitdmalld kiinni minimaalisista tervejdrkisistd ehdoista.

Olkoon A, B, C viitteitd (tapahtumia), I merkitsee (sinun) taustatietoa.

Notaatio
(AlT) = (BII)

tarkoittaa ettd taustatiedon /:n perusteella vdite A on (sinulle) yhta uskot-

tava tai uskottavampi kun B viiteetta.

* Vaatimus 1): > relaatio on tdydellinen jdrjestys,

eli on transitiivinen
(A|I) > (B|I)ja (B|I) > (C|I) seuraa (A|I) > (C|I),  (0.0.1)
ja taustatiedolla / kaikki vditteet ovat verrattavissa, eli
(A[I) = (B|I) tai (B|I) > (All) 0.0.2)

Kun molemmat ovat voimassa (B|I) = (A|I), eli taustatiedolla I,

véitteet Aja B ovat sinulle yhta uskottavia.

'T4ma4 kappale voidaan sivuuttaa


http://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Threlkeld_Cox 
http://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Threlkeld_Cox 
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Koska viitteiden jdrjestys on tdydellinen, taustatiedon /:n perusteel-
la voidaan asentaa jokaiselle viitteelle A uskottavuusaste joka on reaali-
luku jota merkitsemme aluksi samalla notaatiolla (A|I). Vditteiden jdrjes-
tys palautuu reaalilukujen jarjestykseen. Tama uskottavuusaste-funktio ei
ole tietenkddn yksikésitteinen. Ndytimme ettd on olemassa funktionaali
7(A|I) jokd sailyttdd > jarjestyksen ja toteuttaa De Finettin additiivisen to-

dennékoisyyden vaatimukset.

Jatkossa merkitdaan AB = AN B.

¢ Vaatimus 2) On olemassa kuvaus F(z,y) joka on kasvava ja derivoi-

tuvaja z, y:n suhteen

(AB|I) = F((AlD), (B|A, 1)) = F((B|I), (A B, I))

Siis (A|]) ja (B|AI) madravat (AB|I) terveen jdarjen mukaisesti, ja jou-

dutaan samaan arvoon arvioimalla ensin (B|) ja sitten (A|B, I).

Erityisesti

(ABCI|I) F(F(x,y),z) = F(z,F(y,2)) (0.0.3)

= F(u,z) = F(z,v) (0.0.4)

jossa & = (A[I),y = (BIA, I),z = (C|AB,I),u = F(x,y),v = F(y,2)

Lemma 0.0.2. Vaatimuksista seuraa etti on olemassa kasvava kuvaus w : R —
R jolla w(F(x,y)) = w(z) + w(y)

Tod. Olkoon Fi(z,y), F5(x, y) osittaisderivaatat. Derivoimalla saa-



16 LUKU 0. MIKSI TODENNAKOISYYDET OVAT ADDITIIVISIA ?

daan

OF(F(z,y),2)) _ O(F(z,F(y, 2)))

ox ox
<~ Fi(u, 2)Fy(z,y) = Fi(x,v),
OF(F(x,y),2)) _ O(F(z, F(y, 2)))

Ay Ay
< Fi(u,2)Fy(x,y) = Fy(z,v)Fi(y, 2),
Fy(x,y)  Fy(x,v)

Fi(zy)  Flz,0) Fi(y,2)

= Gla. Ry 2) = Gl )Gy, 2) ossa o) = 2
Derivoimalla seuraa
0 = % (G(x,v)Fl(y, z)) = Gy(z,v)Fy(y, 2) Fi(y, 2) + G(x,v) Fia(y, 2)
- (c@onn) = £ (cencw)

eli G(z,y)G(y, 2) ei riipu y:std. Tdma pétee jos ja vain jos G on muotoa

H(x)
G(x,y)=r
=)
Téasta seuraa
~ H(v) ~ H(v)
Fl(yaz) H(y) FQ(y7Z) TH(Z)
Seuraa
dv = dF(y,z) = Fi(y, 2)dy + Fs(y, z)dz
1 1
< dv = dy +r dz
Hv)" ~H(y) " " H()
Olkoon

W(z) = exp </OO ﬁdt)
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Seuraa kun vy = F'(yo, 20)

o) = W = (/ ™) =

W(y) (W(Z) )
W (yo) \ W (20)
= W(v) = W(F(y,z)) = cW(y)W(z)"
jossa c = MM//((j)(%O/’ (ZO))Z on vakio
Yhtalostd [0.0.3

W(F(z,v)) = cW(x)W(v)" = W(F(u,2)) = cW(u)W(2)"
Téstd sijoittamalla W (v) = cW (y)W (z)" saadaan

W (@) W (y) W (2)" = W)W (2)" = W(F(z,y))W(z) =W (@)W (y) W)
— W) =W() Vz

joka pétee josjavainjosr =c=1,eli
W(F(z,y)) = W(x)W(y)
Ottamalla w(z) := log(|W(x)|), saadaan

w(F(z,y)) = log(|W(F(z,y))|) = log(|W (x)W (y)])
= log(|W(x)]) +log(IW(y)]) = w(x) + w(y) O

Huomataan ettd w(A|I) sdilyttdd uskottavuusjdrjestyksen, se mittaa véit-

teiden uskottavuutta eri asteikolla.

* Vaatimus 3) On olemassa kuvaus f : R — Rjollaw(A|I) = f(w(A|l)),

jossa A on viitteen A:n negaatio.
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Tastd seuraa f(f(z)) = z. Oletetaan nyt ettd B = A, josta seuraa
BA = B.

w(AB|I) = w(A)+ w(B|AI)
= w(A) + f(w(B|AI))
= w(A) + fw(BA) — w(A[I))
= w(A) + f(w(B|I) — w(A[I))
= w(A) + f(f(w(B|I)) —w(All))
= o+ f(f(y) —2)
= y+ f(f(z)—v)

jossaz =w(A),y =w(B|I)
ja viimeinen yht&lo seuraa vaihtamalla A ja B:n roolit.
Lemma 0.0.3. On olemassa ¢ > 0 jolla
() = log(1 — exp(ca)
Tod. Olkoon

wi=fly) -z, v=[f(r)-y,

v+ fu)=y+ f(v)
Y1)y gy 2 QIO _ iy
Ox+f(w) vy Oy+flv) /
6—y_f(u)f(y)_T_ — f'(v)
a2<l’ + f(u)) _ " ! _ " /
W =—f"(u)f'(y) = —f"(v)f(z)
W HON

F)(1 = frw) — )1 = f(v)

Ratkaistaan differentiaaliyhtdlo

f"(x)
f'(x)

= L log(I (@) = e(1 — /(@)
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integroimalla

log( () = log(/'(an)) + ¢ [ (1= ')t =

log(f(0)) + c((z — o) — (f(z) = f(x0)) = a+c(z — f(2))
f'(@) = Aexp(c(z — f(2)))
exp(cf(z))df (z) = Aexp(cx)dx

dexp(cf(z)) = éexp(cm)dw
exp(cf(z)) = exp(ef(xo)) + é /: exp(ct)dt =
— exp(cf (o)) + g(exp(cx) — exp(co)) = k + Bexp(cz)
s f(2) = %log(/{: + bexp(cz))
Koska
v+ f(fly) —2) =y + f(f(z) —y)
saadaan
T+ % log(k + bexp(log(k + bexp(cy)) — cx)) =
T+ % log (k + b(k + bexp(cy)) exp(—cx)) =
r+ % log (k + bk exp(—cz) + b* exp(e(y — x)))
_ %log(kexp(cx) bk 4 B expley)) = %log(kexp(cy) + bk 4 B explex))
josta seuraa ettd b* = k, siis
o) = %10g(b2 + bexp(cz))
Koska f(f(z)) = =,
élog(bQ + b +b?exp(cr)) = Vz
seuraa b* + b* = 0ja b> = 1, josta seuraa b = —1ja

f(r) = log(1 —expler)) O
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Otetaan uusi uskottavus-skaala Pr(A|I) = exp(cw(A|I)). Seuraa lem-

masta etta

Pr(A|l) =1— Pr(A),
Pr(Al 1) € [0,1]
Pr(ABI|I) = Pr(A|I)Pr(B|A,I) = Pr(B|I)Pr(A|B,I)

Kutsutaan Pr(A|I) vditteen A:n todenndkoisyydeksi taustatiedolla /.

Huomataan ettd uskottavuutta voidaan mitata eri skaalalla, sdilytta-
malla jarjestyksen, esimerkiksi vedonlyontisuhteen (englanniksi odds ra-

tio) skaalalla:

_ Pr(AlD)
P(All) = = Pr(AD) €eR

Vedonlyontisuhde ei sovi vedonlydnnin hinnaksi, koska ei tidytd De Finet-
tin additiivisuuden vaatimusta.
Todenndkoisyysskaala on laskennallisesti kdtevampi, laskenta perus-

tuu tulon ja summan operaatioihin:

Pr(A+ B|I) = Pr(A|I)+ P(B|I) kun B C A4,
Pr(AB| I) = Pr(A|I)Pr(B| AI) = Pr(B|I)Pr(A|BI)

Huomautus 0.0.3. Todenniikoisyys on aina ehdollinen todennikéisyys, joka riip-
puu taustatiedoista. Uskottavuus-jirjestys miirid todennikdisyyden yksikisit-
teisesti. Mittapuuna voidaan kiyttid hypoteettista arpajaispelia, arpalipuilla {1,2, ..., N}

jossa X on ensimmidiiseksi arvottu arpa.

Olkoon viite A, = {X = k}, ja oletamme etti (Ay|l) = (Ay|l) VE, £ eli
(sinun mielesti taustatietojen perusteella) kaikki arpajaispelin tulokset ovat yh-
td uskottavia. Timi symmetriaa kutsutaan yhdentekeviisyyden periaatteeksi .

Symmetriasta ja additiivisuudesta ja seuraa vilittomasti etti todennikoisyysas-
teikolla Pr(Ax|I) = 1/N.
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Tamin hypoteettisen pelin todennikoisyyksid voidaan sitten kiyttid mitta-
puuna. Olkoon B wviite, jolla ei tarvitse olla tekemisessi meidin hypoteettisen
arpapelin kanssa, ja

M::min{lngN: (B|I)§(A1+---+Ak|l)}

Seuraa

<M—N_1> < Pr(B|I) <

==

Silloin kun N kasvaa, nihdiin ettd viitteiden uskottavuuden jirjestys miirid
yksikasitteisesti Pr(B|T).

Huomataan kuitenkin ettid samalla taustatiedolla eri henkilot saattavat asettaa
vditteitd eri uskottavuusjirjestykseen, siksi todennikoisyys ei ole yksikisitteinen.
Objektiivisessa Bayes-teoriassa valitaan todennikoisyysmitta joka on vihiten in-
formatiivinen (jolla on maksimaalinen entropia) olleessaan yhteensopiva tausta-
tietojen kanssa.
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Luku 1
Kolmogorovin aksioomat.

De Finetti osoitti, ettd ainoa johdonmukainen tapa hinnoitella epdvarmo-
ja tapahtumia on additiivisella todenndkoisyydelld. Filosofisesti voidaan
kiistaanalaistaa numeroituvan additiivisuuden aksiooman tarpellisuus, ndin
teki De Finetti joka kehitti oman dérellisesti-additiivisen todennakoisyy-
den teorian. Kuitenkin, todennikoisyyden numeroituva- eli o-additiivisuus
on luonteva oletus rajatapahtumien kasittelemisessa.

Vuonna 1933, vendldinen matemaatikko /Andrey Nikolaevich Kolmo-
gorov| (1903-1987) julkaisi teoksen Foundation of the Theory of Probability,
joka sisdlsi modernin todennékdisyysteorian aksioomeja, todennékoisyys-
mitan konstruktiota dareton-ulotteisessa tuloavaruudessa, sekd ehdollisen

todenndkoisyyden yleistd teoriaa.

Mairitelmi 1.0.1 (Algebrat ja o-algebrat ). Olkoon Q abstrakti joukko. 2* on
Q::n potenssijoukko, eli kaikkien ) : n alijoukkojen kokoelma.
Olkoon A C 2% (mahdollisesti pienempi) alijoukkojen perhe. Sanotaan

* Aalgebraksi kun
1. Qe A
22 Ac A= A*=(Q\A)eA
3. ABe A= (AUB)e A

Kun huomataan ettii ANB = (A°UB°) °, miidritelmdsti seuraa ettii algebra
on suljettu direllisten leikkauksen ja yhdisteen operaatioiden suhteen.

25
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o Algebra A on o-algebra kun se on suljettu numeroituvan yhdisteen suhteen
{A,:neN}C A= (UA") cA
n=1

Seuraa etti o-algebra on suljettu myos numeroituvan leikkauksen suhteen.

* Pari (2, A) jossa A on Q:n o-algebra kutsutaan mitta-avaruudeksi tai to-
dennitkoisyysavaruudeksi .

* o-algebran jisenii A € A kutsutaan mitallisiksi joukoiksi tai tapahtumiksi.

Maiiritelma 1.0.2. Olkoon (2, A) todenndikdisyysavaruus, jossa A on :n o-
algebra.

e Kuvaus p : A — [0,400] on (positiivinen) mitta kun pu(0) = 0 ja pon
o-additiivinen, eli kaikille jonoille {A,, : n € N} C Ajoilla A, N A, =
0 VYm#n,
(U ) =S nta
neN n=1
e Mitta p on ddrellinen kun () < +oo, ja on o-ddrellinen jos on
olemassa numeroituva mitallinen peite {Q,, : n € N} C Ajolla

Q=] jap(,) <o Vn

neN

* Posititvinen mitta ;1 on todenndkoisyysmitta kun p($2) = 1.

Huomautus 1.0.1. Normalisoimalla, saadaan diirellisesti mitasta 11 todenndikoi-

syysmitta:

p(A)
P(A) = ——=
SR
Tehtivi 1.0.1. Adrellisesti additiivinen todenniikisyys voi olla melko erikoinen:

Olkoon Q2 = N,

A={ACN: Atai A°on direllinen }

0 jos A on direllinen
WA%WM,MM—{ J

1 jos A° on direllinen

Osoita ettii
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* A on algebra mutta ei ole o-algebra.

* u on ddrellisesti additiivinen mutta ei o-additiivinen todennikdisyys.

Huomautus 1.0.2. Potenssijoukko 2 on o-algebra. Onko mahdollista valita ai-
na todenniikoisyysavaruudeksi (2, 2%) , ja médritelli P(B) jokaiselle alijoukolle
BCQ?

On olemassa esimerkkejii (kts. Banachin ja Iarskin paradoksi ) todenniikdisyys-
kolmikosta (2, A, P), jossa todennikoysyysmitan P:n laajennus o-additiiviseksi
mitaksi P* : 2 — [0, 1] ei ole olemassa. Kun Q on ei-numeroituva, potenssijouk-
ko sattaa olla liian suuri.

Esimerkki 1.0.1 (Vitali). Olkoon Q@ = T = {z = ¢ : § € [0,27)} , A =
B(T) = o( T:n avoimet vilit ) eli pienin o-algebra joka sisiltii kaikki ympyrin
avoimet vilit (z,w) (avoimet karteet).

Mirittelemme todennikdisyysmitan ensin avointen vilien kautta

_ pituus((z,w)) |0 — 9|
N 2 27

P((z,w))

jossa w = ™.

Caratheodoryn lauseen avulla voidaan laajentaa P:n koko Borelin o-
algebralle B(T). Osoitamme kuitenkin etti P ei laajene o-additiiviseksi mitaksi
koko potenssijoukolle 2°.

Miiritelliidn ekvivalenssirelaatio

z=e? v w =Y — (0_w)€@
2

Ylinumeroituvan valinnan aksiooman avulla voidaan valita jokaisesta ekvivalens-

siluokasta yhden jisenen ja muodostaa joukon E. Miiritelldin
E,={2"":2€ E}, q€Q.

Koska E koostuu ekvivalenssiluokkien edustajista, seuraa Ey = E, E, = E, kun
q~rja(E,NE.)=0kunqg+#r mod 2r,jossakunq,r € Q q~r < q=r
mod 27. Niilli notaatioilla,

T= |J E,.

qeQ/~


http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski_paradox
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Huomataan etti mitta P on rotaatio-invariantti T:n avoimille vileille ja niiden

virittimillid o-algebralla koska
pituus(z, w) = pituus(yz, yw) kuny,z,w € T.

Jos P(E) olisi hyvin miiritelty, seuraisi P(E,) = P(FE), miki johtaa riistiriitaan,
koska o-additiivisuudesta seuraa

1:P('IF):P( U Eq): > P(E,)=o0c0xP(E) O

qeQ/~ qeQ/~

1.1 Mitan laajennus

Maairitelma 1.1.1. Olkoon P todennikdisyysmitta todennikoisyysavaruudessa
(Q, A). Kun A € Aja P(A) = 1 sanotaan, etti A tapahtuu P-melkein varmasti
(Iyhennys: m.v.) ja A° on P-nollajoukko.

Sen lisiksi jos B ¢ A mutta B O A (vastaavasti B C A) jossa A € A ja
P(A) = 1 (vastaavasti P(A) = 0), asetetaan P(B) = 1 (vastaavasti P(B) = 0).

Lemma 1.1.1 (mitan monotoninen suppeneminen). Olkoon (2, A, 1) mitta-
avaruus. Olkoon {A,, : n € N} C A tapahtumien jono jolla A,, C A1 Vn,

A= A, € A, jamerkitiin A, 1 A.
neN
Silloin u(A,,) 1 u(A) kun n 1 oc.
Vastaavasti kun B, O B,11 € A Vnja

B = () B, € A, merkitiiiin B, | B.

neN

Silloin u(By,) | u(B).
Olkoon C,11 = A1 \ A, € A
A=|]JCrjossaCinCy=0kun i#j.
neN
P mitan o-additivisuudesta
= P(Cy) =1lm Y P(Cy) = hmP(U > = lim P(A,) O
k=1 k=1

ntoo ntoo



1.1. MITAN LAAJENNUS 29

Toinen viite seuraa ottamalla komplementtijoukkoja, joilla
P(B°) = (1 - P(B)).

Lemma 1.1.2. P-nollajoukkojen numeroituva yhdiste on P-nollajoukko. P-melkein

varma tapahtumien numeroituva leikkaus on P-melkein varma.

Tehtdvid 1.1.1. Olkoon (€2, A) todennikoisyysavaruus, ja P : A — [0, 1] additii-
vinen mitta. Osoita ettii P on o-additiivinen jos ja vain jos

{B,:neN}CA B,l0 = P(B,)l0kunntoo

Mairitelma 1.1.2. Olkoon (S, T') Topologinen avaruus, jossa topologia T koos-
tuu kaikista S:n avoimista joukoista. Borelin o-algebra B(S) := o(T) on avoin-
ten joukkojen virittimi o-algebra.

B(S)mjdsenid kutsutaan Borelin joukoiksi. Koska yleinen Borelin jouk-
ko voi olla liian monimutkainen esitettdvéksi, on hyodyllista tietdd yksin-
kertaisempi joukkoperhe joka virittdd 5(.S):n numeroituvien yhdisteiden
ja leikkausten kautta.

Tasséd vaiheessa on hyvé palauttaa mieleen topologian aksioomat: () ja
koko avaruus S ovat avoimia, avointen joukkojen mielivaltainen (myos
ylinumeroituva) yhdiste on avoin, ja avointen joukkojen ddrellinen leik-

kaus on avoin.

Esimerkki 1.1.1. Olkoon S = R, silloin
A:=oc{(—o0,z]: x € R} = B(R)

Todistus: koska

(—o0,x] = ﬂ (—oo,z+n"")
neN
on Borelin joukko, seuraa etti A C B(R). Kun a < b,
(a,b) = (—o0,al’N (U (—o0,b— n_l]) cA
neN

Olkoon U C R avoin. Jokaiselle ¢ € U N Q on olemassa €, > 0 jolla
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(¢ —€q,q+¢4) C U. Koska Q on tihei R:ssa, seuraa ettii

U= U (a-cpa+e)

qeUNQ

jossa yhdiste on numeroituva. Tisti seuraa etti U € S ja siksi B(R) = A.

Mitan madirdys ja laajennukset Taméa materiaali pohjautuu William-
sin kirjaan Probability with Martingales. Charatheodoryn lausetta voit myos

lukea suomeksi Elfving ja Tuomisen kirjasta.

Miiritelma 1.1.3. Joukkoperhetti D C 2 kutsutaan d-luokaksi kun
1. QeD.
2. ABeD,ACB= B\ AeD.
3. {A,:neN}CD A T1A= AcD.

Mairitelma 1.1.4. Joukkoperhe T C 2% kutsutaan w-luokaksi jos on suljettu

darellisen leikkauksen suhteen:
L Lhel—INlLel

Tehtiva 1.1.2. Mielivaltainen w(vastaavasti d)-luokkien, leikkaus on w(vastaavasti
d)-luokka. Eli

dc)y= (|
d-luokat 7oc
on pienin C:n sisiltivi d-luokka, ja
(C) = ﬂ J
m-luokat 7oc
on pienin C:n sisiltiavi m-luokka. Myos
o(C) = ﬂ A
o-algebrat 4oc

on pienin C:n sisiltivi o-algebra.
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Lemma 1.1.3 (Dynkin). 1. Joukkoperhe C on o-algebra jos ja vain jos on sekii
n-luokka ettii d-luokka.

2. Jos T on w-luokka, pienin d-luokka joka sisiltiid T on o-algebra, siis d(Z) =
a(Z)

1. Tod. Selvdsti o-algebra on sekd d- ettd wm-luokka. Toisinpdin rittda
osoittaa, ettd numeroituvan yhdisteen ominaisuus on voimassa. Ol-
koon {B, : n € N} C C oletuksesta seuraa etta

Ayi=BiUByU---UB, = (BiNBsN---NBS)°eC

A, 1A= (UAn):<UBn) €cC O

neN neN

2. Tod. Lemman ensimmadisestd osasta riittdd osoittaa ettd d(Z) on 7-
luokka. Osoitetaan ensin ettd

D, ={BedZ):BNEedZ)VE eI}, jossal CD; Cd)

on d-luokka:
QeDy, koskaedZ), QNE)=EcIVEcT.

Jos By € Ba, B; € Dy,i = 1,2, (Bo\ By) € d(T),5aVE € T, (Bs \ B1) N
E = (ByNE)\(BiNE).Nyt(B,NE) € d(T),i = 1,2 (D; méadritelmd),
ja koska d(Z) on d-luokka, seuraa ettd (B \ B1) N E € d(Z) VE € I,
siis (B, \ By) € D;.

Samoin, kun {B, :n € N} C Dy, B, 1 B=J, B.ja E €T,
BNE=|J(B,NE)

jossa (B, N E) T (BN E). Nyt (B, NE) € dZ) ( D;)-mééritelmd )

ja koska d(Z) on d-luokka seuraa ettd (BN E) € D, VE € 7. Siis

on osoitettu ettd D; on d-luokka. Koska Z C D; C d(Z), seuraa etta
D, = d(T).

Olkoon nyt

Dy = {B e d(I): BNA€dT)VAe dI)} C d(I)



32 LUKU 1. KOLMOGOROVIN AKSIOOMAT.

Seuraa myos ettd D, O 7, koska olemme osoittaneet ettd jos £ €
Z,B € Dy =d(Z)silloin (EN B) € d(Z).

Kuten edellisissd askeleissa voidaan osoittaa ettd D, on d-luokka,
ja siksi Dy = d(Z). Téstd seuraa ettd d-luokka d(Z) on w-luokka, ja
lemman ensimmadisestd osasta seuraa ettd d(Z) on o-algebra. Yleises-
ti d(Z) C o(Z), koska d(Z) on o-algebra joka sisdltdd Z, seuraa ettd
d(Z) 2 0(Z),siisd(Z) =0(Z) O

Lause 1.1.1 (Laajennuksen yksikésitteisyyys). Olkoon Z n-luokka, A = o(Z),
P ja @) todennikoisyys mittoja todennikoisyysavaruudessa (2, A), jolla P()) =
QQ)=1jaP(I)=Q) VIeZSilloin P(A)=Q(A) VAec A

Tod. Olkoon
D:={AcA: QA)=P(A)}CA
D on d-luokka: € D (oletus ) jos A, B € D, A C B,
P(B\ A) = P(B) = P(A) = Q(B) - Q(A) = Q(B\ 4)

koska P, ) ovat todennédkoisyysmittoja (€2, .A)-avaruudessa.
Jos A, 1 A, A, € D, A€ A, lemmasta (1.1.1) seuraa

P(A) = lim P(A,) = im Q(4,) = Q(4)

josta seuraa ettd A € D. Koska D on d-luokka, ja oletuksesta D O 7 joka on
m-luokka, Dynkin lemmasta seuraaetti D D o(Z)=A,eliD = A
0.

Esimerkki 1.1.2. Kun Q2 = R, joukkoperhe
7T :={(—o0,t],t € R}

on m-luokka, ja o(Z) = B(R) (Borelin -algebra). Kun F' : R — [0, 1], todennii-
koisyysavaruudessa (R, B(R)) on olemassa korkeintaan yksi todennikdisyys mit-
ta P jolla F(t) := P((—o0,t]) Vt € R.
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Riittidvit ja vilttamittomit ehdot todennikoisyysmitan P:n olemassaololle
ovat:
kuvaus F : R — [0, 1] on ei-vihenevi,oikealta jatkuva ja tHn F(t) =1,

lim F(—t) = 0.
Jim (—t)

Eugen Dynkin(1924-2014) oli Neuvostoliittolainen ja Ameriikkalainen
matemaatikko. Héanelld on tuloksia todenndskoisyysteoriassa (Markovin
prosessesesista), ja algebrassa (Lie ryhmistd, Lie algebroista).

Teoreema 1.1.1 (Caratheodoryn laajennuslause). Olkoon A, (:n tapahtu-
mien algebra, ja olkoon A = o(Ay).

Jos kuvaus Xy : Ay — [0, 00| on o-additiivinen, on olemassa yksikdisitteinen
o-additiivinen mittalaajennus A : A — [0, 00] jolla A(A) = X\o(A) VA € A,.

Tod. Laajennuksen yksikasittyys on osoitettu lemmassa (1.1.1). Ole-

massaolon todistus on jaettu eri vaiheisiin:

Esimerkki 1.1.3. Olkoon Q todennikdisyysmittojen kokoelma samalla todenni-
koisyysavaruudella (2, A). Silloin

A(A) := sup Q(A), Ac A,
QeQ

on ulkomitta (harjoitustehtivi).

Lemma 1.1.4. Olkoon A, C 2° algebra, ja mielivaltainen kuvaus X\ : Ay —
[0, +00] jolla A\(0) = 0.

Sanotaan etti L € Ay on A-joukko jos se jakaa siististi Ag:n seuraavalla
tavalla:

AMA) =AANL) +AANLY), VA A

* \-joukkojen kokoelma Ly on algebra ja A : Ly — [0, +o00] on direllisesti
additiivinen.

® Jos Ly, Lo,... L, € Lo, LN L; =0 kuni# j, A€ A,

A(O(Lk N A)> = i)\(Lk NA)

k=1


http://en.wikipedia.org/wiki/Eugene_Dynkin
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Tod. Selvisti 2 on A-joukko ja A\joukon komplementti on A-joukko.
Olkoon L, Ly A-joukot. Osoitamme ettd L = (L1 N Ly) € £,
L°NLy=LNLy,L°NL§=L5.Kun A € Ay, koska Ly on A-joukko

MA) =MLy A) + AML5NA)
AMLENA) =MLy N (LENMA)+ AMLSN (LN A) =ML NL{NA)+ AL5 N A)
MLy NA) = XLy NLyNA)+ AL{N LyN A) (koska L; on A-joukko)

Téasta seuraa

MA) =MLiNLaNA) + ML N LN A)+ A(L5NA)
=AMLNA) + ML NA) = ANLsNA)+ ANLsNA),

siis L = (L N Ls) on A-joukko. Komplementin avulla ndemme ettd myos
(L1 U Ls) on A-joukko, siis £, on algebra.
Kun Ll, L2 < ﬁo, Ll N L2 = @, Ae A(), koska Lfl: 2 LQ,

MAN(LLULy)) =AXAN(L1U L) N L)+ AMAN (LU L) N L) = MAN Ly) + A(AN Ly)
Adrellinen additiivisuus seuraa kun A = Q 0.

Madritelma 1.1.5. Olkoon (2, A) todenniikdisyysavaruus.
Kuvaus X : A — [0, +00| on ulkomitta (engl. outer measure ) jos

1. X©0) =0,
2.4 CA JAcA i=12 = MNA) <A(A)
3. \on ali-o-additiivinen: kun {A, :n € N} C A4,
A (U An) <> A
Lemma 1.1.5 (Caratheodory). Olkoon A-ulkomitta todennikoisyysavaruudessa
(2, A). Joukkoperhe
L={Le A:Lon \joukko }

on o-algebra ja kuvaus X : L — [0, 4o00] on o-additiivinen mitta.
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Tod. Lemman (1.1.4) nojalla jd& osoitettavaksi ettd kun {L,, : n € N} C
L,L;NL;=0kuni# j, seuraa

L= (U Ln> € Lija L) = g)\(Ln) .

neN

Koska X on sub-c-additiivinen, kun A € A

AMA) < AMANL)+ AMANLY)

Olkoon M,, := |J Li. Lemmasta (1.1.4) seuraa ettd M, € L (koska £ on
k<n

algebra ), eli kaikille A € A

MA) = AMANMS) +AXANM,) > ANANL)+ ANANM,)
= MANLY) + > MANLy)
k=1
koska A on ali-o-additiivinen A:ssa ja darellisesti additiivinen £:ssa. Tama
pétee jokaiselle n € N eli

AMA) = ANANLY) + i MANLE) > MANLY)+AANL)

Ali-additiivisuudesta seuraa A\(A) = A(ANL)+ A(AN L), eli L € L. Kun

sijoitetaan A=L, s-additiivisuus seuraa

ML) = i ALy O

Caratheodoryn laajennuslauseen todistus:
Olkoon G = 29, ja mééritellddn

AMG) = inf Ao (£, VG C Q)
(©):= a3 ()

jossa infimum otetaan yli tapahtumien jonot {F,, : n € N} C A, jolla
U, Fn 2 G.

a) Kuvaus ) : 2 — [0, +-00] on ulkomitta.
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Tod. Selvasti A()) = 0ja A on kasvava. Olkoon jono {G,, : n € N} C 29,
jae > 0. Jokaiselle n:lle on olemassa jono {F),  : k € N} C A, jolla

Go C JFur ja AGn) <D Xo(Fuk) < AGy) +227
k k

Olkoon G = | G,, C U F..x- Koska joukot {F}, ;. : n, k € N} peittavit G:n
n n k

NE) < 5 Mo(Fu) < SNG4 2

Koska € > 0 oli mielivaltainen, ali-o-additiivisuus seuraa.
Lemmasta (1.1.5) seuraa ettd A on o-additiivinen mitta todennakoisyy-
savaruudessa (€2, £), jossa A-joukkojen o-algebra on

L={LCQ:\G)=\NGNL)+AGnNL) VG C Q}

Osoitan seuraavaksi ettd b) A(4) = A\g(A) kun A € Ajjac)A, C L. Tas-
td seuraa ettd A on \¢:n laajennusmitta todenndkoisyysavaruuteen (€2, £),
jossa o-algebra £ D o(Ag) = A.

b) Kun A € Ay, M(A) < A\o(A), koska triviaalisti Ay C Ay € Ap. Olkoon
AC Y, Anjossa A, € Ay. Koska Aj on algebra, voidaan olettaa etta joukot
{A,} ovat erillisia,

muuten otetaan A} = A, ja rekursiivisesti A;, = (A, \ A4/,_,). Silloin

(Un A;) = (Un An) O Ajakoska Aj on algebra, A] € A .

Mo(A) = Ao (U(A N An)> EY (AN A) <Y Ao(A,)

jossa (*) kohdalla tulee kayttoon laajennuslauseen oletus, A\, : Ay — [0, +00]
on c-additiivinen algebralla 4,. Ottamalla infimumin oikealta puolelta
seuraa ettd A\o(A4) < \(A).

¢) Olkoon A € Ajpja G C Q.

Ve > 0, on olemassa jono {A,} C Ayjolla G C |J A, ja

AG) +e2>> No(An).
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Koska A € Ay A:n-méaaritelméasta

D No(An) =D No(ANA)+ D Xo(A, NAY) > NG NA)+ MG N AY)

koska joukot {(A, N A)},en peittavit (G N A)mn ja joukot {(A, N A°) }nen
peittavit (G N AY). Koska € > 0 oli mielivaltainen,

AMG) = MG N A) + MG N A9

Koska A : 2 — [0, +00] on ulkomitta ja siksi ali-additiivinen, yhtdsuuruus
seuraa,eli A € L O

Esimerkki: Yleinen todennidkdisyysmitta reaaliakselilla (Kuten esi-
merkissa(l.1.2) olkoon 2 = R ja F = B(R).
Olkoon F': R — [0, 1] kuvaus joka on

1. ei-vdheneva funktio

2. oikealta jatkuva eli F(t+) := lim F'(u) = F(t) Vt € R.

ult

3. F(400) := t%l—?olo F(t)=1, F(—o0) := il_rgo F(t) =0.

Seuraa ettd on olemassa yksikasitteinen todennédkoisyysmitta P : B(R) —
0,1] jolla P((a,b]) = (F(b) — F(a)),a <beR.

Tod. Yksikasitteisyys seuraa lemmasta ([1.1.2]) koska {(a,b] : a < b € R}
on m-luokka. Olkoon .4, on kokoelma joukoista joilla on esitys

A = O(ak, bk]

k=1

jossam € N,a; < b, € R.
Ay on algebra joka virittda Borelin o-algebran B(R).
Maéritellaan kuvaus P© : Ay — [0, 1]

PO4) = Z(F(bk) — F(ax))

k=1

m

silloin kun esityksen joukot ovat erillisia, (ax, bx] N (an, by] = 0 h # k.
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PO)(A) ei riipu A:n esityksestd, ja on additiivinen A, algebrassa.

Kun osoitamme ettd P(®) on o-additiivinen algebrassa A, Caratheodo-
ryn laajennuslauseesta seuraa ettd on olemassa laajennus P koko Borelin
o-algebralle.

Tod. Vastaoletus: on olemassa ei-kasvava jono A, € Ay, A, 2 A1, ja
ejolla PO(A,) > 4e > 0 Vn. o-additiivisuus on todistettu kun osoitamme

() An #0

Olkoon

mn

Ay = J(ap, 57

k=1
jossa —oo < ap < by <ap ., < i, <+oo.
Olkoon € > 0. Oletuksesta (3) seuraa ettd on olemassa z > 0 jolla
F(—2)<eja(l-F(z) <e.
Muuten olisi olemassa ¢ > Ojolla Vz > 0 F/(—z) > etai F(z) < 1 —¢,
joka on riistiriidassa oletuksen F'(—oo) = 0 ja F/(+00) = 1 kanssa.

Koska F' on oikealta jatkuva, on olemassa z} € (af, b}] jolla
F(x}) < F(a}) + g2~ *+)

Olkoon

B = (U(;c;;,b;;] N [—z,z]> CA, B,= (ﬂ B{) CA

k=1 I<n

jossa B, € Apja B, 2 B,41 Vn. Seuraa

A\ B, = U(An \ Bl/) C U(Al \ Bl/)

I<n <n

Koska P, on darellisesti additiivinen Aj:ssa ,

PO(4,\ B,) < PO((z,2]° +ZP (A\ B)) N (=2, 4])
< PO((~2,20)+ 35 PO((dh, al])

:F(—z)+(1—F(Z))+ZZ{F(Qz2) }<25+522 22k<3€
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jossa geometriselle sarjalle patee ) 27" = 1. Téstd seuraa

n=1

PO(B,) =PO(A,) - POA,\ B, >4 -3 Vn

josta seuraa B, # (. Olkoon B, joukon B, sulkeuma. Koska [z7, b}]
(a2, bk],Vn A, N [—z,2] 2 B, 2 B, # 0, ja koska B,, 2 B,;1, myos B,

B, 1. Tastd seuraa

U 1N

(A 2B #0

muuten kokoelma {(B,)° = (R\ B,) : n € N} olisi kompaktin joukon

[—z, z] avoin peite ilman &dédrellistd alipeitetta:

=22 € (B

neN

jossa [—2,2] 2 B, 2 By 0, YneNDO

Esimerkki 1.1.4. Kun

0 ,—oc0o<z<0
Flx)=<¢2 ,0<x<1
1 ,J1<zx<o

P on tasainen jakauma vilissi (0, 1], jolla
P((a,b]) = F(b) — F(a) = min(b,1) — max(a,0), a <b.
Voidaan myds mdiritellid Lebesguen mitan koko reaali-akselille:

MA) =) P(A+z), AcBR)

2€EZ

jolla X((a,b]) = (b —a), a < b. Lebesquen mitta on o-ddrellinen ja siirto-
invariantti \(A + z) = M(A), = € R, A € B(R). Todistus Olkoon

D={BeBR): A(B)=\z+B) VzeR}

Koska (a,b] € D ja vilit muodostuvat m-luokkaa, jos osoitamme ettd D on d-
luokka, siiti seuraa ettdi D = B(R) ja vdite on todistettu.
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Koska (R + x) = R, on selviid etti R € D.
Jos BD Aja A, B €D, koska (A+z)\ (B+x)=(A\ B)+ z, seuraa

AM(BVA)+z) =X(B+2)\ (A+1))
—AB+1) = AA+2z)=AB) = MA) = A(B\ A) .

Olkoon A,, C A, 41, jossa A, € DVn, ja A= |J A,. Huomataan etti

neN

r+A=JA, +2)
neN
ja(x + A,) 1 (x + A). Tasti seuraa
Mz +A) = A(U (A, + x)) =lim A(A, + ) =lim A(4,) = A(4),
neN

eli A € D joka on sitten d-luokka.

1.2 Sovellus: Tulo o-algebra ja tulo-todennidkoisyys

Olkoon (Y, F', P')ja (2", F", P") todenndkoisyyskolmikot , ja olkoon 2 =
Q' x Q.

Tuloavaruus (2 varustetaan tulo-c-algebralla
F=F@F =0(AxB:AcF,BeF")

eli mitallisten joukkojen tulojen virittima o-algebra.
Olkoon

A= {CQQ:C: U(Akak)jossaAG}"’,Be}"’}
k=1

Selvisti A on algebra ja o(A) = F.
Mairitelldan ensin additiivinen kuvaus P : A — [0, 1]: kun

m

C = J(Ar x By)

k=1
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jOSS& (Ak X Bk) N (Al X Bl> = @ kun{ 7é k?,

m

POC) =) P(A)P"(By),
k=1

joka ei riipu C'n esityksestd (harjoitustehtdvd). Kun osoitamme ettd ku-
vaus P : A — [0,1] on myds o-additiivinen, Caratheodoryn laajen-
nuslauseesta seuraa ettd on olemassa yksikédsitteinen todenndkoisyysmi-
tan PO laajennus P = (P, @ P,) : F; ® F, — [0,1] jolla PO(A) =
P(A) kun A € A. (P, ® P,) kutsutaan tulo-todenndkoisyydeksi. Tulo mi-
tan konstruktio yleistyy suora-induktiolla myos darellisiin tuloavaruuk-
siin 7 x Qg x -+ x Q,,, ja my0s silloin kun mitat ovat o-darellisid (harjoi-
tustehtava).

Aérettdman ulotteisen tulomitan konstruktio my6s onnistuu Kolmo-
gorovin laajennuslauseen seurauksena, ainakin kun 2 = R (tai yleisem-
min kun © on Borelin avaruus, kts. luku 2).

Todistus Osoittaakseen ettd P(*) on o-additiivinen tapahtumien algebras-
sa A,

ndytdimme ettd kun jono C, € Aja C, | 0, siitd seuraa PV(C,) | 0.
Olkoon

Mn

Co=|J(Aum x Bu) € A (1.2.1)

k=1

jossa A € Fija By € Fp,jajoukot (A, x Bog) k= 1,...,m, ovat erillisid.
Huomataan etta

e esitys (1.2.1) tapahtumalle C,, ei ole yksikdsitteinen,

¢ kuitenkin, tapahtuman tulo-mitta

PO(C,) = % Py(Ani) Po(Bnr)

ei riipu tapahtuman esityksestd,

* on olemassa esitys jossa joukot A, € F; ovat erillisié.
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Maadritellan funktio f, : Q' — [0, 1]

jossa A, ovat erillisid. Huomataan ettd V' € 0/, f,(w') L 0 kun n 1 oo,
koska C), | 0 ja siksi

{w e (W, W)eA)}LD.
Téastd seuraa ettd Ve > 0
Dy, := {w’ €0 fuld) > 5} 10.

jossa D,, on yhdiste joistakin A, joukoista. Koska P, on o-additiivinen, ja
D, . | 0,seuraa P;(D,.) | 0kunn 1 cc.
Tésta seuraa Ve > 0,

PO(C,) = % Pi(Au) X Py(Buk)

k=1

< Pi(Dne)Pa(Q) + Pi(1)e L e, kunn T oo
eli PO(C,) 10 O

Esimerkki Yleinen Todennikéisyysmitta (R?)-avaruudessa Voidaan osoit-
taa (harjoitustehtdva) etta

B(R?) = B(R)*" := B(R) ® B(R) @ - - - @ B(R)

d-kertaa

Kun s = (s1,...,84),t = (t1,. .., tq) € (RU{ £o0})*, merkitién

s<t<=s5;<t;,1=1,....d, s<t<=s;<t,i1=1,...,d,
(s,t] ={z eR: s <z <t} = (s1,21] X -+ X (84, 1d]
Kun d > 1, jdrjestys-relaatio < ei ole tdydellinen, eivit kaikki parit s, t € R?

ovat verrattavissa.
Voidaan osoittaa ettd o ((—o0, q] : ¢ € Q%) = B(R?) (harjoitustehtéva ).
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Olkoon P todennikéisyys (R?, B(R?)):ssa.
Maéritellddn kertyméafunktio

F(t)=P((—o0,t]) =P({zeR:a; < t;, i=1,...,d}), t e R
Seuraa etta
1. F(t) on ei vdheneva < osittais-jdrjestyksen suhteen,
2. F(t) on oikealta jatkuva, eli kun t¢,, | ¢, F(t,) | F(t),
3. F(—o00) :=limy|_ F(t) = 0ja F(400) := limy F(t) = 1.

Toisinpdin, jos funktio F : RY — [0, 1] toteuttaa (1), (2), (3), On olemas-
sa todenndkoisyysmitta P (R?, B(R?)):ssa jolla F(t) = P((—oo,t]) Vt € R%,
Lauseen [1.1|todistus yleistyy suoraan ddrellis-ulotteiseen tilanteeseen.

Esimerkki 1.2.1. Jos P, ..., P, ovat todennikoisyysmittoja (R, B(R)) avaruu-
dessa, ja F\(ty), ..., Fy(ts) niiden kertymifunktio, on olemassa tulotodenniikoi-
syysP= (P, P, ® - ® Py) (RY, B(R?)) avaruudessa, jolla on kertymiifunktio

F(t) := Fy(t1)Fy(ty) ... Fy(ty), teR?
jajos By,...,B; € B(R),

P(By X -+ x By) = Pi(By) X -+ X Py(By)
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Luku 2

Todennidkoisyys darettomissa
tulo-avaruuksissa ja

Kolmogorovin laajennuslause

Jatkossa tyoskentelemme todenndkoisyysavaruudessa (€2, F, P) joka on
tarpeeksi rikas sisdltdméan P-rippumattomien satunnaismuuttujen jonoja
(Xn(w) : n € N). Halluamme varmistaa ensin ettd selldinen on olemassa.
Vaikka tdssd kurssissa todennédkdisyysmittojen jonon tulomitan olemas-
saolo tuloavaruudessa riittdisi meille hyvin pitkélle, todistamme saman
tien Kolmogorovin laajennuslausetta, joka koskee mielivaltaisia tuloava-
ruuksia, eikd rajoitu tulomittoihin. Todistuksessa ei kdytetd muuta kun
Caratheodoryn laajennuslauseetta ja pientd kompaktisuuden argument-
tia.
Madiritelma 2.0.1. Todennikoisyysavaruudella (2, F) satunnaisprosessi on sa-
tunnaismuuttujen perhe (X, : t € T) jossa T on mielivaltainen indeksijoukko, ja
X;(w) € RY

Esimerkiksi T = N,R™, Q",Z,R,Q voidaan tulkita aikaparametriksi,

joka voi olla diskreetti tai jatkuva.

Miiritelma 2.0.2. Adrellisulotteisten todenniikvisyysmittojen perhe R:ssa on

45
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on yhteensopiva, jos
1.

P (A x - xAy) = th<1>,-~~tw(n> (Atw(l) e X Atw(n))

VneN Ay, ... A, € BR),ty,...,t, € T, V permutaatiolle 7

P .. tn(Al X XAn>:Pt1 ..... tn,th(Al X - X A, XR)

Korostamme ettd seuraavassa lauseessa indeksijoukko T on mielival-

tainen.

Teoreema 2.0.1. (Daniell-Kolmogorov,1933) Olkoon

(nove ()

n=1
yhteensopiva perhe direllisulotteisista todennitkdisyysjakaumoista R:ssa, indeksi-
joukolla T.
On olemassa yksikdsitteinen todenniikoisyysmitta P tuloavaruudella Q = RT
varustettuna tulo-topologian virittimdilli sylinterien o-algebralla o(C),
jolla¥n € N ty,...,t, € N, B, € B(R"),

P({w cR": (wy,...,w,) € Bn}) =P, ... (B, (2.0.1)

Todistus
Tuloavaruuden ) = R" jasenet ovat kuvaukset ¢ — w; € R.

Maédéritellaan algebra C joka koostuu sylintereista
C= {w ERY: (wyy, ... ,wy,) € Bn}

jossan € N,ty,....t, € N, B, € B(R").
Kaava (2.0.1) méaérittelee kuvauksen P, : C — [0, 1].

Yhteensopivuuden oletuksesta seuraa ettd Py(C) on hyvin maédritelty,

siis ei riipu sylinterin C'n esityksesta.
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Koska kahdelle sylintereille 16ytyy esityksid yhteiselld indeksijoukolla,
ja koska dérellis-ulotteiset jakaumat ovat todenndkoisyydet, ei ole vaikea
osoittaa ettd kuvaus Py : C — [0, 1] on ddrellisesti additiivinen. (harjoitus
tehtava).

Kun osoitamme ettd P, on myos o-additiivinen C algebrassa, Charat-
heodoryn laajennuslause astuu voimaan ja IPy voidaan laajentaa yksikésit-

teisesti o-additiiviseksi todenndkoisyysmitaksi o-algebralle o (C).

Eli jaa osoitettavaksi viite:
jos {C,, : n € N} C C on sylinterien jono jolla
Co 2 Cpan, ja () Cn =1,
neN

seuraa lim,, ., Py(C,,) = 0.

Vastaoletuksen kautta, oletamme ettd on olemassa cylinterien jono {C, :
n € N} C Cjolla C,, D Cpi1jalPy(C,) > € Vnjollekin e > 0, ndytimme ettd

N C, # 0.

neN

Valitsemalla sopivasti sylinterien esityksid ja mahdollisesti toistaamal-
la sylintereita jonossa, voidaan aina rakentaa indeksijonoa (¢,) C T ja sy-

linterijono {D,, : n € N} jolla on esitys

D, = {wERT S(wiyy e wyy) EAn}

jossa D,, O D, 1Vn, A, € B(R"), A, xR D A,.1Vn, ja kaikille m € N on

olemassa n jolla D,, = C,,.

Seuraa ettd Po(D,,) > ¢ > 0Vnja

Koska P,

A,, on Borel mitallinen, on olemassa suljettu joukko F,, C A, jolla

+, on todenndkoisyysmitta R":ssa ja siksi o-additiivinen, ja

-----

Ptl ,,,,, tn(An\Fn) < 82771 .
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Valitsemalla tarpeeksi suurta origo-keskeistd palloa B(0,7,), 1oytyy myos
kompakti K,, = (F, N B(0,7,)) C A, jolla edelleen

tn(An \ Ky) = Po(Dy, \ Gp) <277

jossa
G, = {w eRY: (wy,...,w,) € Kn}

Koska ndmai eiviat valttdmattd muodosta vihenevad jonoa, otamme leik-
kaukset

G;’L: m G = {WGRT:<wt17""wt”) GK;L}
m=1

jossa
K, =K,N(K, 1 xR)n---N(K;, xR CK,

ovat kompakteja (kompakti ja sulijetun joukon leikkaus on kompakti).
Seuraa G, 2 G/, ,,,ja (K, xR) D K ;.

Téasta seuraa

.....

Pyt (An) = Py tn( A \ (K X R<n—m)))

m=1

> Pt1 ----- tn<An) - Pt1 ..... tn ( U (Am \ Km) X R(n—m)>

(koska A,, x R®™ D A kunn > m)

= Po(D,) — Py (ngl Dun \ Gm>

> Py(Dy) — Y Po(Dp \Gr) 2=y 27" > g >0
m=1

m=1
jossa kdytettiin vastaoletusta Py(D,,) > «.
Siksi Vn, 32\ ..., 21y e K. £ 0.
Koska jono G/, ei kasva, seuraa ettd (x%”)) CK|CR
Koska K on kompakti, Heine-Borelin lauseesta seuraa ettd on olemas-

sa suppeneva alijono x&"l) — ] € K.
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My®s alijono (:Ug’”)? a:g”)) C K}, ja on olemassa suppeneva alijonon ali-

jono jolla on raja (27, x%) € K C R2
Induktiivisesti 16ytyy jono (z}) jolla (z7,...,z}) € K| C R™ Vn.
Joukot

D*:{wERT:wtn:xZ Vn}gﬂG;g ﬂDn:an
neN neN neN

eivat ole tyhjid O

Huomautus 2.0.1. Niytimme pian ettd Kolmogoroviin lause on voimassa ei pel-
kiistidn kun Q, = R,Vt € T mutta myos hyvin yleisemmilla Borelin todenni-
koisyysavaruuksilla.
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Luku 3
Satunnaismuuttujat

Olkoon X : (2, F) — (£, &) kuvaus todenndkoisyysavaruuksien valilld.
X on mitallinen kuvaus, todenndkéisyyskielella satunnaismuuttuja , kun

VB € £ , mitallisen joukon alkukuva on mitallinen, eli
X YB)={w: X(w)eB}yeF

Tyypillisesti (E, ) = (R?, B(R?)) jossa B(R?) on avoimien joukkojen virit-
tdimé o-algebra. Kun X on satunnaismuuttuja, merkitddn X € L°(Q, F) tai
lyhyesti X € F silloin kun kontekstista on selvda ettd X on funktio w:sta
eikd (2:n alijuokko.

Huomautus 3.0.1. Huomataan samankaltaisuus jatkuvan funktion mdiritel-
miin kanssa: olkoon (S;, S;), 1 = 1,2 topologiset avaruudet, jossa S; ovat avointen
joukkojen kokoelmat. Sanotaan etti f : (S1,S1) — (S2, S2) on jatkuva jos ja vain
jos kaikille avoimille U € S, piitee

ffU)={r €S : f(x)cU} €S,
eli se on avoin S:n topologiassa.
Lemma 3.0.1. Jos X : Q +— E on kuvaus, (ei vilttidmittd mitallinen)
X! (U A,») =Jx"'@), x4 = (X—l(A)>
ieT ieT
jossa A, A; C E ja T on mielivaltainen indeksi joukko (ei vilttimitti numeroitu-

va).
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Lemma 3.0.2. Olkoon X : (Q,F) — (E,€)jaY : (E,€) — (G,G) mitalli-
set kuvaukset todennikoisyysavaruuksien vilissa. Silloin kuvaus (Y o X)(w) :=
Y (X(w)) on mitallinen (2, F) ja (G, G) viliss.

Tod. Kun B € G,
YoX)'(G)={w:Y(X(w) eG}={w: X(w) e Y HG)} e F
koska Y1(G) € £ja X on (F,£)-mitallinen.

Lemma 3.0.3. Olkoon f : E — H, jatkuva funktio topologisten avaruuksien
vilissd, ja olkoon B(E) ja B(H) vastaavat avointen joukkojen virittidmii Borelin

o-algebrat. Silloin
* kuvaus f : (E,B(E)) — (H,B(H)) on mitallinen.

e [TYB(E))=c{f"(U): U C H avoin }, on pienin E:n c-algebra jonka
suhteen f on Borel-mitallinen.

Tod. Kun U C H avoin, seuraa ettid f~!(U) C F on avoin E:ssi. Tasta

seuraa
o{f ' (U): U C H avoin } C B(E)
Joukko perheet
{U C H avoin }ja {f "(U): U C H avoin }

ovat m-luokkia koska avointen joukkojen dédrellinen leikkaus on avoin.
Kun D on d-luokka H:ssa,

(D) ={fYD):DeD}

on d-luokka E':ssa:
E=f"Y(H) e (D) koska H € D.
Jos Ay = f71(By) C f71(By)jossa B; € D,seuraa B; C Byja Bo\B; € D
josta seuraa f~(By) \ f1(B1) = f (B2 \ B1) in f1(D).
Jos Ay = f7Y(B,) € f71(D)ja An 1 A= U,en Ans
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seuraa A =, o [ (By) = 7! (UneN Bn> e f~YD).

Koska B(H) on pienin d-luokka joka siséltdd m:luokan

{U C H avoin },

f~Y(B(H)) on pienin d-luokka joka sisdltdd 7-luokan

{f7'(U): U C H avoin }, ja lemmasta[l.1.3/seuraa

YB(H))=0c{fY(U): UC Havoin } O
Seuraus 3.0.1. Olkoon X; : (2, F) — (R,B(R)), i =1, ...,d R-arvoisia satun-
naismuuttuja. Silloin vektori-arvoinen kuvaus X : (Q, F) — (R?, B(R?)) jolla
X(w) = (X;(w), ..., Xa(w)) on Ri-arvoinen satunnaismuuttuja.

Tod. Kun B; C B(R),i=1,...,d,

{w: X(w) € By x -+ x By} = (ﬂ{w:Xi(w)EBi}) eF

ja vdite seuraa koska o(B; x -+ x By : B; € B(R)) = B(R?).

Tarkemmin, olkoon

X NB)={w:Xi(w),...,Xq(w) € B}, BeBRY,
D={BeBRY): X Y(B)eF}2I={Bi xByx--xBy: B € BR)}

jossa D on c-algebra ja Z on wr-luokka. Mutta ¢(Z) = B(R)®? = B(R?), josta
seuraa ettd X 1(B) € F,VB € B(R%). O

Seuraus 3.0.2. Olkoon X : (Q,F) — (RY B(RY)) satunnaisvektori ja f :
X(Q) C RY — R jatkuva kuvaus.
Seuraa ettd kuvaus w — (f o X)(w) = f(X(w)) on satunnaismuuttja.
Erityisesti jos (X,Y) ovat s.m.— (X +Y), (XY) ovat s.m.
Jos Y(w) #0 Vw, seuraa etti (X/Y') on satunnaismuuttuja.

Lemma 3.04. Jos {X,, : n € N} on s.m. jono todennikoisyysavaruudessa
(2, F),

X" (w) :=sup X, (w)

neN

on satunnaismuuttuja.
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Tod. D = {B C B(R) : (X*)"*(B) € F} on o-algebra. Koska jokaiselle
teR

(X)) (=00, t]) = {w: X*(w) <t} = [ {w: Xu(w) <t} € F,

neN

seuraa ettd (—oo, t] € D. Koska namat muodostuvat 7-luokan, seuraa etta
D on niiden virittdima o-algebra, joka on B(R).

Seuraus 3.0.3. Myos lim inf X, (w) ja limsup X,,(w) ovat satunnaismuuttujia

(harjoitustehtivi).

Seuraava lause on Dynkinin lemman (1.1.3) vastine satunnaismuuttu-
jille:

Teoreema 3.0.1. (Monotonisen luokan lause) Olkoon C kokoelma rajoitetuista
funktioista X : 0 — R. Sanotaan ettii C on monotoninen luokka kun

1. C on vektoriavaruus.

2. wvakio funktio 1 € C.

3. C on suljettu monotonisen rajankiaynnin suhteen:
kaikille jonoille {X,, : n € N} C C joilla

0<X,(w) < Xpii(w) YweQneN, ja
X(w):= liTm X, (w) on rajoitettu funktio,
seuraa X € C.

KunC 2 {14(w) : A € I} jossaZ C 2° on w-luokka (suljettu joukkojen
leikkauksen suhteen), seuraa

CD { rajoitetut ju (Q,0(Z)) — (R, B(R)) mitalliset funktiot }

Tod. Olkoon D = {AC Q: 14 € C}.
Seuraa monotonisen luokan méaritelmaésta ettd D on d-luokka joka si-
sdltdd m-luokan Z, ja Dynkinin lemmasta (1.1.3)) seuraa myos D D o(Z).
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Olkoon X (w) o(Z)-mitallinen satunnaismuuttuja jolla
0<X(w)<K<oo Ywe.

Madritelldan kuvausten jono

XM (W) = ni Kt 1{X(w) c (ﬂ M} } , neN.

n n n
(=0

Koska C on vektoriavaruus, seuraa {X ™} C C, ja koska
0< XMW1+ X(w) VYwe

jossa oletetusti X (w) on rajoitettu, seuraa ettd X(w) € C O

Seuraava lause on esimerkki monotonisen luokan lauseen kaytosta.

Teoreema 3.0.2. Olkoon kuvaus Y : (Q,F,P) — (S,S) S-arvoinen satun-
naismuuttuja, esimerkiksi (S,S) = (R, B(R?)).
Olkoon

oY) = { Y1 (A): Ae S}.
* o(Y) on pienin Q::n o-algebra jonka suhteen Y (w) on mitallinen.

* o(Y) kutsutaan satunnaimsuuttujan Y virittdmin o-algebraksi.

e Toinen satunnaismuuttuja X : (Q, F, P) — (R, B(R)) on o(Y")-mitallinen
jos ja vain jos on olemassa mitallinen kuvaus f : (S,S) — (R, B(R)) jolla

X(w) = [(Y(w)).

Proof <= implikaatio on jo osoitettu (lemma [3.0.2).
Olkoon

C ={ f(Y(w)): fonBorel-mitallinenja |f(Y (w))| on rajoitettu }

Selvidsti C on vektori avaruus joka siséltid vakiot. Olkoon { fnt, N

Borel-mitallisten funktioiden jono jolla

0< fuY(w) < frm(Y(w) <K <oo VneNweQ,
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ja f(y) = limsup, fn(y) Yy € S. Seuraa etta f : (5,S) — (R, B(R)) on

mitallinen, ja
0< fuY(w) Tf(Y(w) <K <oo kunntoo.
Siis C on monotoninen luokka. Koska 14(Y (w)) e CVA € S, ja
oY)={Y '(4): A€ S}

seuraa ettd C sisdltdd kaikki o(Y')-mitallisia ja rajoitettuja R-arvoisia satuu-
naismuuttujia.

Yleisemmin, jos X (w) on o(Y')-mitallinen R-arvoinen satunnaismuut-
tuja joka ei ole rajoitettu, koska arctan(x) on jatkuva bijektio R ja avoimen
valin (—n/2,7/2) valissd, satunnaismuuttuja arctan(X (w)) on rajoitettu ja
o(Y)-mitallinen.

Tastd seuraa ettd arctan(X(w)) = f(Y(w)) jollekin Borel-mitalliselle
funktiolle f(y), ja silloin X (w) = tan(f(Y (w)) jossa tan(f(y)) on myo6s Bo-

rel mitallinen funktio O



Luku 4
Odotusarvo ja Integraali

Maiiritelma 4.0.1. Satunnaismuuttuja X(w) : (Q,F) — (R, B(R)) on yksin-

kertainen jos
X(w)=> xla(w), neNz, R AEF
k=1

Merkitiin X € YF. Jos X(w) > 0 Vw, merkitiin X € YF *. Talloin midritel-

liddn satunnaismuuttujan odotusarvo todennikoisyysmitan P:n suhteen
Ep(X) =Y aP(Ay)
k=1

De Finettin mukaan, odotusarvo Ep(X) tulkitaan vedonlyonnin sopi-
muksen X :njohdonmukaiseski hinnaksi, hinta-systeemissa jossa indikaat-
torit 14, saavat hintoja P(A;), k=1,...,n.

Harjoitustehtdviakasi tarkistetaan ettd yksinkertdisen satunnaismuut-

tujan odotusarvo ei riipu sattunnaismuuttujan esityksesta ja

Ep(X) =) aP({w: X(w) = z})

zeR

Lemma 4.0.1. Olkoon X,Y € YF, X € R (deterministinen).
* Kun X (w) > 0, Vw, seuraa etti Ep(X) > 0 (posititvisuus ).

* Ep(X+Y)=Ep(X)+ Ep(Y)ja Ep(AX) = AEp(X).

57
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Odotusarvon mééritelma yleistetddn seuraavalla tavalla:
Mairitelma 4.0.2. Olkoon X (w) > 0 Vw. Silloin
Ep(X) :=sup{Ep(Y): Y € YF", 0<Y(w) < X(w) VYw}

Yleisemmin kiytimme hajotelmaa X (w) = X+ (w) — X~ (w), jossa satunnais-
muuttujat X (w) := max{X (w), 0}, X~ (w) := max{—X(w), 0} ovat ei-negatiivisia,
ja madritellddn

/QX(w)P(dw) = Ep(X) = Ep(X*) — Ep(X") .

Kun Ep(|X|) = Ep(XT) + Ep(X ™) < 400, sanomme ettd X on integroituva
satunnaismuuttuja ja merkitsemme X € L'(Q, F, P).

Kun Ep(X™*) = coja Ep(X ™) < +oo, mddritelliin Ep(X) = +oo, vastaa-
vasti jos Ep(X ™) < oo ja Ep(X~) = 00, Ep(X) := —o0.

Kun Ep(X™) = Ep(X ™) = oo odotusarvo Ep(X) ei ole mdiriteltivissi.

Lemma 4.0.2. Olkoon X (w) > 0, Vw.
Kun Ep(X) =0, seuraa P({w : X(w) > 0}) = 0.

Tod. Olkoon Y, (w) = n™'1(X (w) > n™1). Silloin
Y, € YF' ja Y, (w) < X(w), Vw.
Odotusarvon madritelmaéstd seuraa
0=FEp(X)>Ep(Y,)=n"'"P(X(w)>n"")>0, ja
P(X(w) >0) = P(U{w X (w) > n_l}) <Y P(X(w)>n")=0 O
Lemma 4.0.3. Kun X (w) ja B € F jolla P(B) = 1, seuraa
Ep(X1p) = Ep(X).
Tod. Viite on tosi kun X (w) = 14(w),

Ep(141p) = Ep(1ans) = P(AN B) = P(A) — P(AN B°) = P(A),
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koska P(ANB¢) < P(B¢) = 1—P(B) = 0,ja lineaarisuudesta seuraa myos
kaikille X € YF.

Olkoon X (w) > 0,ja {X,, :n € N} C YF'jolla0 < X, (w) < X(w) ja
Ep(X,) T Ep(X). Silloin koska 15(w)X,(w) < 1p(w)X(w) ja odotusarvo
on positiivinen,

Ep(].BX) > Ep(].BXn) = Ep(Xn) T Ep(X) > Ep(].BX) O

Seuraus 4.0.1. Jos P({w : X(w) = Y(w)}) = 1, eli X(w) = Y (w) P-melkein
varmasti, seuraa Ep(X) = Ep(Y).

Riemann-Stieltjesin ja Lebesgue-Stieltjesin integraalit Olkoon a <
beR, Q= (a,b],F=DB((a,b)),
P = Pgjossa G : (a,b] — [0,1] on ei-vdheneva oikealta jatkuva funktio
jolla G(a) =0, G(b) =
Caratheodoryn lauseen mukaan on olemassa yksikésitteinen todenna-
koisyysmitta P : B((a,b]) — [0, 1] jolle Pu((a, z]) = G(z) — G(a).
Olkoon H : (a,b] — R* ei-negatiivinen mitallinen funktio. Osoitamme

ettd

Ep, (H / H(z)G(dx) (Lebesgue-Stieltjesin integraali)
jossa oikean puolen integraali on Riemann-Stieltjesin integraalin yleistys.
Maiiritelma 4.0.3. Olkoon I1 vilin (a, b ositus direlliselld vilipistemidirilli:
M=(a=20<{<m < <2< <ay 1 <Eva<ay=0b), neN

Merkitian A(Il) = nax (x; — x;—1). Mdiritelliddn Riemannin Stieltjesin inte-
<i1<n

graali

b
(Riemann-Stieltjes)—/ H(z)G(dzx) := 11m ZH&Z (xiv1) — G(xy))

N ()

_ T (I1) ;

— A(lgn_>0 Z H (&) Pol(2i, wi41)) = A(lﬁr)rio Ep(H™)  jossa
N(H)

H(u) := Y H(&) (@i, w41 (u)

k=1
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silloin kun raja-arvo on olemassa ja on yksikisitteinen rijppumatta ositusten jo-

non ja vilipisteiden &; € [x;, x,4+1| vilinndsti.

Lause 4.0.1. Kun H(x) (palottain) jatkuva, ja G(x) on ei-vihenevi, Riemann-
b

Stieltjesin integraali [ H(x)G(dx) on olemassa.

Todistus Olkoon H : [a,b] — R jatkuva funktio, ja H™ sen yksinker-

tainen approksimaatio osituksen II:n mukaan. Méaritelmdan mukaan

b
/ H(y)Gldy) = A(Em—m/ H(y

kun rajaarvo on olemassa eikd riippuu ositusten jonosta.
Olkoon (IL,, : n € N) [a, b] vdlin ositusten jono joilla A(II,,) — 0. Osi-
tuksielle I1,,, I1,,, patee

b

‘/H(Hn G(dy) — /Hﬂm> dy‘ /|H(H" — HT) (y)|G(dy)
N

=D H(&) = Hm)|(G(2i41) — G(z:))
1=0

joillekin zo < z1 < --- < ayjal& —m| < (A(IL,) + A(IL,)). Koska H
on jatkuva kompaktissa [a, b] se on siind tasaisesti jatkuva, eli Ve > 0 on
olemassa d joilla kun | —n| < §d = |H(§) — H(n)| <e.

Téastd seuraa ettd kun n, m ovat tarpeeksi suuria

‘ /ab H (y)G(dy) — /ab HO) (y ‘ Nz: G(zi11) — G(x;)) = e(G(b) — G(a))

b
Tastd seuraa ettd ( [ H™(y)G(dy) : n € N) on Cauchy jono joka suppe-

a
nee.

Seuraa myos ettd jos (II),) on toinen ositusten jono jolla A(II)) — 0,
kun maéaritellaan jono (II7) jolla I15,, = II,, ja II5,, , = II/,, seuraa ettd myos
[ H) (y)G(dy) suppenee kun n — oo, ja siksi raja-arvo ei riipu ositusten

a
jonosta O
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Tehtavi 4.0.1. Osoita ettii Riemann-Stieltjesin integraali on olemassa kun funk-
tio H(y) on ei-vihenevi. Vihje: Osoita ensin etti epijatkuvuus pisteiden joukko

D:={y:H(y—):=limH(z) < H(y+) = lim H(z)}

Ty zly

on korkeintaan mumeroituva. Kiyti sitten hajotelma

H(z) = (H%x) -y AH<y>> jossa AH(y) = H(y+) — H(y-)

y<z

jossa niytit ettd H.(x) on ei-vihenevi ja jatkuva. Tamdi yleistyy suoraan ta-
paukseen jossa H(y) = (H®(y) = H=(y)) , G(y) = (GZ(y) — GZ(y)) , jossa
H® H® G® G°, ovat ei-vihenevii.

Tehtidva 4.0.2. Osoite ettii jos H(x) on (palottain) jatkuva ja G(x) on derivoituva

jatkuvalla derivaatalla G'(x), Riemannin Stieltjes integraaleille piitee

/a bH(m)G(dx) - / bH(x)G’(x)dx

Kun H(z) on pelkdstddan Borel- mitallinen mutta ei palottain-jatkuva,
on olemassa ositusten jonot ja vélipisteiden valinnat joilla approksimaa-
tioden raja ei ole olemassa, siind tapauksessa Riemann-Stieltjes integroin-

titapa ei toimi.

Vuonna 1902 ranskalainen Henri Lebesgue keksi omassa véitoskirjas-
sa uuden integrointitavan jossa funktio y = H(z) integraalin approksi-
moidaan osittamaalla y-akselin z-akselin sijaan. Olkoon ensin H Borel-
mitallinen funktiojolla H(z) > 0 Vz. Maéritelldan kuvaus o™ : [0, +-00) —

[0, +00) jossa

0 kin0 <y < N!
™) = (L) kunkN"'<y<(k+ DN k=1, . (N?—1f40.1)
N kuny > N


http://en.wikipedia.org/wiki/Henri_Lebesgue
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Huomataan ettd kuvaus o) on vasemmalta jatkuva kuten indikaattori-
kuvaukset 1,4 (y).

Approksimoidaan alhaalta satunnaismuuttuja H(z) > 0 yksinkertdi-
selld satunnaismuuttujalla H™) (z) := o™ (H(z)). Koska

0< H(z)— HM(z) <1/N kun0 < H(z) < N,

ja HN) (z) < HN+Y(z) , seuraa ettd H™) (x) + H(z) kun N 1 oo.
Koska H®™)(z) on yksinkertainen satunnaismuuttuja, sen Pg-odotusarvo
on summa

Ep(H™) =Y " yPo(H™N = y) =

Utgl)épc({x L H(z) € (%,%} }) _ /:H<N>(x>(;<dx)

jossa viimeinen integraali on yksinkertdisen funktion Lebesgue-Stieltjes
integraali eikd Riemannin integraali. Yksinkertainen funktio H™)(z) ei ole
valtamattd palottain jatkuva.

Huomataan myos ettd kun funktio H(z) on jatkuva valissd (a, b], kddn-

H—l((%,%o = {”3 HH(z) € (%’%}}

on ddrellinen yhdiste véli-joukoista, mutta ndin ei tarvitse olla kun H(z)

teiskuva

on pelkastdan Borel-mitallinen. Silloin y-akselin osituksen vastaa z-akselin
ositus ja sen takia siind tapauksessa Lebesgue ja Riemann integraalit yh-
tyyvat.

Osoitamme ettd kun H(x) > 0 on mitallinen, raja-arvo lim B P (HM)
on olemassa kaikille yksinkertéisten satunnaismuuttujen jonoille joilla H™) () 1
H(z),ja sen arvo on

Ep,(H) = /OOO y Pg(x : H(x) € dy) := (Lebesgue-Stieltjes)- /b H(z)G(dz) ,

approksimoivasta jonosta riippumatta.
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4.1 Monotonisen konvergenssin lause.

Odotusarvon madritelmdn mukaan, kun X € F on olemassa jono (X, :
neN)CYFjolla0 < X,(w) < X(w)ja E(X,) = E(X).

Osoitamme ettd £(X,) T E(X) kaikille satunnauismuuttujen jonoille
jolla0 < X,, T X.

Lemma 4.1.1. Olkoon jono {a¥ : k,n € N} C R joka on ei-viihenevii molempien

indeksien (k,n) suhteen,
af_  <ap <a}., VkneN
Silloin jonon raja-arvo on olemassa riippumatta rajankiaynnin jirjestyksesti

da := lim(liin ak) = liin(liin at), a € RU {400}

Myos jokaiselle indeksijonoille {n(l), k(1) };en jossa n(l), k(1) — oo

kD)
M i) = @

Tod. monotonisuudesta seuraa ettd Vk kun n 1 oo

ok 1o
A

k-+1 k-+1
a, T aX

k

oo*

Tastd seuraa ettd ¢ on monotoninen jono ja on olemassa ¢’ = lim a
& k
—00

Samoin, Vn kun k 1 0o, af 1 a2 ja a® < aS%,, ja seuraa ettd on olemassa

monotoninen raja ¢” = lim a:.
n—oo

Kun ¢’ = a” = 400 viite on tosi.
Jos olisi @’ < a"” = +o00, seuraisi ristiriita, koska silloin jokaiselle NV, e >

0 olisi olemassa n, k tarpeeksi suuria joilla
k k /
N<ay<a,+e<a, +e<a +¢
Kun molemmat ', a” < oo, seuraa ettd Ve > 0 on olemassa 7, k jolla

d"<aX+e, aX<ak+e
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Téasta seuraa

a>a

>a

8 |
3
v
@

8

Koska £ on mielivaltainen seuraa etti @’ > «”. Samoin seuraa a” > a’.
Kun n(1), k(1) T (+00) ovat kasvavia indeksijonoja,
a = lim aﬁc(f) > lim o > lim aﬁ(l) Vn,

l—00 l—00 l—o00

k(1 L
a > lim a (l) > lim lim of =" =d' O
Imoo M) = 500 koo

Huomautus 4.1.1. Yleisesti, ilman samasuuntaisen monotonisuuden oletusta
tdmii ei pide. Esimerkiksi, kun g : X x Y — Raina

sup inf g(z,y) < inf sup g(z,y) ,
x Y Y x
mutta piinvastainen epiyhtilo ei pide ilman lisdoletuksia.

Lemma 4.1.2. Monotoninen konvergenssi lause yksinkertiisille satunnaismuut-
tujille

Olkoon X, X,, € YF" jossa 0 < X, (w) 1 X (w).

Olkoon ensin X (w) = 14(w), A € F.Kun 0 < ¢ < 1, olkoon

A, ={w: Xp(w) > (1—¢)} QAZH CA

koska X, (w) on ei vdhenevd ja X, (w) = 0kunw ¢ A.

Seuraa A T A, elikunw € A, myds w € A,, kun n on tarpeeksi suuri,
eli Vw 3n(w) jolla Vn > n(w)

Xn(w) > (La(w) —¢) =

,eli (1—¢) |, kunw € A.

o-additiivisuudesta seuraa P(A;) 1 P(A) ja koska X,,(w) > (1 — €)1 4: (w)
seuraa

P(A) 2 Ep(X,) > (1 - )P(A3) T (1 — ) P(A)

Koska ¢ oli mielivaltainen Ep(X,) T P(A) = Ep(X). Odotusarvon lineaa-
risuuden nojalla véite seuraa myos kun X € YV F.
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Lemma 4.1.3. Olkoon X (w) € F*. Jos {X,},{¥n} C VF", X, (w) T X(w) ja
Y, (w) T X(w) Yw, seuraa

Tod. Jono Z}} (w) = min{X,,(w), Y,,(w)} on ei-vihenevd molempien in-
deksien n, m suhteen.
Koska Y, (w) T X(w) > X, (w) T X(w) > Y, (w) seuraa etta

Zy (w) 1 X, (w) kunm 1 oo, ja Z;, (w) 1Y, (w) kunn 1 oo

Kun otamme odotusarvoa, koska 7, X,, ja Y;,, ovat yksinkertdisid seuraa

lemmasta (4.1.2)

EP(Z;L@) T Ep(Xn) kun m /]\ oo, ja EP(ZZL) T Ep(Ym) kun n T oQ,

lemmasta (4.1.1)) seuraa
lim Ep(X,) = lim lim Ep(Z})= lim lim Ep(Z]) = lim Ep(Y,) O
n—oo n—o0 Mm—r0o0 m—0o0 N—r00 n—oo

Seuraus 4.1.1. Kun X, (w) T X(w) jossa {X,,} CYF"ja X € F¥,

seuraa Ep(X,) T Ep(X).

Tod. Ep(Y ) méaritelméstd seuraa ettd on olemassa {Y,,} C YF 7 jolla
0 < Y,(w) < X(w)jalim, o Ep(Y,) = Ep(Y). Tdssd vdiheessd Y, (w) ei
véalttamattd kasvaa monotonisesti kaikille w:lle.

Olkoon X™(w) := a((X(w)) 1 X(w) (kts. £.0.1), ja madritellaan ei-

vdheneva satunnaismuuttujen jono
Zn(w) = max{ X" (w),V;(w),...,Yn(w)} € VF*.

Koska Z,(w) > X™(w) 1 X (w) seuraa ettd myos Z,(w) T X (w).
Koska Y, (w) < Z,(w) < X(w) ja odotusarvo Ep : YF* — [0, 400] on

positiivinen ja lineaarinen operaattori
0 < Ep(Yn) < Ep(Zn(w)) < Ep(X(w))

ja koska lim,, Ep(Y,,) = Ep(X(w)) seuraa ettd Ep(Z,(w)) T Ep(X(w)).
Lemmasta (4.1.3) seuraa nyt etta

n—oo n—00
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Teoreema 4.1.1. Monotoninen konvergenssilause.
Olkoon X, X,, € F* jossa 0 < X, (w) T X(w) P-melkein varmasti, Silloin
Ep(X,) T Ep(X).

Oletetaan ensin ettd jokaiselle w: 0 < X, (w) T X(w). Jokaiselle n:lle
madritelladn yksinkertdisten satunnaismuuttujen jonot xP (w) = a® (X, (w)) €
YF*jolla 0 < peg (w) T X, (w) kun k£ 1 oo. Seuraa lemmasta etta
Ep(XP) 1 Ep(X,,) kun k 1 cc.

Huomataan myos ettd kun n — oo, koska funktio a®)(z) on vasem-

malta jatkuva ja X, (w) 1 X (w) seuraa ettd
XP(w) 1+ XP(w) == aW(X(w)) € VFT .

Koska funktiot o) (z) ovat ei-vdhenevii, seuraa myos ettd xW (w) < X (w).
Koska odotusarvo Ep : YF* — RT U [0, +00] on positiivinen operattori,

jono {£ p(Xflk)) : n,k € N} on ei-vdhenevd molempien indeksien suhteen

ja lemmasta (4.1.1) seuraa

lim Ep(X,) = lim lim Ep(X®) = lim lim Ep(XW) = Lim Ep(X®) = Ep(X)
— 00

n—00 n—00 k—o0 k—o00 n—o0
jossa vasemmanpuolen yhtalo seuraa viitteesta (4.1.1)).
Kun 0 < X,,(w) T X(w) P-melkein varmasti, on olemassa joukko B € F
jolla P(B) =1ja0 < X, (w)1p(w) T X (w)1lp(w) Yw. Seuraa lauseista (4.0.3),
(4.1.1) ettd

Ep(Xn) = Ep(Xn].B) T EP(X].B) = Ep(X) O
Seuraus 4.1.2. Odotusarvo Ep : L'(Q, F, P) — R on positiivinen ja lineaari-

nen operattori.

Tod. Harjoitustehtdva, approksimoivien yksinkertdisten satunnaismuut-

tujen avulla.

Lemma 4.1.4. (Fatou lemma) Kun X, (w) > 0 P-melkein varmasti Vn € N,
0 < Ep(liminf X,,) < liminf Ep(X,,)

Tamd seuraa myos kun X, (w) > Z(w) Vn € N P-melkein varmasti, jossa
Ep(Z_) < +o00.
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Tod. Olkoon Y,,(w) := infy>, Xj(w), joka on ei-vdheneva Vw, jolla X, (w) >
Y, (w) 1 liminf,, X, (w). Koska oletuksesta Y,,(w) > 0 P-m.v. monotonisesta

konvergenssista seuraa
liminf Ep(X,) > liminf Ep(Y,) = lim Ep(Y,) = Ep(liminf X,,)

Kun X, (w) > Z(w) > —(Z~ (w)),jolla Ep(Z~) < +o0.

Koska (X, (w) + Z~(w)) > 0, ja odotusarvon lineaarisuudesta,
liminf £(X,,) + Ep(Z7) = liminf Ep(X,, + Z7) > Ep(liminf(X,, + Z7))
ja vdite seuraa kun Ep(Z~) < oo.

Lemma 4.1.5. (kdinteis-Fatou lemma) Jos X, (w) < Z(w) < ZT(w) Vn € N
P-melkein varmasti jossa Ep(Z™) < oo, seuraa etti

limsup Fp(X,) < Ep(limsup X,,) < E(Z)

Tod. Sovelletaan Fatou lemmaa jonolle X/ (w) := —X,,(w) > —Z"(w), ja
vaite seuraa koska (limsup a,,) = —(liminf(—a,)) O

Lause 4.1.1. Lebesgue’n dominoidun konvergenssin lause. Kun

* lim X, (w) = X(w)

n—oo

* sup | X, (w)| < Z(w) jossa Ep(Z) < oo,

neN
P-melkein varmasti (eli Yw € N jossa P(N) = 0), siiti seuraa lim Ep(X,) =
n—o0
Ep(X)

Todistus. Koska | X,,| < Z ja Ep(Z) < oo, Fatoun ja kddnteis-Fatoun
lemmat astuvat voimaan

Ep(X) = Ep(liminf X,,) < liminf Ep(X,) < limsup Fp(X,) < Ep(limsup X,,) = Ep(X) O

n n

Lebesgue’n dominoidun konvergenssin lause pdtee myos kun integroi-
daan o-darellisen mitan suhteen, esimerkiksi R? avarudessa Lebesguen

mitalla varustettuna.
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Lause 4.1.2. Olkoon (2, F) mitallinen avaruus varustettu o-ddirelliselld mitalla
Adw), (fn(w)), oy f(w) mitalliset funktiot jossa

lim f,(w) = f(w) Vw e N°

n—o0

jossa N C Qja p(N) = 0.
* On olemassa integroituva yliraja g(w) > 0 jolla

|fo(w)] <g(w) Vwe N neNja /Qg(w) AMdw) < oo

Silloin

lim | fu@) = /Q (7}13;0 fulw ) () / e

Tod. Voidaan olettaa f,(w) > 0 Vw € Q,n € N, muuten hajotetaan
fo(w) = fu(w)t — f(w)~ ja integroidaan erikseen.

Koska A on o-ddrellinen, on olemassa numeroituva mitallinen ositus
(2 :neN)C FjollaQ;NQ; =0kuni#j,Q =,y %ja0 < A(€Q;) < o0
Vi € N.

Maéritelldan todenndkoisyysmittojen jono

AANQ)

N AecF

Fi(A) =

Huomataan etta
/ => A / Py(dw) <
Q i€EN

josta seuraa g(w) € L*(Q, F, P;) Vi. Lebesgue dominoidun konvergenssin
lause soveltuu jokaisen P, mitan suhteen:

lim fn P;(dw) / flw

n—oo 0
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Viite seuraa koska

Jim | A (de) =l lim / o) = Jim 3t [ o
:nlii%oz/ <,}Ln§ofn ) ,71133,02/ flw dw)Z/an(w)/\(dw

jonolle {fj [ (@M dw) = myn € N} 0

i=1Q;
Esimerkki 4.1.1. Olkoon Q2 = [0, 1], F = B([0,1]), ja P on tasainen jakauma
jolla P((a,b]) = (b—a)kun0<a <b<1.

Olkoon X,,(w) = nl(w < 1/n).

Huomataan ettd kun w # 0, X, (w) — 0 kun n — oo, koska X,,(w) = 0 kun
n > 1/w. Koska P((0,1]) =1, X,,(w) — 0 P-melkein varmasti.

Toisaalta Ep(X,) =nn~! =1 > 0= Ep(lim, X,,).

Lebesguen dominoidun konvergenssi lauseen hypoteesi ei pide.

—

jossa kdytettiin lemma (4.1.

. 11 B
X*(w) :slTllen(w) =nkunw € (n——i—l’ﬁ] —w'lenn+l)
eli X*(w) = |wja(w'-1) < X*(w) <w™

Tisti seuraa

Ep(X*) > (/01 xldx) - /Oldlog(x) — 1 = log(1) — log(0) — 1 = 400

eli X* ei ole integroituva ja dominoidun konvergenssin lause ei pysty sovelta-
maan.

4.2 Satunnaismuuttujan jakauma

Mairitelma 4.2.1. Olkoon X : (2, F) — (S, S) satunnaismuuttuja, esimerkik-
si (S,8) = (R B(R?)), ja olkoon P todennikoisyys (2, F)-avaruudessa.
Todenniikdisyysmitta

Px(B) = (PoX")(B)=P({w: X(w) € B}), VBeS

kutsutaan satunnaismuuttujan X jakaumaksi tai pushforward-todennikdosyysmitaksi.
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Esimerkki 4.2.1. Osoita etti Px on todennikoisyys (S, S) avaruudessa.

Lemma 4.2.1. Olkoon s.m. X (w) € R%, ja Y (w) = g(X(w)) € R,
jossa g : (R4, B(RY)) — (R, B(R)) on mitallinen kuvaus. Silloin

[ o@)Px(dn) = Br(a() = [ a(X(@)P() = En(Y) = [ yPr(ay)
jossa Py(D) = P(Y~Y(D)) = Px(g~*(D)) kun D € B(R).

Tod. kun g(z) = 15(z) jossa B € B(RY) véite seuraa suoraan Py ja Py
mittojen madritelmastd, ja siksi véite on totta myos kun kuvaus g(x) saa
adrellistd monta arvoa.

Voidaan olettaa ettd g(z) > 0, muuten hajotetaan ensin g(z) = g*(z) —
g~ (). Silloin on olemassa yksinkertiisten kuvausten jono ¢™¥)(x) 1 g()
Vo € R? (kts. [£.0.1), jolla myos g™ (X (w)) 1 g(X (w)). Monotonisen kon-
vergenssilauseesta seuraa etta

[ ax@)p@) 1 [ oxe)P@aa [ aV@ptnt [ aapys)

Rd

jossa. [ §M(X@)P) = [ gV@Psldn) O
Q Rd

Esimerkki 4.2.2. Jos satunnaismuuttujan X jakauman kertymifunktio Fx (x) =

P(X < x) on derivoituva derivaatalla fx(x) (joka kutsutaan jakauman tiheys-
funktioksi), ja g(x) > 0 on Borel mitallinen funktio,

9(x)F(dz) = / o) fx (x)da

R

Ep(9(X)) :/QQ(X(W))P(dw) :/

R

Erityisesti olkoon X (w) > 0 A-eksponentiaalinen satunnaismuuttuja, jossa A >
0 on parametri, ja kertymifunktio P(X < x) = Fx(x) = 1 — exp(—Az™) jossa
A >0, 27 =2 V0. Lasketaan

EP(X):/OOOxFX(dx):/Ooox%FX(x)dx:/Oooa:)\exp(—)\x)dx:

o0

+/ exp(—Az)dx =0—0— = [ eXp(—/\a:)} _!
0 A o A

—+00

Ao exp<_m]0
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4.3 Odotusarvon sovellus: mitan vaihto

Todenndkoisyys avaruudessa (€2, F, P), olkoon Z satunnaismuuttuja jolla
Z(w) > 0 P-melkein varmasti ja 0 < Ep(Z) < oo (tdstd seuraa P({w :
Z(w) >0})>0).

Madritellddan uusi todenndkoisyysmitta @ : F — [0, 1]

 Ep(Z1y)

QU) == 7 VAT

@ on todenndkoisyysmitta: Selvésti on additiivinen ja Q(£2) = 1. Osoitam-
me ettd on my0s o-additiivinen: kun A4,, 1 , my6s Z(w)la,(w) T Z(w)

P-melkein varmasti. Monotonisen konvergenssin lauseesta (4.1.1) seuraa
Q(AW)Ep(Z) = Ep(Z14,) T Ep(Z2) = Q(Q)Ep(Z) = Q(A,) 11

Voidaan myos kdyttdd normalisoitua muuttujaa

AR RAC)
(w) = Ep(Z)

jolla Ep(Z) = 1,ja kirjoittaa Q(A) = Ep(Z14).

Teoreema 4.3.1. VA € F P(A) = 0 = Q(A) = 0. Sanotaan etti () on
absoluttisesti jatkuva P:n suhteen, ja merkitdiin () < P.

Tod. kun P(A) =0, Z(w)1la(w) = 0 P-melkein varmasti.

Teoreema 4.3.2. Kun X € F*,

Bo(X) = 2,

jaX e LYQ, F,Q) jos javain jos (X Z) € L*(Q, F, P).

Tod. Kun X (w) € YFT, viite seuraa suoraan méaéritelmésti ja odo-
tusarvon lineaarisuudesta. Kun X € F* on olemassa jono {X,} C VF™"
jolle 0 < X, (w) < X(w) Vw. Soveltamalla Monotonisen konvergenssin
lauseen kaksi kertaa () mitan alla ja P mitan alla, seuraa ettd Eg(X,) 1
EQ(X) ja
Ep(XZ)

Ep(Z)

o EP<XnZ)

Eq(X,) = Er(Z) 0
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4.3.1 Uskottavuusosamaara

Olemme rakentaneet mitan Q < P satunnaismuuttujan Z € L'(P) avul-
la. Tama tulos kddntyy toisinpdin, kun () < P on olemassa 0 < Z(w) €
LY(Q, F, P) jolle mitanvaihto kaava Q(A) = Ep(Z1,4) on voimassa.

Teoreema 4.3.3. (Radon-Nikodym lause) Todennikoisyysavaruudessa (2, F) ol-

koon P,Q todennikoisyysmittoja (yleisemmin P voisi olla o-ddrellinen mitta),
joilla Q(A) = 0 aina kun A € F ja P(A) = 0 (merkintd: @ <2 P). Silloin on
olemassa satunnaismuuttuja 0 < Z(w) € L'(Q, F, P) jolle Ep(Z) =1 ja

Q(A) = Ep(Z1,) YA€ F

Z(w) on yksikdsitteinen vailla P-nolla joukkoja. Merkitiin

_
- ﬁ(w)a

joka kutsutaan uskottavuus-osamdiiriksi (engl. likelihood ratio) tai Radon-Nikodym

Z(w)

derivaataksi.

R-N lause todistetaan kurssin loppupuolella martingaalien avulla.

Mitanvaihto-kaava saa muotoa
_ _ aQ
FolX) = [ X()Qlde) = | X(w) G5 Pl

Mairitelma 4.3.1. Todenndikoisyysavaruudessa (2, F) todennikoisyysmitat P
ja P’ ovat singulaarisia (merkintid: P L P'), kun on olemassa A € F jolla
P(A)=0ja P'(A)=1.

Esimerkki 4.3.1. Todennikoisyys avaruudessa (€2, F, P) olkoon F = o(X) jos-
sa X (w) on standardi-gaussinen satunnaismuuttuja jolla E(X) = 0, E(X?) =
1, eli

1 2
NGr: exp(—%)da;

Olkoon P’ toinen todennikdisyysmitta jolla

P(X edzx) =

(z — 'U)Q)dzrj

1
P/(X; € dv) = -
(X; € d) mexp( 5
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Laskemme uskottavuusosamdiiriit

26 =G5 i 26 = 5 ) = 5

R-N lauseesta seuraa etti Z'(w) on o(X) mitallinen, siksi on olemassa Borel
mitallinen kuvaus z : R — R jolla Z'(w) = 2/(X (w)) (harjoitustehtivi).
Silloin, kaikille Borel mitallisille funktioille f(x) > 0

1 (v — p)? /
= / f(w) exp(——5)dr = Ep(f(X)) = Ep(f(X)Z')

= Br((0)2(X)) = —= [ )2 0) (-5 )

josta seuraa

1

() = exp(pa = 541°),

7(w) = exp(uX () — 312

Koska Ep(Z') = 1, seuraa

Ep(exp(uX)) = exp(%u?)

4.3.2 Lebesguen hajotelma

Olkoon P, P’ todenndkoisyysmittoja todenndkoisyysavaruudessa (€2, F),
joilla ei valttamatta P < P’ tai P’ < P.

Q = (P + P’) on todennékdisyysmitta jolla selvésti P < Qja P’ < Q
o-algebrassa F.

R-N lauseesta seuraa ettd uskottavuusosamaarat

dp AP
- dQ - dQ

ovat olemassa, ei-negatiivisid ja F-mitallisia.

((w): (w)jad'(w) :

(W)

Huomataan ettd koska Vw

24P 24P’ d(P + P')

((w)+¢(w) = m(w) + m(w) =2 m(w) =2
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ja (@) > 0,¢'(w) > 0 seuraa
(W <2.0@<2 Qmy, ja Qw:(w) =0}n{w:¢w)=0})=0.
Maiaéritelldan Vw €
AP, (W) . dP' (w1

Z(w) = dP/((JJ) = C’(W) ja ’(UJ) ~ 4P (UJ) = C(W) = Z(w)

jossa 0/0 saa mielivaltainen arvo, esimerkiksi 0.

Mitan-vaihto kaavan yleistys on
Ep(X)=Ep(XZ")+ Ep(X1(¢ =0))

kun X € F*.

Todistus
Ep(X) = Ep (X{1(¢ > 0) + 1(C = 0)}) = Eg(X{'L(¢ > 0)) + Ep (X1(¢ = 0))
= Eg <X%§1(§ > 0)) + Ep (X1(¢ =0)) = Eg(XZ'() + Ep (X1(¢ = 0))
= Ep(XZ')+ Ep (X1(¢=0)) = Ep(XZ') + Ep.(X)
jossa
PH(dw) = 1(¢(w) = 0)P'(dw) ,
Siis
P'(dw) = Z'(w) P(dw) + 1({(w) = 0)P'(dw) = Z'(w) P(dw) + P (dw)
Pja P* ovat singulaarisia, koska joukolle A := {w : ((w) = 0} pétee

P(A) = 0ja P+(A) = PH(Q)

Koska P+(Q) + Ep(Z') = P'(¢ = 0) + Ep(Z') = 1, P+ on todenndkoi-
syysmitta jos ja vain jos P L P, (silloin P+ = P'). Myds Ep(Z') < 1ja
Ep(Z') = 1josja vainjos P’ < P, silloin P+ = 0.
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Esimerkki: Ehdollinen todennidkdisyys Olkoon B € Fjolla P(B) > 0,

ja suoritamme mitan vaihdon satunnaismuuttujalla Z(w) = 1p(w), saa-

daan

Ep(141p) P(ANB)
Ep(1p) P(B)

P(A|B) := AeF
Kuvaus P( - |B) : F — [0,1] on todenndkdisyysmitta, joka kutsutaan
ehdolliseksi todenndkdysyydeksi ehdolla B tapahtuman.

De Finettin vedonlyontimeklarin ndkokulmasta P(A|B) on A tapahtu-
man hinta johdonmukaisessa hinnoittelu systeemissa P, silloin kun tiede-

tddn ettd B tapahtuu. Hajotelmasta
P(ANB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(BJ|A)

on paljon hydtyd monimutkaisten tapahtumien todenndkoisyyksien las-

kemisessa.

Lemma4.3.1.  ® Kun (A; : i € N) C F on tapahtumien jono jolla P(A; N
Ap) =0,i# j, P(U,en Ai) = 1, seuraa P(B) = Y, P(B|A;) P(4;)

e Kun P(BNC) >0, P(AIBNC) = P}’?E@f)

PA N AN -NA) = P(A)P(As|A1) ... P(An] Ay N AN Ay y)

Tod.: harjoitustehtéva.
Satunnaismuuttujan X € L'(P) ehdollinen odotusarvo ehdolla B ta-

pahtuman on

Ep(X|B) = %

Huomaamme ettd tdssad vaiheessa ehto P(B) > 0 on valttamaton. Mi-
ten ehdollisen odotusarvon kisite yleistyy P-nolla mittaisille tapahtumille

B ? Vastaus esitetddn kurssin loppupuolella.



76

LUKU 4. ODOTUSARVO JA INTEGRAALI



Luku 5
Riippumattomuus

Mairitelma 5.0.1. * Olkoon A, B € F. Sanomme etti A ja B ovat riippu-

mattomia P-mitan suhteen (merkinti: A J]_DL B) kun
P(ANB)

P(B)
eli ehdollistaminen ei muuttaa todennikoisyytti. Kun P(A|B) = P(A)
myos P(B|A) = P(B) ja P(AN B) = P(A)P(B).

P(AP(B)=0  tai  P(A|B) = = P(4)

* Yleisemmin tapahtumat Ay, Ao, . . ., A, ovat riippumattomia P-mitan suh-
teen kun jokaiselle indeksien alijoukolle I C { 1,...,n},
i€l iel

P
merkintd: (Ay, Aa, ..., A,) LL.

e Satunnaismuuttujat X (w), ..., X,(w)jossa X; : (2, F) — (R% B(R%)) i =
1,...,novat riippumattomia P-mitan suhteen kunVB; e R% i =1,...,n

P(X, € By, X5 € By, ... X, € B,) = P(X, € B)P(X5 € By) ... P(X,, € By)

P
merkinti: (Xq, Xo, ..., X,,) LL.

* o-algebrat Gi,...,G, C F ovat riippumattomia P-mitan suhteen kun
VAZ € Ql,z = 1,...,TL,

P(A N Ay N A,) = P(A)P(Ay) ... P(A,)

77
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P
merkintd: (Gy,Ga, ..., G,) LL.

P P
Huomautus 5.0.1. ® Olkoon A,B € F,kun A 11 B, myos (A°) LL B.

® Olkoon g : R* — R on Borel mitallinen kuvaus. Satunnaismuuttujille

P P
joilla (X, ..., X,) LL Y seuraa g( X1, Xs,..., X,,) LLY .
P
* Kun Ae Fja ALl A, seuraaetti P(A) =0, tai P(A) = 1.

P
* Huomataan etti parittaisesta riippumattomuudesta A; 11 A; V1 < i #

P
J < n, yleisesti ei seuraa (A1, As, ..., A,) LL.

P
Esimerkki 5.0.1. Olkoon A, B € Fjolla A 1l Bja P(A) = P(B) = 1/2.

P P

Olkoon C'= (AN B) U (A°nN B). Silloin C 1L Aja C 1L B. Vaikka kaikki
tapahtumat ovat parittain rippumattomia P:n suhteen, kolmikkona tapahtumat
A, B, C eiviit ole P-rippumattomia.

Todistukset: harjoitustehtavat.

Maiiritelmad 5.0.2. Olkoon (2, F, P) todennikoisyysavaruus ja F; C F, 1 =
1,...,n,G C F,ali o-algebrat.

Sanotaan etti o-algebrat F, ..., F, ovat ehdollisesti P-riippumattomia eh-
dolla G o-algebran, jos VG € G jolla P(G) >0, A; € F;:i=1,...,n

i=1

Lemma 5.0.1. Satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat P-riippumattomia jos ja
vain jos kaikille ei-negatiivisille Borel mitalliselle funktioille g, : R — R™, pi-
tee

EP(Q(Xl) = -Q(Xn)) = EP(QI(X1>) EE EP(gn(Xn)> (5.0.1)

Tod. Kun valitsemme gi.(z) = 15, (z) jossa By, € B(R), <= implikaatio seuraa.
Toisinpiin, jos X1, . .., X,, ovar P-riippumattomia, (5.0.1) piitee Borelin jouk-
kojen indikaattoreille.
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Silloin kun gi(x) = Y™ yixls,, (2),

Ep@mxn.ngmxz»>=E@<;1{§?%knﬁgxw})

- Z Zyul Yinn (Xl € B, Xn € Bim”)

i1=1 in=1

0< g™ (x) 1 gilw), kun Nt oo, Vk=1,...,n
myos niiden tulot ovat Borelin funktioita R — R* jotka kasvavat monotonisesti

(0 (21) ... g™ () 1 (91(21) - - gu(za)),

ja viite seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta.

5.0.1 Lovaszin lokaali lemma

Tédssd luvussa ndytdimme miten paljon saa aikaiseksi pelaamalla pelkés-
tadan induktiolla ja ehdollisen todenndkoisyyden maaritelmalla.
Kun tapahtumat 4, ..., A4, ovat P-riippumattomia, myos komplemen-

tit ovat P-riippumattomia, ja
P(N4) =10 - Py
i=1

Lovasz lokaali lemma antaa samankaltaisen alarajan silloin kun “tapahtu-

mien riippuvuus on tarpeeksi harva”.

IT4m4 kappale voidaan sivuuttaa
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Lemma 5.0.2. ( Paul Erdos ja Lazlo Lovasz 1975) Olkoon { Ai,...,A,} C
F tapahtumat todennikoisyysavaruudesta (2, F, P), ja (V, E) graafi solmujen
joukolla V.= {1,2,...,n} ja sirmojen joukolla E CV x V.

Oletetaan etti (V, E') on suunnaton, elii,j € V (i,j) € E <= (j,i) € £
ja silloin merkitidn i ~ j, ja (i,i) ¢ E (merkinti: i ¢ i), ja on olemassa vektori
(x1,...,2,) €[0,1)" jolla

P(a

piateeVi € V.S C Vjoilla{i} U{j:j~i} CS° ja P(ﬂ A;) >0.

JES

N A;) < [J(1—2))

jes J~i

Silloin VS, S’ C V jolla SN S" =10,

P(ﬂ A¢

1€S

ﬂAg) > [ =) >0

jes €S

Erityisesti kun S’ = (), P(ﬂies Af) > [lies(l = ;) > 0, josta seuraa
N A¢ # 0.

i€s
Todistus Kdytamme induktiota kokonaiskardinaaliteetin n = |S| 4 |5’
suhteen. Viite on triviaali kun n = 1, joka tarkoittaa |S| = 1,5 = (.
Osoitetaan ensin ettd vdite on tosi kun [S| =1, S = {i}jai ¢ 5"
Olkoon S" = §" U S"jossa 8" = S'N{j~i}, 8" =5 N{j:jAi}
Silloin

P (Al-, N Asl N Aj)
P (Az ﬂ A;) _ jeS! jeSM
jes’ P (ﬂjes,, A% Mjegm A;)

jossa

P(AZ-, ) A

jes!

N A;?) < P(AZ-

jeS///

N A;) < [J(1—2))

jesm jri


http://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Erdos
http://en.wikipedia.org/wiki/Lovasz
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ja koska [S”| + 15" =1|5'] < 14 |S’| = n induktion oletuksesta seuraa

P(ﬂ A5 N A;) > [J—z) =[x

jeS// jeS/l/ jeS// j’\’l

josta seuraa P (A;?

N A«;) >(1- ).

jes’

Kun {i} € SjaS'NnS =0, hajotetaan S = {i} U (S\ { i}),

P(ﬂA; ﬂA;):P(Ag N A;)P( N A

)

kesS jes’ jeS'US\{ i} keS\{ i} jes’
>(1-z) J[] O-w)=]]JO0-2z)>0 O
keS\{ i} i€S

jossa induktio-oletus astuu voimaan koska |S\ { i}| + S| = |S] +|S'| — 1.
O

Seuraus 5.0.1. Oletetaan etti (V, E') on riippuvuuden graafi, jossa
VieV,SCVijollaS®C{itU{j:j~i},
tapahtuma A; on P-riippumaton tapahtumasta | ) Aj).
jes
Toisin sanoen A; on P-riippumaton c-algebrasta o(A; : j #ija j o i).

1. Kun on olemassa lukuja x; € [0,1),i=1,...,n jolla

P(A) < [J(1 =),

jri
seuraa P(ﬂ Af) > 111 —x;), VS CV,erityisesti (ﬂ Af) # 0.
ies ies ies

2. Erityisesti, kun #{ j : j ~ i} <d, ja P(4;) < exp(—1)/(d+1),VieV,

seuraa
P ﬁAC > 1—; ”>0
L v = d+1

Todistus

1. Yleisen Lovaszin lemman oletus seuraa riippumattomuuden nojalla.
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2. Tarvitaan zjollap < z(1 — z)?. Kun z = (1 + d)~!, ensimmadisen osan
oletus seuraa koska

pAy< @D L LN e g
Yo od+1 T d+1 d+1

jossa exp(—1) < (1 —(d+ 1)1)d 0

Esimerkki 5.0.2. Dataverkossa on n solmuparia, ja jokaiselle solmuparin p vi-
lissii on joukko .J, mahdollisia reittid.

Oletetaan etti |J,| = m jokaiselle parille p, ja kun p # p’ jokaiselle reitille
r € J), pitee

|{r' € Jy jolla reitit r ja v’ leikkaavat toisiinsa }| < k

Kun k ei ole liian suuri, on mahdollista yhdistid jokaista solmujen paria, reitityk-
seillii jossa kaikki reitit eivit leikkaa toisiinsa.

Tod. Jokaiselle solmujen parille p valitaan riippumattomasti tasaisesta ja-
kaumasta satunnaisreitti R, joukosta J, . Miritelliiin jokaiselle solmujen parien
parille p # p’ tapahtuma

A,y = { satunnaisreitit R, ja R, leikkaavat toisiinsa }.

Selvisti P(A, ) < k/m. Huomataan myos etti

Apy L o(Agg :q#p.0, jaqd #p,p)

Seuraa etti on d = 2(n — 1) tapahtumaa, A, jolla r # pja A, jolla ' # p/,
jotka ovat P-riippuvasia tapahtumasta A, . Siis tapahtuman A, ,» aste (naapu-
reiden miiri) tapahtumien riippuvuusgrafissa on d = 2(n — 1).
Silloin kun
exp(—1) ‘
P(A,y) <k/m<——2<(d+1)"! <1 —(d+ 1)1>
’ d+1
eli k < mexp(—1)/(2n — 1), Lovaszin lemma astuu voimaan ja
n(n—1)/2

P(Q A;,p,) > (1 —(d+ 1)1) >0,

josta seuraa (ﬂ/ A;yp,> #00
p,p
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5.1 Borel Cantelli lemmat

Lemma 5.1.1. (Borel-Cantelli I).
Z P(4,) < oo = P(limsup 4,) = P({w : w € A, direttomiin monille n:lle }) =0
n=1 n

Tod.

limsup A,, = m U A C U A Vm

n k>n k>m

Sarjan suppenemisesta seuraa

P(limsup A,) < Z P(A;y) = 0kunm — o0 O
n k>m
Lemma 5.1.2. Yleistetty Borel-Cantelli I (Barndorff-Nielsen,1961)
Kunliminf, P(A,) =0ja> ", P(A,NAL, ) < oo, seuraa P(limsup, A,) =

Tod. Huomataan ettd

limsup(A4, N A4; ;) = (limsup 4,) N (limsup Ay)

n n n

koska jos (A, N AZ,,) tapahtuu dédrettoméadn usein, myos A, ja AS tapah-
tuvat ddrettoméadn usein. Toisaalta, jos molemmat A, ja A tapahtuvat da-
rettdémdan usein, myos (A4, N AS,,) tapahtuu ddrettdomadn usein muuten
jompikumpi (liminf, A4,) = (limsup, A¢)° tai (liminf, A?) = (limsup 4,)°
tapahtuisi.

P(limsup A,) = P(limsup(A4, N A5, ;) + P((limsup A,) N (limsup A5)°) = 0

n n

koska oletuksesta ja ensimmadisen Borel Cantelli lemmasta seuraa

P(limsup(4, NAS,,)) =0,

n

ja P((limsup,, A%)¢) = P(liminf, A,) < liminf,, P(A,) =00.
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Lause 5.1.1. ( Kolmogorovin 0-1 laki ) Todennikoisyysavaruudessa (Q, F, P)
olkoon {Fy, : k € N} g-algebroiden jono jossa Fi, C F. Olkoon

F*=\F Tu=\F T=T

keN k>n neN

T kutsutaan hinti (tail) o-algebraksi.
Silloin kun o-algebrat {Fy, : k € N} ovat P-riippumattomia, eli

n

P(Ap N A, NN A) = [[P(Ak) Yk, ky €N Ay € F;

i=1
seuraa ettii T on P-triviaali, eli P(A) € {0,1} kun A € T.

Tod. Olkoon A € T .Silloin A € 7,11 Vn € N, ja tdstd seuraa o-algebroiden

rilppumattomuus

P
joka tarkoittaa 7 LL 7> O 7. Koska A € T on P-riippumaton itsestddn,
P(A)=P(ANA)=P(A)P(A).
Ainoat ratkaisut ovat P(A) =0,1 O

Lemma 5.1.3. ( Borel-Cantelli II )
Olkoon {A,, : n € N} C F P-riippumattomien tapahtumien jono, eli

P(AhmAZém"'ﬂAin):HP(Aik) Vn, i1, ...,0, €EN.
k=1

Silloin
Z P(A,) = 00 <= P(limsup A,) = P({w : w € A, direttomiiiin usein }) = 1
n=1 "

Tod. Olkoon F,, = o(4,) = {4,, A5, 2,0}, n € N. Koska o-algebrat
(Fn)nen Ovat P-riippumattomia, ja tapahtuma (limsup, A4,) € T, se on P-
triviaali, eli P(limsup,, A,) € {0,1}.
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Kun P(limsup,, 4,) = 1, ensimmadisen Borel Cantelli lemmasta seuraa
S>> P(A,) = co.

n=1

Kun ) | P(A4,) = oo,

P((limsup A,)°) = P(hmmfAc = U m A7)

n n k>n

o-additiivisuudesta ja epayhtdlostd (1 — x) < exp(—x) seuraa

P(()A3) = lim P () A7) = lim J[ (1= P(4) <
k>n N>k>n N>k>n

R SETH) JRSE TR EE I

josta seuraa P((limsup, 4,)°) =0 O

Huomautus 5.1.1. Toinen Borel Cantelli lemma ei pide suoraan ilman riippu-
mattomuuden ehtoa. Esimerkiksi kun A € F jolla 0 < P(A) < 1 ja asetamme
A, = AVn € N, Y P(A,) = oo mutta P(limsup, 4,) = P(A) ¢ {0,1}.

Riippumattomuudennehtoa voidaan kuitenkin heikentdid.
Lemma 5.1.4. (Yleistetty Borel-Cantelli 1I)
Kun )’ P(A,) =o0ja
n=1
D izt 2jr P(Ai N Ay)
2
(z pia)

lim inf
n—oo

=c <0

seuraa P(limsup A,) > 1/c.

Tod. Todistetaan mydhemmin Cauchy-Schwartzin epayhtdlon avulla.
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Luku 6
Stokastinen konvergenssi

Maiiritelma 6.0.1. Olkoon X (w), X, (w),n € N satunnaismuuttujat. Sano-
taan etti jono (X,,) suppenee stokastisesti (tai todennikdisyyden mielessii) kohti
X:aan, ( merkinti: X, A x ) kun jokaiselle e > 0

P{w:|Xp(w) — X(w)| >e}) =0, kunn— oc.

Stokastinen konvergenssi on heikompi kuin melkein varma konver-

genssi:

Lause 6.0.1. 1. Kun lim X, (w) = X (w) P-melkein varmasti, myos X, Ei
n—oo
X.

2. Jos X, 5 X (stokastisesti), on olemassa deterministinen alijono {n(k) :
k € N} jolla

lim X, (w) = X(w) P-melkein varmasti,

k—o0

3. X, 5 X jos ja vain jos kaikille alijonoille {n(k)} on olemassa alijonon (de-
terministinen) alijono {n(k;)} jolla X, (w) — X (w) P-melkein varmasti
kun | — oo.

Tod. Voidaan olettaa ettd X (w) = 0, muuten otetaan X, (w) = X, (w) —
X (w).

87
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1. X,(w) — 0 P-m.v. jos ja vain jos

(HU ({w: [Xe(w)] <n” 1}):1

n m k>m

< Vn €N, P<limkinf{w D Xk(w)] < nl}) =
Fatou lemmasta Vn
= P(limkinf{w DXk (w)| < n_l}) < limkian({w DXk (w)| < n_l}) =
— 0= limksupP({w DXk (w)| > n_l}) = liinP({w | Xk (w)| > n_l})
2. Stokastisesta konvergenssista seuraa ettd on olemassa jono k,, jolla
P(fo: 1) >} <2t vz,
Koska
iP({wﬂX;@ |>n1}) ZQ"—1<OO
n=1
Borel-Cantelli lemmasta (5 seuraa
0= P(limsup{w X, (w)| > n_l})
> P(limsup{w | X, (w)] > N_1}> =0 VNeN,
josta seuraa

— p(Q hmninf{w X, (W) < N‘l})

<— X, (w) =0 P-melkein varmasti.

3. Olkoon X (w) = 0 ja tehdddn vastaoletus ettd X, ei suppenisi stokas-
tisesti kohti nollaan: on olemassa ¢ > 0 ja jono n(k) 1 co kun k£ 1 oo

jolla

P(|Xn(k)‘ > 6) >e>0 Vk
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Téstd tulee ristiriita koska oletetusti olisi olemassa alijono n(k;) jolla
Xn(k)(w) — 0 P-melkein varmasti ja siksi my0s stokastisesti, siksi

saadaan ristiriita

0<e< P(|Xowy| >e) =0 kunl—o00 O

Huomautus: Kun X, suppenee stokastisesti, jokaiselle allijonolle (1) 16y-
tyy alijonon alijono (ny, ) ja joukko N C Qjolla P(N) = 0, jolla X, (w) — 0
Vw € N°. Yleisesti nolla-mittainen joukko N riippuu alijonosta (ny). Koska
alijonojen joukko ei ole numeroituva, se ei tarkoita ettd olisi olemassa N
jolla P(N) = 0, ja kaikille alijonolle (n) loytyisi alijonon alijono (ny, ) jolla
X, (W) = 0 Vw € N¢. Silloin X,,(w) suppenisi P-melkein varmasti.

Lause 6.0.2. Jos f : RY — R on jatkuva funktio ja X,(w), X (w) € R ovat
satunnaisvektorit jolla

|X,, — X| L5 0 stokastisesti, kun n — oo,
seuraa etti
f(X5) Ly (X) stokastisesti, kun n — oo,

Todistus: Olkooon (ny : k € N) mielivaltainen indeksijono. Karakteri-

saation (6.0.1[3) mukaan, on olemassa alijono (n) : ¢ € N) jolla
X (W) — X(w) P melkein varmasti kun ¢ — oo.
Koska f onjatkuva
(X (W) — f(X(w)) P melkein varmasti kun ¢ — oo
ja vdite seuraa karakterisaatiosta (6.0.1};3).

Esimerkki 6.0.1. Niytimme etti stokastinen konvergenssi on aidosti heikom-
pi kuin melkein varmaa konvergenssia: Olkoon Q2 = (0, 1] varustettu Borel o-
algebralla F = B((0, 1)) tasaisella todennikoisyydelli , siis P((0,t]) = t, kun
t € (0,1].
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Miiritelliddn satunnaismuuttujen jono
Xn,k:(w) = l(kgfn’(k_,_l)gfn} ((,U) k= O, 1, ceey (2” — 1)

jossa indeksit voidaan jirjestid seuraavaksi: (n, k) > (m, h) jos ja vain josn > m
tain=mijak > h.
Seuraa ettd Vw € (0, 1] kun (n, k) — oo jirjstyksen mukaisesti,

liminf X, x(w) = 0 # limsup X, x(w) = 1, ja

n,k—o00 n,k—00
P{w: Xpp > 1/2}) = P((k2™", (k+1)27")) = 2" — O kunn — oo .

Tehtdva 6.0.1. Etsi jonolle (X, ;(w),n € N,0 < k < 2") alijono (X,qyku) : l €
N) jolla X,y k@) (w) — 0 P-m.v. kun | — oo.

Teoreema 6.0.1. Stokastisen konvergenssin topologia on metrinen.
X, B X e— d(X, X,) — 0, jossa
X-Y
d(X,Y)=d(X -Y,0)=Ep (‘—l) tai

1+|X —Y]
d(X,Y) = d(X —Y,0) = Ep(1A|X = Y)

Olkoon X,, B X=0.Ve > 0,
XX

(1 + X)) = (14 [Xa])
d(X,,0) < P(|X,| >¢e)+e<2e

1(| X, > ¢e) +e1(| X, <e) < 1(|X,| > ¢e) + ¢,

kun n on tarpeeksi suuri.
Toisinpdin, koska kuvaus f(z) = z/(1 + x) on aidosti kasvava x:n suh-
teen kunz > 0. (f'(z) = z(1 + 2)7%), Ve > 0,
[ Xl [ Xal
1+ X, L+ |X,|
P(1X,| >¢) <d(|X,],0) - 0kunn — oo

9
—1(| X, >¢) <
(X > 6) <
9

I+e
Néaytamme ettd d(X,Y) on etdisyys, se tayttdd kolmion epayhtalon:

X-Y] _ IX-Z+[z-Y] _ |X-Z 1Z - Y]
I+ XY 1+ X—Z[+[Z—Y]| " 1+|X—Z] 1+|Z-Y]

kun otetaan odotusarvo seuraa d(X,Y) < d(X,Z)+d(Z,Y) O

1(| X, >¢) <




6.1. FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKASITTEIDEN PIKA-SANASTO91

6.1 Funktionaalianalyysin peruskasitteiden pika-

sanasto

1. Topologinen avaruus: (E,7) jossa topologia 7 C 2% on kaikkien
avointen joukkojen kokoelma. Topologia an suljettu dérellisten leik-
kausten suhteen ja mielivaltaisten yhdistelmien suhteen. Avoimen

joukon komplementti sanotaan suljetuksi.
Olkoon {z, : n € N} C E. Sanotaan ettd =,, — x topologiassa 7 jos

VU € T jolle x € U, I ny jolle z,, € U ¥n > ny.
2. d: E x E — [0, +00] on metriikka jos

* d(e,€’) = 0josjavainjos e = ¢
* d(e,€') =d(€,e) (symmetrisyys)
* d(e,e") < d(e,e)+d(e,e") (kolmion epdyhtdlo)
3. Topologinen avaruus (£, 7) on metrinen jos on olemassa metriikka

(etdisyys) d : E x E — [0,400], jonka suhteen avoimet pallot gene-

roivat topologian 7n, eli:
B(e,r) ={¢ :d(e,e’)<r}eTVeec E,r>0

ja kaikillez € U,z € E,U € T on olemassa r > 0jolle z € B(e,r) C
U.

Metrisessa avaruudessa, {z, : n € N} C E on Cauchy jono kun

Ve > 0 on olemassa n. jolle d(x,,, x,,) < € kunn,m > n..
Sanotaan ettd metrinen avaruus (E, d) on tiydellinen jos kaikille Cauc-
hy jonoille {z, } on olemassa rajaarvo z € E.

4. Olkoon E reaali-vektoriavaruus, elikun A € R, z,y € E, my0s Az €
E,(x+y) € E.
Kuvaus || - ||: £ — [0, +00) on normi kun

D|z|=0€R <= z2=0€FE ih) | Az [|= A || = |
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i) | 2 +y 1<z || + [y [l

Kaikki normatut vektoriavaruudet ovat metriset, metriikalla d(z, y) :=||
z —y ||, joka generoi normi-konvergenssin topologian. Samalla ava-

ruudella voi olla useita kédyttokelpoisia topologioita.

. esi-Hilbertin avaruus on normi-avaruus jossa normi on perdisin ska-

laaritulosta (-, -) jossa || z ||*:= (x, z). Reaaliarvoinen skalaaritulo on
symmetrinen (x,y) = (y,x),

bilineaarinen (A\x+ X2, y) = Xz, y)+ N (2, y), ja positiivinen (z, z) >
0,jolla (z,z) = 0 <= 0.

. Taydellinen normiavaruus on Banachin avaruus ja tdydellinen esi-

Hilbertin avaruus on Hilbertin avaruus.



Luku 7

Fubinin lause ja

tulo-todenndkdoisyys

Lemma 7.0.1. Olkoon {X,, }nen C L°(Q2, F).

1. Kun X,(w) > 0 P-melkein varmasti ¥n, seuraa
> Ep(Xy) = Ep (Z Xk(w)> € [0, +oc] (7.0.1)
k=1 k=1

2. Kun (X,)neny C L*(P) (ei vilttimitti ei-negatiivisia),

ja > Ep(|Xy|) < oo, satunnais-sarja
k=1

Seo(w) = Y Xi(w)

suppenee P-melkein varmasti ja L' (P)-normissa, ) on voimassa.
Todistus:

1. selvasti kun X,,(w) > 0, S, (w) :== > 1_, Xi(w) T Sec(w) € [0, +00] P-
m.v. kun n 1 oo, ja véite seuraa monotonisen konvergenssilauseesta.

2. Olkoon Y,, = S,(w) == >0 | Xe(w)], Yo T Yoo := > o0 | Xk(w)| ja
monotonisen konvergenssi lauseesta (4.1.1)) seuraa

Ep(Yo) = Z Ep(1Xkl)

93
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siis Y, € L'(P) ja erityisesti P(Y, < 0co) = 1 P-melkein varmasti, ja
P-m.v. S,(w) = Sx(w) koska sarja suppenee absoluttisesti.

Kolmio epdyhtilostd seuraa
[Sn(W)] < Ya(w) T Yoo(w) < 00

jossa Y,, € L'(P), dominoidun konvergenssi lauseesta (8.0.1) seu-

raa odotusarvojen sarjan konvergenssi L'(P) avaruudessa ja yhtilo

(7.0.1) O

Lemma 7.0.2. Todennikoisyysavaruuksien (S2;, F;, P;), i=1,2, tuloavaruus 2y x
Q) on varustettu tulo-c-algebralla Fy @ Fy := o(Fy X Fa).

Olkoon X : (4 x 9, F1 ® F2) — (R, B(R)) satunnaismuuttuja.

Silloin kaikille kiinnitetylle wy € Qg kuvaus

W — X(wl,wg)

on (Q,F1) — (R,B(R)) satunnaismuuttuja, ja tietysti myos kaikille kiinnite-
tylle wy € Q4 kuvaus

wy = X (w1, wo)

on (s, F2) — (R, B(R)) satunnaismuuttuja. Myos painvastainen implikaatio
on tosi:

jos wy — X(wi,wq) on Fi-mitallinen Yw, € (), ja wy — X (wi,ws) on
Fo-mitallinen Yw; € §y),

seuraa ettd kuvaus (wy,ws) — X (wy,wq) on Fy @ Fo-mitallinen.

Tod. Oletamme ensin ettd | X (w;, ws)| < K jossa K on deterministinen.
Olkoon

C= {(]—"1 ® F»)-mitalliset ja rajoitetut satunnaismuuttujat joilla vaite on tosi }
On selvdd C on monotoninen luokka ja

1(A1><A2)(w1,w2> = 1A1(w1)1A2(w2) c C, VAZ c ./T"i,i =1,2.
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Koska F; x F, on w-luokka, monotonisen luokan lauseesta seuraa etta
C siséltaa kaikki rajoitetut (F; ® F»)-mitalliset kuvaukset.

Lause seuraa myos kun satunnaismuuttuja X ei ole rajoitettu, koska

X(w) = lim X5 (W) Vw = (w,ws) € Dy x Qy jossa

K—o0

X (w) = XWX ()| < K) € [-K, K]

jossa on osoitettu ettd X ) (w;, -) on Fy-mitallinen X %) (., w,) on F;-mitallinen.

Toiseen suuntaan, olkoon
C= { funktiot X (w1, w,) jotka ovat rajoitettuja ja erikseen F;-mitallisia }

Seuraa ettd C on monotoninen luokka, ja VA, € Fi, A; € Fy 14,(wy) %
14, (w2) € C. Monotonisen luokan lauseesta seuraa ettd C sisdltad kaikki
rajoitetut ja (F; ® F,)-mitalliset funktiot.

Teoreema 7.0.1. ( Fubinin lause)
Olkoon X : (€ x Qo, F1 ® F3) — (R, B(R)) satunnaismuuttuja.

* Kun X (wy,wq) > 0 mddritellddn marginaali-integraalit
]1X(W1) = X(wl,UJQ)Pg(dWQ) s IQX(OJQ) = X(wl,wg)Pl(dwl)
QQ Q1

(lemmasta ja positiivisuudesta seuraa etti nami ovat hyvin miiritel-
tyd).

Silloin iteroitu integraali ei riipu integroinnin jirjestyksesti

/Ql ¥ (w1) Py (dwy) =/Q{ 92X(wl,wg)Pg(dwg)}Pl(dwl) = (7.0.2)

/92 I35 (wo) Py (dwy) = /Q{ . X(wl,%)pl(dwl)}%(dw?) _
/QMQQ X(wi,wz) (Pr @ Pp)(dwy % dw)

ja tulotodennikoisyys (P, ® P»)(A) on hyvin midritelty kun A € (F1®F)
ottaamalla X (wy,wr) = 1a(wy, we).
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o Yleisemmin kaava (7.0.2) on voimassa kun

/ |X(W1,WQ)| (P1®P2)(dw1 Xd(.OQ) < 00
QlXQQ

Todistus: méadritellaan
C = {(F1 ® F»)-mitalliset ja rajoitetut satunnaismuuttujat joilla véite on tosi }

Osoitamme ettd C on monotoninen luokka. Selvasti vakio 1 € C ja
(aX +bY)eCkun XY €C, a,b e R.
Olkoon jono {X™ : n € N} C Cjolla

0 < Xp(wi,ws) T X(wi,ws) < K <ooVw; €Q;,i=1,2.
Lemmasta|[7.0.2)ja monotonisen konvergenssin lauseesta seuraa
" (w) T N (wi) € L0 F), i=1,2.

Soveltamalla monotonisen konvergenssin lausetta toista kertaa seuraa
B, (1) = lim Ep, (11") = I Ep,(15°") = Er (1)

Fubinin lauseen viite patee myos X:lle, siis X € C joka on monotoninen
luokka.

Selvasti 1(4,x4,) €C VA, € F,i=1,2.

Koska F; x F, on m-luokka, monotonisen luokan lauseesta seuraa etta C
sisdltda kaikki rajoitetut (F; ® F,)-mitalliset kuvaukset. Erityisesti C sisal-
tad kaikki yksinkertaiset satunnaismuuttujat X € Y(F; ®F;). Nyt monoto-

nisen konvergenssi lauseen avulla viite seuraa myos kun X € (F; @ F2)™.
Osoitamme ettd kuvaus

(P1®P2)<f1®F2)—>[0,1]

on o-additiivinen todennékdisyys:
Olkoon {A™ : n € N} C (F; ® F) ei-viheneva tapahtuma jono, siis

A C A 4 A = U A

neN
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Maéritelldan joukkojen leikkeita: kun w; € €y,
Ag")(wl) = {ws 1 (w1,w2) € A(")} T Ag(wr) := {wa i (w1, ws) € A} kunn 1 oo .

Yw, € Q, koska P, on o-additiivinen seuraa P, (Ag”) (w1)) T P2(Az(wr)),
jossa Pg(Aén) (w1)) ja Pa(Aa(wy)) ovat Fi-mitallisia satunnaismuuttujia. Nyt

monotonisen konvergenssi lauseesta seuraa

(P ® Py)(A™) = / Py(ASY (@) Pi(dwr) T Py (Ag(w1)) Pi(dw;) = (PL @ Py)(A) .

Q1 Q1

Hajottamalla X (w) = (X' (w) — X~ (w)), odotusarvon linearisuudesta
viite seuraa my®os silloin kun X € LY(Q) x Qy, Fy @ Fo, P, ® P») O.

Seuraus 7.0.1. Fubini lause on voimassa myds kun todennikoisyysavaruudet
(Q, F;) varustetaan o-additiivisilla mitoilla p;, i = 1, 2.

Tod. Kun mitat p;(dw;) ovat ddrellisid, sovelletaan Fubini lauseen ensin
todenndkoisyysmitoille P;(dw;) = p;(dw;) /() i = 1, 2.
Kun mitat p; ovat o-aarellisida on olemassa numeroituvia mitallisia osi-

tuksia

0=, jossa () Q™) =0, n#m, jam(@) <o i=172

1€EN

Viite seuraa kun integroidaan erikseen tulo-avaruuksissa (Q(ln) X ng)) ,
n,k € N.

Seuraus 7.0.2. Fubini lause yleistyy suoraan direlliseen tuloavaruuteen
(Ql X e ><Qd,f1®"'®fd,P1®“'®Pd), deN
Lause 7.0.1. Todennikéisyysavaruudessa (2, F, P), olkoon
X(w) = (X1(w), Xs(w), ... Xq(w)) € R

satunnaisvektori, ja olkoon Px (dt) sen todenniikvisyysjakauma (R¢, B(R?)) ava-
ruudessa:

Px(B)=P(X '(B)) = P({w: X(w) € B}), kun B € B(R"
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Satunnaismuuttujat X, (w), ..., Xq(w) ovat rippumattomia P-mitan suhteen jos

ja vain jos vektorin todennikoisyysjakauma on koordinattien jakaumien tulo:
Px = (Px, ®+ - ® Px,)

Tod. harjoitustehtava.

Huomaat ettd kuten lemmassa kuvaus X : (2, F) — (R? B(R?))
on mitallinen jos ja vain jos koordinatti-kuvaukset X; : (2, F) — (R, B(R))
1=1,...,d ovat mitallisia.

Esimerkki 7.0.1. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) > 0 P-melkein varmasti.
Silloin

EP(X)z/QX(w)P(dw):/OootPX(dt)z/OOOP(X>t)dt

Tod. koska t = [ 1(s < t)ds
0

/Ooot Py (dt) = /Ooo (/OOO 1(s < t)ds) Py (dt)

Koska 1(s < t) > 0 ja Lebesguen mitta on o-ddrellinen, Fubini lause sovel-
tuu. Vaihdamme integroinnin jarjestyksen:

= /OOO (/OOO 1(s < t)PX(dt))ds = /OOO Px ((s,400))ds = /OOO P(X > s)ds

7.0.1 Osittaisintegroinnin kaava

Lause 7.0.2. Olkoon F,G : R — R ei vihenevii ja oikealta jatkuvia funktioita.
Silloin kun a < b,

b b
/ G(z)F(dx) = / G(z—)F(dz) + > AG(y)AF(y)
¢ ¢ y€(a,b]
b
— F(O)G(b) — F(a)G(a) — / Fa—)G(dz)
jossa integraalit ovat olemassa Riemann-Stieltjesin mielessi. Osittaisintegrointi

kaava pitee myos kun F(x) = F*(z) — F~(z), G(z) = GT(z) — G~ (x), jossa
F*,G* ovat ei vihenevii ja oikealta jatkuvia.
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Tod. Huomaamme ensin etta

b 00
JRCOROE /( | Gle)F () = | ten@Gie)Fn),

[e.e]

jakunz > q,

Gla) = Gla)+ [ "1y < 2)Gdy).

Téastd seuraa

/G /b{ / (yéﬂf)G(dy)}F(dx):
Gla)(F( () + /(/ y<17)G(dy))F(dx)

Koska mitat F'(dx) ja G(dy) ovat ddreliisid kompakteissa ja integrandi on
ei-negatiivinen, Fubinin lause soveltuu:

~6@(F0) - F) + [ ([ 102 0r) )G -
Gla)(F(b) — F(a)) + / (F(b) — F(y—))G(dy) =
F(b)G(b) — F(a)G(a) - / Fly—)G(dy).

Huomataan my®0s ettd voidaan kirjoittaa

b b
/ () Fdz) = / Gla-)F(d) + 3 AG(H)AF(y)
¢ “ ye(a.b)
koska ei-vdhenevilla funktiolla on korkeintaan numeroituva méaara hyp-

pyja O

Naytdamme miten osittaisintegrointikaava toimii Gaussiselle jakaumal-

le.

Gaussinen osittaisintegrointi kaava
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Lause 7.0.3. Olkoon G(w) standardi Gaussinen satunnaismuuttuja jolla E(G) =
0 ja E(G?) = 1, kertymiifunktiolla

O(z) = \/LZ_W/_ exp(—t*/2)dt

ja olkoon f : R — R absoluttisesti jatkuva funktio jolla

+ /Ox f(t)dt

jossa f' : R — R on Borel mitallinen ja (oletus)

Ep(If(G)]) <o

Silloin Ep(|f(G)G|) < oo ja seuraava Gaussinen osittaisintegrointikaava piitee
Ep(f'(G)) = Ep(f(G)G)

Todistus G:n jakauman tiheysfuktiolle

o) = Grlo) = = exp(=a/2)
patee
#(x) = i) = ~pla)e

Koska Ep(|G|) < oo (Gaussisella jakaumalla on &arellisid exponen-
tiaalisia momentteja Ep(exp(AG)) = exp(A\?/2) < oo josta seuraa ettd

Ep(|G]?) < 00, Vg > 0), voidaan olettaa f(0) = 0. Fubini lauseesta seuraa
)Gl) = / | ()] || (dw) = / | (@)] |z] () da

Er(|f(
<[ </ 7 Idt> Ao+ [ ([ 1ol ot
L

(/ potopte )i olie+ [~( [T starae) £

o) (W)ldt = Ep(]f'(G)]) < o0

\

— 00
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Siis Fubini lauseen integroituuvuden oletus on voimassa ja saa vaihtaa

integroinnin jarjestysta

Huomautus 7.0.1. Gaussisesta osittaisintegrointi kaavasta saa paljon hyotyid ja

Malliavin laskennassa se yleistyy myods direton-ulotteisille Gaussisille jakaumille.
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Luku 8

Tasainen integroituvuus ja

L'(P)-konvergenssi

Maaritelma 8.0.1. Merkitdiin
L°(Q, F, P) = { R-arvoiset satunnaismuuttujat todennikoisyysavaruudessa (Q, F, P) }

jossa tarvittaessa identifioidaan X ja Y kun X (w) =Y (w) P-melkein varmasti.

Kun 0 < p < oo, miiritellddin
[P = IP(Q,F,P) = {X € L, F, P)jolla | X |,< o0} jossa || X |,= {Ep(|X[P)}""

Sanomme etti X, 5 X suppenee LP-normissa kun Ep(| X, — X|P) — 0 kun
n — oo. Miiritelliin myods olennainen (essential) supremum

| X |o= P-esssup {|X(w)|} :=inf{y € R: |X(w)| <y P-melkein varmasti }
L® = L®(Q,F,P)={X € L%Q,F,P)jolla || X ||lo< o0}

eli satunnaismuuttuja X (w) € L*>(P) jos ja vain jos on olemassa determinis-
tinen K < oo jolla | X (w)| < K P-melkein varmasti, ja s.m. on olennaisesti
rajoitettu P-todennikoisyyden suhteen.

Osoitamme (myohemmin) ettid LP (S, F, P) on Banachin avaruus (eli vektori
avaruus jolla on tiaydellinen normi) kaikille 0 < p < 400,

ja L*(Q, F, P) on Hilbertin avaruus skalaaritulolla (X,Y) := Ep(XY).

103
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Teoreema 8.0.1. Olkoon 0 < p < oo, ja lim, .o || X, |,= 0. Seuraa etti
X, 5 0.

Tod. Kun 0 < p < 400, vdite seuraa Chebychevin epdyhtilosta : kun
e>0,

e?P(|X,| > ¢) < Ep(|X,|f) = 0kunn — oo .
Kun p = 400, VK € N Jnjolla
P{w:|X,(w)| <K '})=1 kunn>n

josta seuraa ettd

P(ﬂU (N {w: 1 Xa(w)] < K—l}) =P({w: X,(w) - 0}) =1

K m n>m

siis X,, = 0 P-melkein varmasti ja my0s stokastisesti O

Lause 8.0.1. Lebesgue dominoidun konvegenssin lause LP avaruudessa.
Olkoon 0 < p < 00, ja (X, (w) : n € N), X (w) satunnaismuuttujat jolla

1) X, Ly X stokastisesti
2) Y(w) :=sup{ | X,(w)| : n €N} € LP(Q, F, P) .
neN
Silloin X € LP() ja X, = X.

Tod. On olemassa alijono (ny)xen jolla klirn Xy, (w) = X(w) P-m.v.
Tastd seuraa | X (w)| < Y(w) P-m.v. ja siksi X € LP(Q2, F, P). Fubinin

lauseesta
Er(1X(e) = X(@)F) = [ P1X, = XP > )it
Kolmion epédyhtélostd seuraa
| X, (w) — X (w)]P < 2°Y(w)?  jasiksi  P(|X, — X|" >t) < P(Y? > {27P)
jossa

/ P(2PY? > t)dt = 2PEp(Y?) < o0
0
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Maairitelldan funktioita
0< fult) :=P(|X, — X]P>1t) < g(t):=P(Y]P>t277), t>0

Namaé funktiot ovat ei-kasvavia ja siksi mitallisia ¢:n suhteen. Jokaiselle
t>0

fnu(t) = P(| X, — X|P >t) — Okunn — oo

koska X, 5> X stokastisen konvergenssin mielessd. Koska ylédraja ¢(¢) on

integroituva Lebesgue mitan A\ suhteen, Lebesguen dominoidun konver-

genssin lause astuu voimaan avaruudessa (R, B(R), )), ja saadaan
lim Ep(]X, — X|’) = lim fn(t)dt = / (lim fn(t))dt =0 0
n—0o0 0 n—00

n—oo 0

Huomautus: Koska

|Ep(X) — Ep(Y)| = |Ep(X = Y)| = |Ep(X = Y)") = Ep((X = Y)7) |
< Ep((X =Y)")+ Ep((X —Y)7) = Ep(|X - Y)

kun X, M) X seuraa Ep(X,) — Ep(X).

Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen ehdot L”-konvergenssille
ovat riittdvid mutta ei valttamattomia. Haluamme karakterisoida taydelli-
sesti LP-konvergenssia.

Kasittelemme ensin L'-konvergenssia. Olemme huomanneet et-
td ehdoista X,,(w) — X (w) P-melkein varmasti ja X, X,, € L'(P) ei seuraa
ettd £(X,) — E(X), eikd myoskddn X, Ly X. Siihen tarvitaan sen lisiksi

seuraava kompaktisuuden kaltainen ehto:

Miiritelmi 8.0.2. Satunnaismuuttujen kokoelma C C L'(Q, F, P) on tasai-

sesti integroituva P:n suhteen, kun

lim sup Ep(|X[1(]X]| > K)) = lim sup/ | X (w)|P(dw) =0
K—oo xcc K—00 xXeC J{w:| X (w)|>K}

Lemma 8.0.1.
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1. Olkoon C satunnaismuuttujen perhe. Jos perheelle on olemassa integroituva

yliraja, eli

sup | X (w)| <Y (w) P melkein varmasti, jossa Y € L'(P)
Xec

perhe on tasaisesti integroituuva.

2. Adirellinen satunnaismuuttujen joukko C = { X1, X, ..., Xy} C LY(Q, F, P), M €

N on tasaisesti integroituva.

Tod. Kun

sup | X (w)] <Y(w) e L'(P)

seuraa VX € C
X (W) (X (w)| > K) < [Y(w)[1(]Y(w)| > K)

josta seuraa
sup Ep(|X<w>|1<|X<w>| > K)) < Ep(|Y<w>|1<|Y<w>| > K)) L0kun K 1 oo
Xec

Erityisesti kun C = { Xi,...,X,,} C L'(P) on &érellinen joukko, se on
tasaisesti integroituva koska l8ytyy integroituva yldraja:

[ Xi(W)] < V() = [X1 (W) + -+ [ Xu(w) € L O
Huomautus: Kun C on ylinumeroituva, kuvaus
X[ (w) == sup{|X (@)[} . weO
Xec
ei ole valttdmattd satunnaismuuttuja, ja siksi joukko

A={w:sup|X(w)] <Y(w }—U{w <Y(w)}

Xec XeC

ei ole valttamattd F-mitallinen. Silti voidaan sanoa ettd P(A) = 1 jos on
olemassa B jolla P(B) = 1ja A C B € F.Silloin A € F := o(F,N7)

o-algebraan joka on tdydennetty P-nolla mittaisilla joukoilla.
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Lause 8.0.2. (Tasaisen integroituvuuden karakterisaatio) C C L*(P) on tasai-
sesti integroituva jos ja vain jos

sup Ep(|X|) <oo ja Ve>0 36§:P(A)<d = supEp(|X|14) <¢
xec xec

Tod. Olkoon C C L*(P) on tasaisesti integroituva.

sup E(X1) < 21+ sup B (1X[1(1X] > 30)) < o0
XeC Xel

Tehddén vastaoletus: on olemassa tapahtumien jono (A : kK € N)jae > 0
jolla P(Ax) < 1/kja
sup Ep(|X|14,) > >0
XeC
Koska
(X (W)L, <€ Mg, (@) + [X (@)X ()] > M) VM €N,
seuraa
0 <e <supE(|X|[14,) < MP(Ay) + sup Ep(|X|1(|X]| > M))
xec Xec

< MP(Ag) +¢/3<e2/3
kun valitaan M on tarpeeksi suureksi, ja k > 3M /e.
Toisinpdin, jos

sup Ep(|X|) = M < oo,

Xec
Chebychevin epayhtilon avulla seuraa VX € C,k € N

P(|X|> k)< M/k
Oletuksen mukaan Ve > 0 on olemassa ¢ jolla
Ep(|X]1A) <e VX el, VAjollaP(A)<6.
Kun k > M/§ , seuraa P(|X| > k) < VX €C,ja
Ep(|X1(|X| > k) <e, VX, XeC

erityisesti

Ep(IX|1(|X|>k)) <e, VXeC O
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Seuraus 8.0.1. X € L'(Q, F, P), jos ja vain jos Ve > 0 on olemassa 4, jolla kun
AeF,

P(A) <6 = Ep(|X|14) <e

Lemma 8.0.2. Olkoon satunnaismuuttujen jonot (X,, : n € N) C L*(P) ja
(Y, : n € N) C L'(P) tasaisesti integroituvia.

Silloin myds summien jono (X, + Y, : n € N) on tasaisesti integroituva.
Tod. Huomataan etti VX > 0,
{w: | Xn(w) + Yo(w)| > K} C{w: | Xp(w)|+ [Ya(w)] > K}
C {w: @) > K2} Jw: Palw)] > K72},
Siksi
Ep(|Xn + Y| 1(| X, + Y| > K)> <
< Ep(|Xn + Y, 1(|X,| > K/Q)) + Ep<|Xn + Y, 1(|Y,] > K/2)>

< B (101 > 5/2)) + B (1X10%0 > K72))

+ B (1%L > K72) + e (1%00X] > K72)

Koska satunnaismuuttujen jonot (X,,) ja (Y,,) ovat tasaisesti integroituvia,

viite seuraa kun osoitamme

lim sup Ep(|Xn|1(|Yn| > K/Z)) =0 (8.0.1)

K—00 peN

Koska (X,,) on tasaisesti integroituva, tasaisen integroituvuuden karakte-

risaatiosta (8.0.2) seuraa ettd Ve > 0 on olemassa ¢ jolla
P(A) <6 = supEp(|X,|14) <¢
Koska (Y;,) on tasaisesti integroituva, on olemassa K jolla
sgpP(| Y, > K/2) < %Sl:prp(’Yn|1(|Yn| > K/Z)) <90

josta seuraa viite[8.0.1) O
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Teoreema 8.0.2. ( L'(P)-konvergenssin karakterisaatio ) Olkoon satunnaismy-
uuttujat {X, :n € N} C LY(Q, F,P), n€ Nja X € LY(Q,F). Silloin

1. X, 5 X ja satunnaismuuttujen jono {X,, : n € N} on tasaisesti integroi-
tuva,
jos ja vain jos

2. X, 5 X e L\(P), eli

Tod. Kun X, L X lauseesta 1} seuraa ettd on olemassa determinis-

tinen indeksien alijono n(k) jolle X, ) (w) — X (w) P-melkein varmasti.
Soveltamaalla Fatoun lemmaa (4.1.4)

jossa tasaisen integroituvuuden oletuksesta

sup Ep (| X)) < M + sup EP(|Xn(k)|1(\Xn(k)! > M)) <00
keN keN

Siis on osoitettu ettd X € L'(P). Kun K > 0
Ep(]Xn — XD = Ep(\Xn - X|1(]X, — X| < K)) + Ep(\Xn — X|1(| X, — X| > K))
K
= / P(X, — X| > t)dt — KP(|X, — X| > K) + Ep(p(n — X|1(|X, — X| > K))
0
K
< / P(X, — X| > t)dt + Ep(an — X[1(X, - X| > K))
0

Koska jono (X,, : n € N) on tasaisesti integroituvaja X € L'(P), lemmasta
(8.0.2) seuraa ettd jono (| X,, — X| : n € N) on tasaisesti integroituva, eli Ve
K jolla

supEp(] X, — X1(X, — X| > K)) <e

Koska P(|X,, — X| > t) on rajoitettu, ja oletetusti lim P(|X,, — X|>t) =0
n—o0
Vt > 0, Lebesgue dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa
K
lim [ P(|X,— X|>t)dt=0

n—oo 0
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eli on olemassa N jolla Vn > N
K
/ P(X, - X|>t)dt <e
0
josta seuraa Vn > N
K
Ep(|Xn - X|) < / P(|X, — X| > t)dt + SupEp(|Xn - X|1(|X, — X| > K)) < 2.
0 n
Toisinpdin, (kts. lause (8.0.1)

Ep(|X,— X)) =0 = X, 5 X.

Koska X,, = X + (X,, — X)), jossa oletetusti X € L'(P), lemman (8.0.2)

nojalla meidén riittdd todistaa ettd satunnaismuuttujen kokoelma
{|X,—X|:neN}

on tasaisesti integroituva. Voidaan olettaa samantien X = 0.
Olkoon ¢ > 0ja N jolla Vn > N

Ep(|Xa]) <e

Koska { Xi,..., Xy} C L'(P) on &érellinen joukko, se on tasaisesti

integroituva, ja on olemassa K jolla

sup Ep(|Xa|1(|X, > K|)) <¢

1<n<N

Mutta samalle K pétee myos Vn > N
Ep(IXal1(1X0] > K)) < Ep(|Xa]) < ¢
ja siksi

sup Ep (| X,[1(|X, > K|)) <e O

neN

Voidaan osoittaa ettd tasainen integroituvuus vastaa kompaktisuuden
ehtoa L'(P) avaruudessa varustettuna heikolla topologialla. Tama ei pade

vahvemmalle L'(P)-normin topologialle.
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Teoreema 8.0.3. (Dunford-Pettisin lause) Satunnaismuuttujen joukko C C L'(Q, F, P)
on tasaisesti integroituva P-mitan suhteen jos ja vain jos on esi-kompakti (precom-

pact) L'(P) avaruuden heikossa topologiassa: kaikille jonolle {X,, : n € N} C C

on olemassa indeksien jono {n(k) : k € N} jas.m. X € L*(P) joilla

k—o00
Huomautus 8.0.1. Tiisti ei seura alijonon vahvempi L*-konvergenssi

Ep([Xnw — X[) = 0.

Esimerkki 8.0.1. Olkoon G(w) standardi gaussinen satunnaismuuttuja, jolla

1 xT
P(G<z)=— —y®/2)d
G <a)=—= [ e/
Miritellddn satunnaismuuttujen jono
Zy(w) = exp(v/nG(w) — n/2) >0, neN

Koska Gaussisen jakauman momentti-generoiva funktio on Ep (exp(tG)) = exp(t?/2),
Vt € R, seuraa Ep(Z,) =1V¥n € N.

Osoitan etti lim,, o Z,(w) = 0 P-melkein varmasti. Siiti seuraa etti satun-
naismuuttujen perhe (Z,, : n € N) C L'(P) ei ole tasaisesti integroituva, koska
Ep(Zy) =14 0.

Chebychevin epiiyhtillon avulla, Vo € R,

P(Z,>¢)<e “Ep(Zy)=¢ “Ep (exp(a\/ﬁG - ozn/?)) = %exp(—(1 — a)an/2)
kun o € (0,1),
P(Z, > K™Y) < KB

jossa = exp((1 — o)« /2) GOEO, 1).

Koska geometrinen sarja Y, ™ = (1 — 8)~' < oo suppenee, ensimmiiisestii

n=0
Borel Cantelli lemmasta seuraa VK € N

P(limsup{ Zn > K_1}> =0
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ja ottaamalla numeroituvan leikkauksen komplementtijoukoista

P(ﬂ U ﬂ{anK‘l}):l

KeNmeNn>m

eli Z,(w) — 0 P-melkein varmasti O

Huomautus 8.0.2. Siis diretonulotteisessa L*(P) avaruudessa rajoitettu joukko
ei tarvitse olla tasaisesti integroituva, eli esi-kompakti heikon topologian suhteen.
Funktionaali analyysin Banach-Alaoglun lause sanoo etti suljettu yksikkopallo

on kompakti niin sanotun heikko-tihti (weak star) topologian suheen.

Huomautus 8.0.3. Satunnaismuuttujen kokoelman tasainen integroituuous kos-
kee pelkistidin satunaaismuuttujen jakaumat, niiden vilinen riippuuvusraken-

teella ei ole yhtdin roolia.

Teoreema 8.0.4. (Leskelin ja Viholan tasaisen integroituvuuden karakterisaa-
tio,2011) Satunnaismuuttujen kokoelma C on tasaisesti integroituva jos ja vain
jos on olemassa 0 <Y (w) € L'(P) jollaVK > 0

sup Ep ((|X| — K)+) < Ep ((Y — K)+)
Xec
jossaxt =x V0 =al(x>0).

Tod. (Todistamme nyt <= implikaation, todistamme = mydhemmin,
kun konveksisuuden médritelmét ovat kdytossa).

Kéaytamme epayhtdlod
wl(z > K)<2(z—K/2)", K>0
Seuraa
sup Ep (| X|1(]X| > K)) < 2sup Ep((|X| — K/2)7) <2Ep((Y — K/2)*) = 0
Xec Xec
kun K — oo, jossa dominoidun konvergenssi lauseen oletukset ovat voi-
massa:

Y(w) > (Y(w) — K/2)" > 0jossa (Y(w) — K/2)t — 0 P-melkein var-

masti kun K — oo, ja yldraja Y (w) on integroituva O
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Huomautus 8.0.4. Kun satunnaismuuttujan’y (w) > 0 tulkitaan osakkeen mark-
kinaarvoksi ja K > 0 on deterministinen, satunnaismuuttuja (Y (w) — K)* kut-
sutaan europpalaiseksi osto-optioksi lunastushinnalla K. Option haltijalla on oi-
keus mutta ei velvollisuutta ostaa yhden osakkeen ennalta sovitulla hinnalla K.
Option haltijan kannattaa kiyttid optionsa kun osakkeen markkinahinta on suu-
rempi kun ennalta sovittu lunastushinta, saadakseen voittonsa (Y (w) — K)*.

Kun markkinhinta on pienempi tai yhti kuin lunastushinta, optio on arvoton.

8.0.1 Sovellus: odotusarvon derivointi parametrin suhteen

Lemma 8.0.3. Olkoon X; : (;, F;) — (R,B(R)) i = 1,2 reaaliarvoisia satun-
naismuuttujia eri todennikoisyysavaruuksissa. Silloin tulo X (wy, ws) = Xi(w1)Xa(wo)

on satunnaismuttuja tuloavaruudessa (21 x Qq, F1 ®@ F3).

Tod. Olkoon X;(w;) > 0 Vw; € Q;,i=1,2
(yleisemmin voidaan ensin hajottaa X; = (X;" — X;7) ). Kunt¢ > 0

{(wi,wa) + Xy (wr)Xo(ws) <t} =

U ({w1 P Xi(wr) < 2} N {W2 D Xo(w) < q}) c(FLoFk) ,

0<qeQ

ja Dynkinin lemmasta (1.1.3) seuraa
{(wi,w2) + Xi(w1)Xo(wo) € B} € (Fi®F) VBeBR) O
Lause 8.0.3. Olkoon (2, F, P) todennikdisyysavaruus jossa
{Y(t,w): t € [a,b]} C LYQ,F,P)

on tasaisesti integroituva satunnaismuuttujen joukko, a < b € R. Oletamme sen

lisitksi
* Kaikille w € 2, kuvaus t — Y (t,w) on jatkuva.
* Kaikille t € [a,b] kuvaus w — Y (t,w) on F-mitallinen.

Tisti seuraa



114LUKU 8. TASAINEN INTEGROITUVUUS JA L'(P)-KONVERGENSSI

1. kuvaus (t,w) — Y (t,w) on (B([a,b]) @ F) — B(R) mitallinen.
2. kuvaus t — Ep(Y (t)) on jatkuva.

3. Satunnaiskuvauksen
X(t,w) = /Y(s,w)ds, t € [a,bl.

odotusarvo Ep(X (t)) on derivoituva kaikissa t € (a.b), jatkuvalla derivaa-
talla

d d
ZEP(X(1) = Ep(Y(1)) = Ep(th(t))

Tod. Madritellddn tuloavaruudessa [a, b] x 2 satunnaismuuttujen jono
(N-1)

YWM(t,w) = ZY(a—i— b—a)]l; ) (a—l—(b—a)%<t§a+(b—a)(k;1)>, N €

Lemma (8.0.3) nojalla seuraa Y ™) on (B([a, b]) ® F)-mitallinen, ja jat-
kuvuudesta seuraa

' (N) -
]1[1%?01/ (tw)=Y(t,w) Yw,

siksi Y (t,w) on my6s (B([a, b]) ® F)-mitallinen.
Koska hH% Ys(w) = Y;(w) ja tasaisen integroituvuuden oletuksesta, seu-
s—
raa

\Ep(Y;) — Ep(Ys)| < EplY; — Yy >0 kun s —t.

Koska {Y; : t € [a,b]} on tasaisesti integroituva (koska 16ytyy integroi-
tuva yldraja). Siitd seuraa

sup En(I¥i]) < o0

t€[a,b]
ja siksi |Y (t,w)| € L*([a,b] x Q,B([a,b]) ® F,dt @ P(dw)). Fubinin lause

soveltuu

Ep(Xt):Ep</atY(s)ds) :/[ab]XQY(s,w)(P(dw)®ds) :/atEp(Y(s))ds



115
ja koska kuvaus t — Ep(Y (t)) on jatkuva, analyysin keskiarvon lauseesta
iiiﬂo A" Ep(Xizn) — Ep(Xy)}
t+A
= ilrno A_l/ Ep(Y(S))dS = EP(Y(t>) O
- t
Esimerkki 8.0.2. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) € R, jaa < 0 < bjolla

mx(t) := Ep(exp(tX)) < oo, Vi€ [a,b].

Olkoon a < —e < 0 < e < b, ja &’ yhtilon x' /log(z') = (b — €) ratkaisu.

Koska x exp(ex) < exp(bx) kun x > 2/, seuraa

Ep(X*exp(eX)) < 2’ exp(ex’) + Ep(exp(bX)) < oo

Vastaavasti, kun z" /log(x”) = —(a + €), koska x exp(ex) < exp(—azx) kun

x > ", seuraa
Ep(X~ exp(—eX)) < 2" exp(e2”) + Ep(exp(—aX)) < +o00 .
Tisti seuraa
X explX () < X expleX (@) + expl(-2X () } € L(P) Ve [-e.d]

ja kokoelma

{X(w) exp(tX(w)): t e [—5,5]} C LY(P)

on tasaisesti integroituva ,

%mx(t) = Ep (% exp(tX)) = Ep(Xexp(tX)) Ve (—¢,e).

Eritysesti pisteessit = 0
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Koska eskponentiaali funktio kasvaa polynoomien nopeammin, Vn € N, samoin

seuraa satunnaismuuttujien joukon

{X”(w) exp(tX(w)): t € [—8,5]} C L'(P)

tasainen integroituvuus, ja

%mx(t) =FEp (% exp(tX)) = Ep(X"exp(tX)), Vte€ (—¢,¢).

Eritysesti pisteessi t = 0

d"mX

dtn

(0) = Ep(X™) .
Kuvaus mx (t) = Ep(exp(tX)) kutsutaan momentti-generoivaksi funktioksi.

Esimerkki 8.0.3. ( Esscherin muunnos )
Olkoon © = {mx(t) = Ep(exp(tX)) < oo}. Kun t € © midiritelliin
mitanvaihtokaavan kautta todennikoisyysmitta
Ep(exp(tX)1a4)

PO(A) = @ VAEF.

Kun on olemassa € > 0 jolle [t — ¢,t + €] C O, seuraa

o EP(X”exp(tX)) 1 d'mx oo
Epn(X") = e () = () do (t), erityisesti
d
Epw(X) = - log(mx (1))

Tod. Kuten tapauksessa t = 0.



Luku9

LP()) avaruudet

9.0.1 Epiyhtilot

Maiiritelmi 9.0.1. Olkoon V vektoriavaruus, esimerkiksi V = R®. Kuvaus g :
V — RU{ +oo} on konveksi kun

glpz+ (1 —ply) < pg(z)+(1-plgly) Vo,yeV. pel01]
Lause 9.0.1. Kuvaus g : V- — R U {400} jos ja vain jos
epi(g) ={ (z,r) €V xR:r>g(x)}

on konveksi joukko, eli kun (x,r) ja (2',r") € epi(g), myos pisteiden konveksi-

kombinaatiolle pitee
(z,7)p+ (2/,r)(1 = p) = (zp+2'(1 = p),rp+1'(1 - p)) €epi(g), Vp€[0,1]

Lause 9.0.2. Olkoon g : R — R konveksi funktio. Silloin g on jatkuva, ja jokai-
sessa pisteessii on olemassa derivaatat oikealta ja vasemmalta

ja Vgt (s) < Vg*(t) kun s < t.
Tod. kunt <s<r,

g9(s) — g(t)
s—1 r—t
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koska kunp = (r —s)/(r —t) € [0,1], s = pt + (1 — p)r , konveksisuudesta
g(s) = g(r) < (9(t) — g(r)) p
Téastd seuraa ettd jokaiselle ¢, jono
(9t+n"") —gt)n neN

ei kasva ja siksi monotoninen raja on olemassa. Koska oikea ja vasen de-
rivaatat V*¢(t) ovat olemassa, g(t) on jatkuva jokaisessa ¢ € R. Konveksi-
suudesta seuraa myos

9(s) —9(t) _ g(r) —g(s)
s—t - r—s

kunt < s <r,siksi VTg(t) <V g(r) kunt <r O
Huomautus 9.0.1. Koska derivaatat ovat ei-vitheneuvid,

1. Joukko

D := {t: Vtg(t) > Vg(t) }
on korkeintaan numeroituva.

2. jokaisellet € R, § € [V g(t), VTg(t)]
g(s) = g() + / CVEg(r)dr > glt) + (s— 1) Vs

Seuraa myos etti g : R — R on konveksi jos ja vain jos on absoluttisesti
jatkuva Lebesgue mitan suhteen ja Radon-Nikodymin-derivaatta %(m) on
ei-vihenevii.

Lause 9.0.3. (Jensenin epiyhtilo) Olkoon X (w) € R satunnaismuuttuja jolla
Ep(|X]) < coja g : R — R konveksikuvaus. Silloin

Q(EP(X)) < Ep (Q(X))
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R. Koska g on konveksi, sen oikea ja vasen derivaatat pisteessa ;1 =
Ep(X) ovat olemassa. Kaikille § € [V~ g(u), V*tg(u)]

9(X(w)) = g(Ep(X)) + 6{X(w) — Ep(X(w))}

ja véite seuraa ottaamalla odotusarvon O
Huomautus Huomataan ettd Jensenin epdyhtdld on voimassa myos
silloin kun integroidaan positiivisen mitan v(dx) suhteen vaikka olisi v(R) =

+00. Siis kun ¢ on konveksi,

/R\x]y(dx) < 00 :>g(/Rxl/(dm)> < /Rg(x)u(dx)

mutta on mahdollista etta
[ talvtdo) =ccia | lgta)v(ds) < o0
R R
Lemma 9.0.1. Kun1 <p<r, LP(Q, F,P) D L"(Q, F, P).

Tod. Olkoon X € L"(P).
Kun r = oo, | X (w)[P <|| X ||%, P-melkein varmasti ja vdite seuraa.

Kun r < oo, olkoon
Y, (w) =nA|X(w)PeL/?(P).

Koska 0 < Y, (w) < n seuraa Y, (w) € L'(P).
Kuvaus g : Rt — RT jolla # — g(z) = 2'/? on konveksi. Jensenin

epdyhtélostd seuraa:
Ep(Y,/?) > Ep(Y,)"?
Monotonisen konvergenssi lauseesta, koska 0 < Y, (w) 1 | X (w)|? Vw seuraa
Ep(|X]") = Ep(|X[P)"7.

Emme olisi voineet soveltaa Jensenin epdyhtdldd suoraan satunnaismuut-
tujalle | X (w)[P koska apriori oli epdselvaa kuuluuko L™/?P(P) avaruuteen.
Siksi kdytettiin katkettyd muuttuja {Y,} O
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Huomautus 9.0.2. Tissi on olennaista etti P on todennikdisyysmitta tai diirel-
linen mitta, koska silloin kun v(Q) = co L>(Q, F,v) € LY(Q, F,v), ja pelkiis-
tddn kitkdisemilli ei saadan integroituvia satunnaismuuttujia.

Viiite ei pide L*(S2, F,v) avaruuksille silloin kun v(€2) = oc.

Kun v(Q) < oo miiritellidin P(A) = v(A)/v(Q) josta seuraa

{/ X @)Fu dw} péu(Q)(rp)/(m){/Q|X<w)|ry(dw>}1/r

siis LP(Q, F,v) D L"(Q, F,v) myos tissi tapauksessa. Tamd epiyhtilo ei kerro
meille mitidan kun v(Q) = oc.

Lause 9.0.4. ( Cauchy Schwartzin epiyhtilo , p = 2)
Olkoon X (w),Y (w) € L*(Q, F, P) silloin

1. tulo (X (w)Y (w)) € LY(Q, F, P) ja

I XY |i= Ep(IXY]) < VEp(X2)VEp(Y?) =[| X [|l2] Y |2

jossa yhtisuuruisuus on voimassa jos ja vain jos Y(w) = c¢X(w) P m.v.
jollekin ¢ € R. Kun Ep(XY') = 0 sanomme etti satunnaismuuttujat ovat
ortogonaaliisia.

2. Kolmion epiyhtilo on voimassa:
X +Y e <[ X fl2 + 1Y [l2
1. Tod. Olkoon
Xn(w) =n A X ()], Yalw) =nAY(w)|

koska 0 < X,,(w), Y, (w) < n Vw, seuraa (X, (w)Y,(w)) € L' (P).

VteR, 0< (tXn(w) + Yn(w)> = 12X, (W) + Yo (w)? + 2t X, (w) Y, (w)

Ottaamalla odotusarvoa (joka on olemassa ainakin katkaistetuille sa-

tunnaismuuttujille), seuraa ettd toisen asteen yhtalolla

t*Ep(X,)* + 2tEp(X,Y,) + E(Y,?) =0
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on korkeintaan yksi reaaliratkaisu, josta seuraa
Ep(XyYn)® = B(X)E(Y,) <0
Koska
0 < [Xn(@)Ya(@)[ T[X (W)Y (w)] Yo

seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta

Ep(|XY ) — B(X?)E(Y?) <0

2. Tod.

Ep((X +Y)?) = Ep(X?) + Ep(Y?) + 2Ep(XY)
< Ep(X?) + Ep(Y?) + 2Ep(|XY])

< Ep(X?) + Ep(Y?) 4+ 20/ Ep(X2)\/Ep(Y?2) = {\/EP(X2) + \/EP(Y2)}2 O

Lause 9.0.5. Seuraavat identiteettit ovat voimassa L*(P) avaruudessa:

1. Kun X, Y € I*(P), [ X+Y 3+ X-Y [F=2]X[3+2[Y |3
(Suunnikkaan identiteetti)

2. Ep(XY)=1(| X+Y |3 - || X =Y ||3) (Polarisaation identiteetti)

Todistus: harjoitustehtava.
Huomautus Voidaan my0s osoittaa ettd kun normi || = || toteuttaa suun-
nikkaan identiteetti, on olemassa skalaari tulo (z,y) jolla || z ||*= (z, z).

Jensenin epédyhtalon avulla Cauchy-Schwarz epayhtalo yleistyy LP(Q, F, 1)
avaruuksiin, jossa 1 < p < oo ja i on yleinen positiivinen mitta.

Huomataan myos ettd kun X € L'(u),Y € L*>(u) , koska

(X (W)Y (@) < [X(@)] 1Y [l

seuraa suoraan ettd tulo (XY) € L'(p).
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Lause 9.0.6. Olkoon X € LP(Q), F,u)jaY € LUQ, F,u), 1 <p<=00
jossa q = p/(p — 1) on konjugattieksponentti joka toteuttaa (¢~* +p~—') = 1.
Silloin

q
/|X mdwg{/p( P dw} {/|X )7 dw}
= X ||z» u)” Y | ze(u

(Holderin epiyhtdlo).
Kun X, Y € LP(Q, F,u), 1 <p< oo

X+ Y (o<l X Moy + 1Y llzegn

(Minkowskin epiyhtiils).

Tod. (Holder) Olkoon 1 < p < oo. Tietenkin voidaan olettaa X (w) > 0
Y (w) > 0ja Ep(|X|?) > 0, muuten X (w) = 0 P-m.v. ja epdyhtdlo seuraa.

Maéritellddn satunnaismuuttuja

> Y(w)
= >
Y (w) Xy 1(X(w)>0)>0
ja todenndkoisyysmitta
~ X (w)?
P(dw) = ———5—p(dw
=T [y ()

Jensenin epdyhtdlosta
{ Ep(Y)}' < Ep(Y")

kaikille ¢ > 1 erityisesti kun ¢ = p/(p — 1)

U X 1@ =0 i<((|(Iﬂ)< )de)}
Y(w) T X (w)P
< [{xerx@ =0} o) =

)X 1722, { / Y(w)X(w)u(dw)} <IX Iy [ V)X (@)D
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jossa g(p — 1) — p = 0. Seuraa

/Q Y(w)X(w)p(dw) < { /Q Y(w)wdw)}l/ | X (|G

jossa (1 - 1/q)p =

Tod. (Minkowski) Huomataan ensin ettd Vx,y > 0,
(z +y)? < (2max(z,y))" < 2°(a” + 1),

siksi kun X,Y € LP(Q, F,p), my6s (X +Y) € LP(u). Seuraa Holderin
epayhtalosta

/ X + YPdp < / IX||X + Y|P+ /Q Y||X + Y]Pdp
< (X Mz + 1Y, )) X+ Y Nzag
= (I X Nleogy + 1Y Nlzogw) (I X +Y [[zog)*
Téastd seuraa
| X +Y ™ < 1 X Nz + 1Y o
jossa(l—1/¢)p=1 O
Lause 9.0.7. V1 < p < oo, LP(Q2, F, P) on tiydellinen :
jos { X, (w)} € LP(Q2, F, P) on Cauchy jono,
eliVe > 0 3AN; jolle || X;, — Xy, ||o(p)< € kun n,m > N,
on olemassa Xo(w) € LP(P) jolle limytoo || Xy — X || o).

Tami lause ja sen todistus pitevit myos silloin kun integroidaan positiivisen
mitan p(dw):m suhteen, jolla () = +oo.

Tod. Tapaus jossa p = oo jda harjoitustehtavaksi.
Olkoon p < oo ja {X,} C L? Cauchy jono. On olemassa jono (k) jolla

| X — X5 ||,<27" Vr,s >k,
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Koska jono (X,, — Xy, : n > kg) on my6s Cauchy jono, voidaan unohtaa
jonon alkuosaa ja olettaa Xy(w) = 0ja ky = 0. Saadaan teleskooppinen
esitys

n

X, (@) = ) (X, (@) = X,y ()

m=1

Jokaiselle w € (2, rakennetaan monotoninen jono

Vo) =Y [Xp, (@) = Xp,_, (@)] 1 Yoo(w) = Y [Xp,, () = Xp,, ()] € [0, 00]

Minkowskin epéyhtéalosta (9.0.1)

1Yo llr< Y 1 Xy (@) = Xy (@) 12

ja monotonisen konvergenssin lauseesta

| Yoo llze < Z | Xk, (w w) [[r< Z =2< 0
Téastd seuraa etta P-melkein varmasti
Yao(w) = > | X, (w) = X, (w)] < o,
m=1

josta seuraa ettd P-melkein varmasti sarjan

o0

Xoo(w) = Y (X, (@) = X, ()

m=1

suppenee absoluttisesti. Jotta X (w) olisi mddritelty kaikille w:lle, olkoon

Xoo(w) :=limsup Xy, (w), Yw €

n—oo
Seuraa ettd X (w) on satunnaismuuttuja ja X, (w) — X (w) P-melkein var-

masti. Kunr > k, jaVm >n
Ep(| Xy — X, [P) <27 =
Ep(‘Xr — Xoo‘p) = Ep(hmmf ‘Xr — Xk;m’p) S lim inf Ep(’XT — ka|p) S 27"

jossa kdytettiin Fatoun lemma. Minkowskin epédyhtélostd seuraa X, € L?
Jja X, 2)>Xool<ur17"—> oo O
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9.1 Projektio L*(P) avaruudessa

Lause 9.1.1. Olkoon H C L*(Q,F, P) aliavaruus joka on suljettu, eli jos
{X,.} C H jaonolemassa X € L*(P) jolla || X,, — X | 2(py— 0, siitii seu-
raa X € H.

Kaikille X (w) € L*(Q, F, P) on olemassa ortogonaalinen projektio H-aliavaruuteen
Y(w) = IgX)(w) € H jolla

L Ep((X —Y)) =A% = inf Ep((X -W)?),

2. BEp((X —Y)W)=0,YW € H.

Projektio Y on P-melkein varmasti yksikisitteinen.

Huomautus 9.1.1. Muistetaan etti Eukliidisessa avaruudessa RY on miiritelty
vektoreiden skalaari tulo

d d
(X, Voo = 3 X (@)Y (@) = d- 3 X (@)Y (@) P({w}) = Ep(XY)d
w=1 w=1
jossa P(w) = 1/d on tasainen todennikoisyys direllisessi avaruudessa € =

{1,...,d}. Sanomme ettii vektorit X,Y € R? ovat kohtisuoria (merkinti X 1 ga
Y), kun (X,Y )ga = 0. Tdmii geometrinen kiisite yleistyy varustamalla L*(Q2, F, P)
skalaaritulolla

(X V)i = Br(XY) = [ X(@)¥ (@)P(d)

ja tulkitaan satunnaismuuttuja (X (w) : w € Q) diretonulotteisend vektorina.
Satunnais-muuttujat X,Y € L?*(P) ovat kohtisuoria (merkinti X 1p Y), kun
Ep(XY) =0.

Tod. Koska 0 € H, A? < Ep(X?) < oo,
ja on olemassa jono (Y, : n € N) C Hjolla || X — Y, [l.— A.
Olkoon ¢ > Ojanjollakunn > n

A< Ep((X —Y,)%) < A% +e.

Kun sovelletaan suunnikkaan identiteetti vektoreille
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(Y, —Y,)/2ja (X — (Y, + Y,)/2), seuraa
2| (Vo =Ya) 2 =1 X =Y 3+ [ X =Ya 3 2| X = (Y +Ya)/2 |3
Koska (Y, +Y,,)/2 € H,
X = (Yo +Y)/2 |32 A%
ja kun n,m > n seuraa
2| (Yo — Ya) /2 35 22.

Siksi (Y,,) € H on Cauchy jono L?(P):ssa, ja L*(P) taydellisuudesta seuraa
ettd on olemassa Y € L*(P)jollay, 5 Y, ja koska H on suljettu aliavaruus
seuraaY € H KunW € H\ {0}jateR, (Y +tW) e H,javVt e R

I X =Y B X =Y —tW =] X =Y [+ | W |} —2tEp((X — V)W)
| WIE>2Ep((X —Y)W) VteR

josta seuraa Ep((X—Y )W) = 0. Jos Y(w) € Hon myos projektio, ottamalla
W=(Y-Y)ed,

0= Ep(XW) — Ep(XW) = Ep(YW) — Ep(YW) = Ep((Y = Y)W) = Ep((Y - Y)?)
josta seuraa Y (w) = Y (w) P-m.v. O

Lemma 9.1.1. L?-projektio on lineaarinen operaattori: kun X, 7 € L*(P), a,b €
R ja H on suljettu aliavaruus,

Hy(aX +07) = allp X + bllg Z,
Todistus: harjoitustehtava.

Esimerkki 9.1.1. (Projektio satunnaismuuttujan virittimdiin lineaariseen ali-
avaruuteen): Olkoon olkoon Y (w) € L*(P) jolla Ep(Y?) > 0, ja

H={aY(w)+b:a,bec R} C L*P).
Koska

H={aY(w)—EY))+b:a,beR}
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Y(w) ja (Y(w) — Ep(Y)) virittidvit saman lineaarisen aliavaruuden. Siksi voi-
daan olettaa Ep(Y') = 0.

Osoitan ettid H on suljettu: olkoon X,(w) = (a,Y(w) + b,) € H jossa
(an), (bn) C R, jolla

Ep((X, — X)*) = Ep((a,Y + b, — X)*) — 0
Silloin (X,,) on Cauchy jono L*(P):ssa, josta seuraa
Ep(Y?)(an — am)® + (by — by)? = 0

kun n,m — oo, ja koska Ep(Y?) > 0, (a,) ja (b,) ovat Cauchy jonoja R:ssa.
Koska R on tiydellinen, on olemassa a, b € R jolla a,, — aja b, — b. Tisti seuraa
(a,Y +b,) — (aY + b) L*(P)-normissa, ja X (w) = (aY (w) + b) P-melkein
varmasti, eli X € H. Esitdmme X : n projektio aliavaruuteen H: mimoidaan yli
a,beR

Ep ({ aY +b— X}2> = BE(X?) +a’E(Y?) +b* + 2abE(Y) — 2aE(XY) — 2bE(X).

Koska oletetusti E(Y) =0,

%Ep ({ aY +b— X}Z) =2aB(Y?) - 2B(XY)

%Ep({ay +b— X}2> = 2b - 2E(X)

josta seuraa b = E(X), a = E(Y?)/E(XY). Siis kun E(Y) = 0, X:n projektio
Y :n virittamddn aliavaruuteen H:n on

Iy (X) = Ep(X) + %Y
Yleisemmin
u(X) = B(X) + S22 iy iy
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Luku 10

Ehdollinen odotusarvo

Olkoon G C F ali-o-algebra.

Silloin LP(2,G, P) C LP(Q, F, P),V0 < p < oo,jakunp > 0, LP(Q2, G, P)
on suljettu aliavaruus.

Tod. Olkoon { X,, : n € N} C LP(Q,G,P)ja X € LP(Q, F,P) joilla
Ep(| X,, — X|P) — 0, Seuraa ettd X — X, 54X ja on olemassa alijono
jolla {ny} : X, (w) - X(w) P m.v.. Olkoon X(w) := liminf, X, (w) €

LP(Q2,G, P). Seuraa ettd X, X ja siksi X (w) = X (w) P-m.v.

Kun X € L*(Q,F,P)ja H = L*(Q,G, P) seuraa projektio lauseesta
(9.1.1) ettd on olemassa ortogonaalinen projektio

Y(w) = Ep(X]9)(w) = (26,7 X) ()
joka kutsutaan ehdolliseksi odotusarvoksi jolla
o Y €I12Q,6,P)
o Ep(XW)=Ep(YW) VW € L*9Q,G,P)

Lemma 10.0.1. Ehdollinen odotusarvo on positiivinen operaattori:
Olkoon 0 < X (w) € L*(Q, F, P), G C F ali-o-algebra. Silloin

Y(w) = Ep(X|G)(w) >0 P-mo.

129
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Tod. Koska L>°(P) C L*(P) ehdollinen odotusarvo Y (w) on olemassa
L*-projektiona. Olkoon A = {w : Y (w) < 0} € G. Koska 14(w) € L>(P) C
L*(P),

0< Ep(X14) = Ep(Y14) = Ep(YL(Y <0)) = —Ep(Y") <0

ja véite seuraa.
Ehdollisen odotusarvon mééritelma laajennetaan L'(Q, F, P) avaruu-

teen:

Teoreema 10.0.1. (Kolmogorovin miiiritelmii) Kun X € L'(Q, F,P),jaG C F
on ali-o-algebra, on olemassa ehdollinen odotusarvo Y(w) = Ep(X|G)(w) €
LYQ,G,P)jollaY € LY(Q,G, P) ja

EP(X1A> = EP(Y].A) VA € g
Ehdollinen odotusarvo on P-m.v. yksikisitteinen.

Tod. Voidaan olettaa ettd X (w) > 0 Vw, muuten kdytimme ensin hajo-
telmaa X (w) = X(w)™ — X (w)~ ja sitten madrittelemme

Ep(X7(G)(w) = Ep(X7|G)(w) — Ep(X™|G)(w)

Olkoon 0 < X,(w) = X(w) An T X(w) kun n 1 co. Koska X,, € L*>
seuraa ettd X,, € L*(Q, F, P) ja projektio lauseesta seuraa ettd on olemassa
Y, € L*(Q2,G, P)jolla

Ep(Xo14) = Ep(Yals) YAEG

Seuraa lemmasta ((10.0.1) ettd Y, (w) > 0 P-melkein varmasti.
Kunn > m (X, (w) — X,,(w)) > 0josta seuraa

(Yn(w) = Vin(w)) = Ep(Xa|9)(w) = Ep(Xm|G)(w) = Ep(X, — Xin|G)(w) = 0

Olkoon Y (w) = limsup,, Y, (w). Seuraa ettd Y,,(w) 1 Y (w) P-m.v. ja mono-

tonisen konvergenssin lauseesta, VA € G

EP(X]_A) = hTHl Ep(anA) = hTHl Ep(Yn]_A) = EP(Y]_A)
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Jos Y(w) € LYQ,G,P) toteuttaa Kolmogorovin madritelmdd, koska
A={w:Y(w)>Y(w)} g,

0< Ep((Y =Y)1,4) = Ep(X14) — Ep(X14) =0

seuraa ettd Y (w) < Y (w) P-m.v., samoin seuraa etti Y (w) > Y (w) ja siksi
Y (w) = Y (w) P-m.v.

Tehtavid 10.0.1. Osoita etti (10.0.1) piitee jos ja vain jos
Ep(XW) = Ep(YW) YW € L™(Q,G, P)

Tehtdvd 10.0.2. Olkoon G = o(Ay, ..., A,) C F direllisesti generoitu ali o-
algebra, jossa { Ay, ..., A,} on Qun F-mitallinen ositus, A; € F, U?:l A; = Q,
AiNA;=0kuni# j.
Olkoon X (w) € L*(Q, F, P). Silloin

Ep(X1,,) R~

Ep(X|G)(w) = zzl Wlm(w) = 121 Ep(X]A;)1a,(w) (10.0.1)
jossa Ep(X|A) = Ep(X14)/P(A) on elementaarinen ehdollinen odotusarvo,
joka saa mielivaltainen arvo (esimerkiksi 0) silloin kun P(A) = 0. Osoita et-
td (10.0.1) toteuttaa Kolmogorovin ehdollilsen odotuarvon mdiritelmin. (10.0.1

yleistyy myos tapaukseen jossa mitallinen ositus {A; : i € N} on numeroituva,

n

silloin
Er(XI0)) = 5 FH2 i 1 0) 1= Y Br(X 1AL ()
ieN ieN
Huom: Kolmogorovin ehdollinen odotusarvo o-algebran ehdolla Ep(X|G)(w)
on satunnaismuuttuja, kun elementaarinen odotusarvo tapahtuman eh-
dolla Ep(X|A) on vakio joka on hyvin mééritelty vain silloin kun P(A) >

0.

10.1 Ehdollinen odotusarvo Radon-Nykodim de-

rivaattana

Olkoon X € LY(Q, F, P) Médritellaan merkkinen mitta
,ux(A) :EP(X]_A) VAE./—"
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Huomataan ettd px(A) = 0 silloin kun A € Fja P(A) = 0,eli p < P o-

algebrassa F,ja X (w) = dc‘;—lf (w) on vastaava Radon-Nikodymin derivaatta.

Olkoon G C F ali o-algebra. Erityisesti ;1 < P o-algebrassa G. Radon-

Nikodymin lauseesta seuraa ettd on olemassa R-N derivaatta

Y(w) = %(w)

jossa Y (w) € L'(Q, G, P) joka toteuttaa mitanvaihtokaavaa
EP(X]_A) = /LX(A) = EP(Y]_A) VA e Q

Kolmogorovin méadritelmastd seuraa ettd Y (w) = Ep(X|G)(w).
Siis ehdollisen odotusarvon olemassa olo seuraa R-N lauseesta. Kui-

tenkin, koska emme ole vield todistaneet R-N lauseetta kiytimme L2-projektiota.

10.2 Mitd voidaan sanoa kun Fp(|X|) =00 ?

Olkoon 0 < X (w) € L%(Q, F, P) mutta Ep(X) = co. Myos téssi tapaukses-
sa monotonisen konvergenssilauseen kautta seuraa ettd on olemassa eh-
dollinen odotusarvo Y (w) = Ep(X|G)(w) € [0,+0o0] joka on G-mitallinen
joka totetuttaa VA € G.

EP(X]_A) = EP(Y]_A) c [0, +OO}

Toki Y (w) voi saada myos arvoa +oo, joka tapauksessa Ep(Y) = Ep(X) =
0.

Yleisemmin olkoon X (w) = (X(w)™ — X(w)7), jossa Ep(|X]) = oo.
Silloin ehdollinen odotusarvo

Ep(X|G)(w) == Ep(XT|G)(w) — Ep(XT|G)(w) € [~00, +00]
on hyvin méaritelty vain joukon
U:={w:Ep(XT|G)(w) = Ep(X~|G)(w) = +o0}

ulkopuolella. Kun kdy hyvin joskus P(U) = 0.
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10.3 Ehdollisen odotusarvon ominaisuudet
1. Monotoninen konvergenssi :
0 < Xp(w) T X(w) = 0 < Ep(X,| G)(w) T Ep(X|G)(w) P mv.
2. Ep(Ep(X|G)) = Ep(X)
3. Kun# C G C F,

Ep(X|H)(w) = Ep(Ep(X| G)|H)(w) P m.v.

4. JosY € LY(Q,G, P),ja X, (XY) € L' (2, F, P), seuraa
Ep(YX|9)(w) =Y (w)Ep(X|G)(w)
5. jos o-algebra H on P-riippumaton o-algebrasta o(X) V G,
Ep(X|GVH) = Ep(X|G)
Tod. VG € G, H € H, seuraa
Ep(X161y) = Ep(X16)P(H) = Ep(Ep(X|0)16) P(H) = Ep(Ep(X|G)1615)
ja vdite seuraa koskaGVH =o(GNH :Ge G HeH).

6. (Jensenin epdyhtdld): Kun Ep(X|G) on hyvin mddriteltyjag : R — R

on konveksi,
Ep(9(X)19) = 9(Er(X|0))
Tod.
X(6) 2 9 (Er(XI)()) + ) (X(0) - En(X10)) )

jossa 0(w) = Vg4 (Ep(X|G)(w)) on G-mitallinen. Kun otetaan ehdol-
lista odotusarvoa molemmista puolesta, vdite seuraa odotusarvon

positiivisuudesta.
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10.4 Sdannollinen ehdollinen todenndkdisyys ja

ytimet

Tapahtuman A € F ehdollinen todenndkdisyys ehdolla G o-algebra on

luonnollisesti
P(A[G)(w) = Ep(14]9) (w)

joka on yksikédsitteinen modulo P-nolla mittaisia joukkoja. Koska ehdolli-
nen odotusarvo on ei-negatiivinen operaattori, seuraa P(A‘g) (w) € [0,1]
P-melkein varmasti.

Voidaanko sanoa ettd P-melkein varmasti, kuvaus 4 — P(A|G)(w) €
0, 1] on todenndkoisyysmitta ?

Olkoon {A,} C F tapatuhmien jono jolla A, | (. Seuraa ehdollisen
odotusarvon monotonisen konvergenssin lauseesta etta on olemassa jouk-
ko Njolla P(N) =0

P(A,|6)(w) L 0 Vwe N° (10.4.1)

Tamad joukko voi toki riippua {A4,} C F jonosta, ja kun yleisesti jonojen
madrd on ylinumeroituva, ei mikddn takaa ettd 16ytyy sellainen P-nolla
mittainen joukko N jossa pétee samaan aikaan kaikille tapahtu-
mien jonoille joilla A, | (.

Siis ehdollinen todennékdisyys ei ole automaattisesti P-melkein var-

masti o-additiivinen.

Miiritelma 10.4.1. Olkoon (X2, F) ja (€, F) todenniikdisyysavaruudet.
Kuvaus K : Q0 x F — [0,1] on (9, F) — (Q, F) todenniikoisyys ydin kun

* kaikille kiinnitetyillle w € Q kuvaus K(w,-) : F — [0,1] jossa A

K (w, A) on todennikdisyysmitta.

o kaikille kiinnitetyillle tapahtumille A € F kuvaus K(-, A) : Q — [0,1]

jossa w — K(w, A) on F-mitallinen.
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Miaritelma 10.4.2. Olkoon ) = ja F CF, GgCF

Ehdollisella todennikoisyydelli (A,w) — P(A|G)(w) jossa A € F on siiin-
nollinen versio jos on olemassa (§2,G) — (Q, F) todenniikoisyys-ydin K(w, A),
joka on G-mitallinen w:n suhteen, ja

Ep(X|G)(w /X K(w,dw)

kaikille X € L'(, F, P)

Huomautus 10.4.1. midiritelmissii esintyy ali-o algebra F C F koska joskus
ehdollisen todennikoisyyden sidnnollinen versio on olemassa vain jollekin pie-
nelle o-algebralle eikii alkuperiiselle o-algebralle F. Esimerkki: F = o(X) jossa

X on (F-mitallinen) reaali-arvoinen satunnaismuuttuja.

Mairitelma 10.4.3. Todenndikoisyysavaruus (€2, F) on Borel jos on olemassa mi-
tallinen injektio

U (Q,F) — ([0,1], B([0,1]))
jonka kiiinteiskuvaus U= : W(Q) — Q on myds mitallinen.

Teoreema 10.4.1. Olkoon (2, F, P) todennikdisyyskolmikko, ja X : (2, F) —
(Q, F) mitallinen kuvaus, jossa (0, F) on Borelin avaruus, ja G C Falio-
algebra

On olemassa (2, G) — (Q, F) todenniikdisyys ydin K(-,-) joka on ehdollisen
todennikoisyyden sidnnollinen versio: P melkein varmasti,

P(X € D|G)(w) := Ep(1(X € D)|G)(w) = K(w, D) kaikille D € F

Todistus (Katso myos Kallenbergin kirjasta Foundations of Modern
Probability, Thm 6.3, 6.4.). Oletan ensin ettd Q=R ja F=B (R).

Silloin Vg < r € Q, ehdollisen odotusarvon positiivisuudesta seuraa
P(X < q{ G)(w) < P(X < r’ G)( P-melkein varmasti,  (10.4.2)

ja koska Q x Q on numeroituva on olemassa N C 2jolla P(N) = 0ja(10.4.2
pétee samaan aikaan Vg <r € Q,w € N°.
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Olkoon

N ={ w:limsup P(X < >11m1an X <
i P90 > P <l 91
Huomataan ensin etti N € G koska P(X < g| G)(w) ovat G-mitallisia, ja
koska N C N, P(N) = 0.

Madéritelldan V¢ € R

K((—o0.8],w) = | Imatace K((=00,q],) kunw e N°
| Q((~o0. 1) cune @

jossa () on mielivaltainen todenndkoisyysmitta (R, B(R)) avaruudessa esim.

Q(dz) = 0o(dz) pistemassa 0 pistessd, tai Q(dz) = P({w : X(w) € dz}) on
satunnaismuuttujan jakauma.

Kuvaus w — K((—o00,t],w) on G-mitallinen V¢ € R, ja Vw € 2 kuvaus
t — K((—o0,t],w)) on todenndkoisyysjakauman kertyméfunktio, koska se
on ei-vdhenevd, oikealta jatkuva, ja toteuttaa

lim K((—o0,q¢],w) = K(0,w) =0, lim K((—o0,q¢],w)=K(R,w)=1,

a00,q€Q qToo,qeQ

Charatheodoryn laajennuslauseesta seuraa ettd Vw € ) on olemassa yksi-
késitteinen o-additiivinen laajennus K (B, w), joka on todenndkoisyysmit-
ta B(R) o-algebralla. Seuraavaksi osoitamme ettd kaikille Borel-mitallisille
testi-funktioille f(z) > 0

/ F(0) K (d,w) = Ep(f(X)0)(w) (10.4.3)

joka tarkoittaa ettd todenndkoisyys ydin K (B,w) on sddnnollinen versio
ehdollisesta todenndkoisyydestd P(X € B|G)(w).

Olkoon C kokoelma kaikista rajoitetuista Borel mitallisista funktioista
f : R — Rjotka toteuttavat:

1. kuvaus w — [ f(z)K(dz,w) on G-mitallinen
R

2. 10.4.3|pétee, eli VG € G

Ep<f( )—/(/f dw) () P(dw)

Yw € Q.
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C on vektori avaruus joka sisdltdd vakiot: kun f,g € Cja o, 8 € R, koska

Vw € Q odotusarvo on lineaarinen, integraali

/R<af<>+ﬁg<> dxw—a/f da:w+ﬁ/ J(dr. )

on G-mitallinen w:n suhteen, ja VG € §

Er ((af(X) n Bg(X))lc> = aEp(f(X)16) + BEr(9(X) 1) =

—a/(/f K(dx w> P(dw) —i—ﬁ/(/ K(dx w))lg(w)P(dw)
_ / / (af () + Bg(x)) Lo(w) P(dw)

C on suljettu monotonisen rajankdaynnin suhteen: Kun 0 < f,(z) 1T f(x)
jossa { f, : n € N} C C,ja f(x) on rajoitettu, seuraa monotonisen konver-

genssin lauseesta Vw € Q

n—oo

0 < lim fn K(dz,w) /f K(dz,w)

joka on my0s G-mitallinen, ja VG € G monotonisen konvergenssin lausees-
ta seuraa

Ep(f(X)1lg) = lim Ep(fn(X) = hm (/ folz)K(dz,w )1g(w)P(dw)

- [ ([ 0 dw)ld o) = [ ([ s e ri)

Koska 1(_wq(-) € Cja B(R) = o((—o0,q],¢ € Q]), monotonisen luo-
kan lauseesta seuraa ettd C sisdltaa kaikki rajoitettuja Borel-mitallisia
funktioita. Monotonisen konvergenssin lauseesta seuraa etta pa-
tee my0s kaikille ei-negatiivisille Borel-mitallisille funktioille. Yleisemmin,

kun (Q, F) on Borelin avaruus ja
on mitallinen injektio jolla on mitallinen ké4nteiskuvaus ¥~—!, kun A € F

P(X € A|G)(w) = P(B(X) € ¥(A)| §)(w) = K(¥(A),w)
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jossa W(A) on Borelin joukko, koska U~' on mitallinen, ja todennékéisyys
ydin

K(B,w)=P(¥(X) € B|G)(w) P-melkein varmasti VB € B(0,1)
on ehdollisen todenndkoisyyden sddannolinen versio, joka on olemassa kos-
ka V(X (w)) saa arvoja [0, 1] vadlissd O

Huomautus 10.4.2. Meidiin onneksi (R, B(R?)) ja yleisemmin kaikki separoi-
tuvat metriset avaruudet varustettuina Borelin o-algebroilla ovat Borelin ava-
ruuksia. R4-arvoisen satunnaisvektorin ehdolliset todennikoisyydet ovat aina sdiiin-
nollisid. Kun (S, d) on separoituva metrinen avaruus, on olemassa tihed nume-
roituva joukko (x, : n € N) C Seli Vo € S on olemassa indeksien jono
(my, : n € N) jolla d(x,,,x) L 0 kun m 1 oo. Silloin on olemassa mitallinen
inijektio

jolla on mitallinen kidnteiskuvaus seuraavasti: Vn € N, olkoon
m, := arg min{d(x, ) k=1,... ,2"}

jossa silloin kun minimi ei ole yksikisitteinen valitaan pienin indeksi 1 < m,, <
2" jolla
d(x, xmn) = min{d(m, xE)k=1,... ,2”}

Indeksilla on dyadinen esitys

n—1
My = Z yén)Zé
=0
(n) (n

jossa y™ = (y”,..., 4" € {0,1}". Jokainen piste x € S kuvautuu binaari-
jonoon

1 2 2 3 3 3
R T TR T

joka vastaa lukua V(z) € [0, 1. Binaarijonon n informaation perusteella saadaan
takaisin indeksijono {m,} ja piste x = lim x,,,. Jdi osoitettavaksi (harjoitusteh-
n—o0

tdvd) etti seki U etti sen kiiiinteiskuvaus ovat mitallisia.
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10.5 Ehdollisen odotusarvon laskenta riippumat-

tomuuden nojalla

Lause 10.5.1. Todennikéisyysavaruudella (S, F), olkoon G C F ali o-algebra,
Y (w) G-mitallinen satunnaismuuttuja, joka saa arvot mitallisessa avaruudessa
(S,8), ja olkoon X (w) € (S,S) riippumaton G o-algebrasta.

Olkoon f : (S x S) — R rajoitettu ja Borel-mitallinen kuvaus.

Silloin ehdollisella odotusarvolla on integraali-esitys

Er(I6YIG)@) = Br(100) | | = / F (.Y () Py (dz)(105.1)

Y

jossa Px(B) = P({w : X(w) € B}).
Tod. Olkoon
Vi={f: (S x S) — R Borel mitalliset ja rajoitetut funktiot joille patee[T0.5.1 }

Osoitamme ensi ettd IV on monotoninen luokka. Ehdollisen odotusarvon
maédritelméstd seuraa [10.5.1{ on voimassa funktiolle f(z,y) jos ja vain jos
VG eg

Er(F(X.¥)1e) = [ { / f(x,Y(w))PX<dx>}1G<w>P<dw>

Selvasti VV on vektori avaruus koska odotusarvo on lineaarinen. Jos { f,.(z, y) :
neN}CVija0< f(z,y) 1 f(z,y) jossa f(x,y) on rajoitettu, seuraa mon-
otonisen konvergenssin lauseesta ettd f(z,y) € V.

Monotonisen luokan lauseesta seuraa ettd jos Z C V on 7-luokka, V/
sisdltdd kaikki rajoitettu o(Z) mitalliset funktiot. Vdite on osoitettu kun
ndytamme ettd [10.5.1) pitee funktiolle f(z,y) = 15(2)1p(y): VG € G riip-
pumattomuudesta seuraa

Er(15(X)15(Y)1¢) = Px(B)P({Y € D} N G)
-/ { / 1B<X<a>>P<dw>}1D<Y<w>>1c<w>P<dw> -

/ﬂ{/g La(X @>>1D<Y<w>>P<d@>}1G<w>P<dw> _
/Q{ Qf(X@vY(W))P(d@)}lo(w)P(dw)
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joka tarkoittaa 15(z)1p(y) € V O

10.6 Ehdollisen odotusarvon laskenta mitan-vaihdon

avulla: Bayesin kaava

Lemma 10.6.1. Ehdollinen odotusarvon on itse-adjungoitu operaattori, eli kun
X e LNQ,F,P),G C Fonalic-algebra, VA € F

Ep(X Ep(14|9)) = Ep(Ep(X|G) Ep(14]9)) = Ep(Ep(X|G) 14)

Tod. Suoraan ehdollisen odotusarvon ominaisuuksista.

Olemme esittdneet kaksi tapausta jossa osaamme laskea ehdollisia odo-
tusarvoja: silloin kun c-algebralla G on numeroituva médard atomeja, ja
riippumattomuuden nojalla lauseessa

Yleisemmin voidaan joskus paluattaa ehdollisen odotusarvon laskemi-
nen lauseen tilanteeseen mitan-vaihdon avulla. Ensin esitimme mi-

tanvaihtokaavan ehdolliselle odotusarvolle:

Teoreema 10.6.1. (Abstrakti Bayesin kaava). Todennikoisyysavaruudella (2, F

),
olkoon G C F ja P < Q) todennikoisyysmitat joilla Q(A) = 0 = P(A) =0
kun A € F.

Radon-Nikodym lauseesta seuraa ettii on olemassa Radon-Nikodym derivaatta
eli satunnaismuuttuja

0<Z(w) = %(u)) € L', F,Q)

jolle odotusarvon mitanvaihtokaava on voimassa:

Ep(X)=FEqo(XZ) VX elL'(Q,F,P)

Silloin ehdolliselle odotusarvolle pitee Bayesin kaava:

_ Eq(X2|G) ()

LYQ,g, P 10.6.1
Eq(Z|6)(w) € L6 P) ( )

Ep(X[G) (w)
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Huomautus 10.6.1. Olkoon
N ={w: Ey(Z|G)(w) =0}

N € G koska Eq(Z|G) on G-mitallinen, mitan vaihto kaavasta ja ehdollisen odo-
tusarvon miidritelmisti

PO) = Eo(21y) = Bo Ea(Z19)1y ) = BoEaZI91{ Eol216) = 0}) =0

Seuraa ettd P-melkein varmasti (mutta ei viltdamiittd QQ-melkein varmasti) Ep(Z|G)(w) >
0, ja yhtdilon (10.6.1) visen puoli on hyvin miiritelty.

Tod. Olkoon G € G. Mitanvaihto kaavasta odotusarvolle ja ehdollisen

odotusarvon maaritelmaésti seuraa

Ep(X16) = Eo(2X16) = Eo(Eo(ZX16/0)) = Eo(Eo(ZX|0)1c)

[ Ee(7(6) (L Eo(ZXI9), \ . {Eo(ZX|0)
‘EQ(EQ<Z|9>EQ<ZX‘Q>1G) ‘EQ<Z Eo(Z]0) 1G) ‘EP( Eo(Z]0) “") .

Esimerkki 10.6.1. (Perinteinen Bayesin kaava) Todennikoisyysavaruudella (S, F),
olkoon ja X (w) € RY Y (w) € R™ satunnaismuuttujia joilla F = o(X,Y),
G=o().

Olkoon P <Q Q) todennikoisyysmitat joilla X fl_ Y ja olkoon

dP
dQ

jollakin Borel-mitallisilla funktiolla z(x,y) > 0. Olkoon f(x,y) rajoitettu Borel-

0< Z(w) = 2(X (@), Y () = =) € L' F,Q)

mitallinen kuvaus. Bayesin kaavasta

Eq(f(X.Y)Z|0) ()

Ep(f(X, Y)\g)(w) =

Eq(2|9)(w)
_ o f( Y(w)) 2(X(@), Y (w))P(dw)
fQ X(@), Y (w))P(dw)
/f w)) K (w,dw)  jossa
Z(X( ), Y (w))

K (w,d@) = P(dw)

Jo 2(X (W), Y (w))P(dw)
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on ehdollisen todennikdisyyden ydin. Voidaan mydos integroida suoraan R? ava-
ruudessa jossa X (w) saa arvoja:
Y (w)) z(x Y (w))Px(dx)

BRI = e e = [ Y )iy (o)

jossa

z(z,y)
k(y,dz) = o2, y) P (d2) Px(dz)

Kun satunnaisvektorin (X,Y") jakaumalla on tiheysfunktio (d + m)-ulotteisen
Lebesgue mitan suhteen, siis P(X € dx,Y € dy) = pxy(z,y)dzdy, Fubini
lauseesta seuraa ettii silloin myds marginaalijakaumilla Px ja Py ovat tiheydet,

P(X € dr) = px(z)dz :/ pxy (2, y)dy
P(Y € dy) = py(u)dy = [ prolo)ds
R

ja voidaan valita todennikoisyysavaruudeksi Q = R? x R™ todennikdisyysmi-
toilla

Qxy(dz,dy) = (Px ® Py)(dz,dy) = px(x)py (y)dzdy, Pxy(dz,dy) = pxy(x,y)dedy

Oletuksesta Pxy < (Px ® Py), seuraa etti Radon Nykodim derivaatta on

dPxy (z,y) = dPx y (2,y) = 2(z,y) = pxy(z,y)
dQxy d(Px ® Py) " ’ px(@)py (y)
Voidaan silloin kirjoittaa ehdollisen todennikoisyyden ytimen tiheysfunktioiden
avulla
bl de) = o) P(de) = P s — gy (o

Jga 2(2, y) Px (da')

jossa viimeinen yhtilo on ehdollisen tiheysfunktion médiritelmd. Perinteinen Baye-
sin kaava on

Pxy(z,y) _ PX($)pY|X(Z/|$)
py () py ()

pX\Y(xly) =
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10.6.1 Ehdollisen odotusarvon laskenta tuloavaruudessa

Olkoon (€2, F, P) todenndkoisyyskolmikkoja H C F, G C F.
Tuloavaruudessa (2 x 2) varustettuna tulo o-algebralla # ® G maari-

tellddn Dynkinin laajennuslauseen kautta todennédkoisyysmitta P jolla
P(HxG)=PHNG) YVHeH,Geg

Lause 10.6.1. Olkoon X (w,w') € LY(Q x O, H ® G, P).
Silloin

{[ X (@, P(dw x du') = / X (w, w) P(dw) (10.6.2)
OxQ @
Tod. Kun X (w,w’') = 1y(w)lg(w’) jossa H € H ja G € G, vdite seuraa

suoraan P:n maaritelméastd. Olkoon
V = {X(w,w') : rajoitetutja H ® G-mitalliset s.m. joilla (10.6.2) on voimassa }

Selvédsti V' on vektori avaruus, ja monotonisen konvergenssin lauseesta
seuraa ettd 1 on monotoninen luokka. Koska V' sisdltdd satunnaismuut-
tujat 15 (w)1le(w') jossa H € H ja G € G, monotonisen luokan lauseesta
seuraa sisdltdd my0s kaikki rajoitetut # @ G-mitalliset satunnaismuuttujat.

Yleisemmin kun X on ei-rajoitettu ja H ® G-mitallinen voidaan ensin
hajottaa X = (XT — X7) € L'(Q x Q,H ® G, P®?) satunnais-muuttujen
jonolla X,, = (Xt An) — (X~ An),jakidytdd monotonisen konvergenssin

lausetta erikseen positiivisille ja negatiivisille puolille O

Esimerkki 10.6.2. Olkoon &(w), n(w) € R satunnaismuuttujat H = o(§), G =
a(n). Jos X (w,w’) > 00on o(§) ® o(n)-mitallinen, on olemassa Borel-mitallinen
kuvaus f : (R x R) — R* jolla X (w,w’) = f(&(w),n(w")). Silloin

/Q F(&w), (@) Pldw) = [ F(E(w),n(w)P(dw, du’)

QxN

Oletamme nyt ettd o-algebrat H ja G ovat P-riippumattomia eli

P(HNG)=PH)P(G)kun H e HjaG e g
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SilloinP =P ® P = P*?eli
P(H x G) = P(HNG) = P(H)P(G) YHeMN,GeG
Téastd esityksestd seuraa suoraanetti kun G € G, X (w,w) = f({(w),n(w)),

Ep(X1g) = /X w,w)lg(w ff X (w, ) 1g(w)P®*(dw, dw')
QxQ

-/ X(w,w’>P<dw>}1G<w'>P<dw'>

ehdollisen odotusarvon maaritelmasta seuraa
p(X|G)(w / X (w,w")P(dw)

joka vastaa kaavan (10.5.1)

Yleisemmin, kun c-algebrat H ja G eivit ole riippumattomia P-mitan
suhteen, oletamme ettd P < P®? tulo o-algebrassa (H ® G), eli P(C) = 0
kun C € (H® G) ja P**(C) = 0.

Seuraa Radon-Nikodymin lauseesta ettd on olemassa (H®G)-mitallinen

Radon-Nikodymin derivaatta

dP

0 S Z(w,w’) = W

(w,w) € L'(Qx QH®G, P
jolla mitan vaihdon kaava on voimassa kaikille X € L'(Q x Q,H ® G,P)

/waPdw ijww)IP(dwdw ijww)Z(ww)P‘m(dwdw):
QxQ QxQ

/Q (/Q X(w,w")Z(w, w’)P(dw)) P(dw)

Kun G € G saadaan

Jf Xt Me@Pdan ) = [ ( [ X 2000)P(0) 16 P(1) =
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jossa
Y (W) = / X (w, ') Z(w, ) P(d)
Q

on G-mitallinen,

= ff Z(w, )Y (W)1a(w)PP*(dw x du') jj Y(w P(dw, dw")
QxQ QxQ
_ /Q Y () 1a(') P(dw)

Kolmogorovin ehdollisen odotusarvon maaritelmdstd seuraa Y (w') = Ep(X|G)(w').

Huomataan myos ettd
K(w,duf) := Z(w,w') P(dw')
on ehdollisen todenndkoisyyden ydin: VA € H, kuvaus
w s K(w, A) = /AZ(w,w’)P(dw’)

on G-mitallinen, ja s{ Z(w,w")P(dw) = 1 koska

PQxG) = PQNG)=P(G)=PQ)PG)=P*?*0xG) YGeg

<~ P(G) = /Q</Q Z(w,w’)P(dw)) lo(W')P(dw') VG e g
Samoin, gj; Z(w,w)P(dw') = 1

Huomautus 10.6.2. Tissi kappaleessa yleistettiin lause|10.5.1|ja esimerkki|10.6.1
tilanteeseen jossa H ja G ovat yleisii ali-o-algebrat eiki vilttamitti satunnaisvek-

toreiden virittimii.

10.7 Ehdollistaminen nollamittaisiin tapahtumiin:

varoitus

Olkoon X (w), Y (w) riippumattomia standardi gaussisia satunnaismuuttu-

jia,
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Ep(X) = EP(Y) = 0, EP(XQ) = EP(Y2) = 1. Olkoon

W(w) = (X(w) =Y (w)), Z(w)=1(Y(w)#0) ﬂ

Y(w)
Olkoon N = {w: Y(w) =0}.
Selvasti P(N) = 0ja
N {w: X(w) =Y(w)} = N N{w: W(w) =0} = N°N{w: Z(w) = 1}
Olkoon f : R — R rajoitettu Borel mitallinen kuvaus.

H f(x)oo(x — y)px (z)py (y)dxdy

) B XNX = YY) = e

RxR
i) E(OOW =0) = [ f@pxw(a0)ds
R
i) Ep(f01Z=1) = [ f@pxaelns
R
eivat ole valttamatta samasuuruisia, vaikka

{w: X(w)=Yw)} N{w:Y(w) #0} ={w: W(w) =0} N{w:Y(w) #0}
={w: Z(w) =1} N{w : Y(w) # 0}.

Naytamme ettd i) = ii) # dii).

i) Perustuu tulkintaan
Bp(f(OI{X = V) = lim Bp (F0){ X - V] < ¢})

z+e

— lim Ep(f(X)1{|X Y| <e}) . [{ (fx—a pY(?/)dy)f(x)pX@)dx
T+ (

=10 P(|X -Y]|<e) =10 %(fz;py y)dy)PX(m)dm

f11m< - ffjgng(y)d?J)f(x)pX(x)dx

el0

fhm( Y [ by )y ) p () e

el0

[ f@)py(@)px(x)dz  [[ f(x)do(x — y)px()py (y)dady

R _ RxR

H{ py(@)px(x)de — [[ do(x — y)px (x)py (y)dzdy

RxR
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Téssé 6y on Diracin delta distribuutio jolla on ominaisuus

/R 9(2)do(x)dz = g(0) = / 9(x) F(dx)

kaikille jatkuville funktioille g, ja F(x) = 1(z > 0). Diracin ¢ on porras-

funktion F':n derivaatta distribution mielessa.

Lasketaan:
i) Jer f(@)d0(z — y)px (2)py (y)dzdy _ fR py (z)dz fR f(x)e_“’2dx _
foR do(z — y)px(z)py (y)dzdy prX T)py (x)d:z: fR e~ dx

= /R flx)e™ dx

i1) Bayesin kaavasta
PX(JU)PW|X(33,1U) _ pX(x)pW\X<x>w) _
pw (w) pw (w)

S exn(-ge) = el 5w - o) (S exp(-ut) )

koska pwx (w|r) = py(w—x)ja W on gaussinenja E(W) = E(X)-E(Y) =
0, E(W?) = B(X?) + E(Y?), siis

pxw (@, w) =

(w— )’

i) = (-5

joka on gaussisen jakauman N (z, 1) tiheysfunktio.

Téastd seuraa

/f x)pxw (z|0)dx \/_/f e dx

joka tdsmaad i) arvon kanssa.
Kuitenkin
7\ ]

pZIX(Z|$) :pY(f/Z)‘%‘ = \/%exp(—Q_ZQ) iad}
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muuttujan vaihdolla z = z/y , ja

1 x2 B
pa(z) = / pax(ele)px (€)de = — / elexp(—Z (1 + 22))de
R 2221 Jg 2
1 1 r Lo T
- 2227T2/0 riPep(—5 (1427 5 —dr
1 1 2 1

= /Oooexp(—g(l—i—z_Z))dr— —

2227 221 (14+272) (14227

muuttujan vaihdolla r = z?. Tdman jakauman nimi on Student-t vapausas-
teella 1.

Tastd seuraa Bayesin kaavalla

2 T
px (T)pzx(x]2) \/Lz?eXp(_ﬁ/Q) \/LQ?GXP(_;?) |z_2|

pX|Z<x’Z) = pZ(Z) = (1 + 22)—177—1
— A+ 29| +22 )Iz] exp(—%(l +27%))

Kun z = 1 saadaan px z(z|1) = |z|exp(—2?) ja

Ep(f(X)|Z=1) = / F (@)l ) de = / F(@)le] exp(—a?)de

joka on eri kuin integraalien i) ii) arvo.

Nolla-mittaisilla tapahtumilla voi olla eri esityksid eri satunnaismuut-
tujen avulla, ja vastaavien ehdollisten odotusarvojen pistettdiset arvot saat-
taavat olla erildisid. Tama ei ole ristiriidassa todennédkoisyysteorian kanssa
koska aina voidaan vaihtaa ehdollisen odotusarvon arvot pistettdin nolla
mittaisissa joukoissa.



Luku 11
Martingaalit

Maiiritelma 11.0.1. Olkoon (2, F) todennikoisyysavaruus, jaT = N,RT, Z, R, Q,Q™, ...
aikaindeksien joukko.
Filtraatio F = (F; : t € T) on o-algebroiden kokoelma, joka on ajan suhteen

ei-viheneuvi:

Mairitelma 11.0.2. Stokastinen prosessi (X;(w) : t € T) on sopiva (tai adap-
toitu) filtration F:n suhteen, kun X(w) on Fi-mitallinen Vt € T.

Mairitelma 11.0.3. Diskreettiajassa, eli kun T C Z, stokastinen prosessi (X¢(w) :
t € T) on ennustettava filtration F:n suhteen, kun X,(w) on F,_,-mitallinen
VteT.

Mairitelmad 11.0.4. Sanotaan etti stokastinen prosessi X = (X; : t € T) on
(ali,yli)-martingaali filtraation F:n suhteen kun

1. (X:) on F-sopiva
2. X, € LNQ, F,,P)Vt €T,

3.
Ep(M,|F,) = M, Vs<t,

vastaavasti < ylimartingaalin tapauksessa ja > alimartingaalin tapaukses-

sa.

149
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Huomataan ettd martingaalin ominaisuus riippuu sekd todenndkoi-
syysmitasta ettd filtraatiosta. Ylimartingaali on ajan-suhteen “keskimaa-
rin” ei-kasvava, alimartingaali on “keskiméaarin” ei-vdhenevé, martingaa-

li on sekd ylimartingaali ettd alimartingaali.

Lemma 11.0.1. Diskreetti ajassa (T C Z), mdiritelmdssi|11.0.4|ominaisuus (3)
seuraa kaikille s < t kun

Ep(M|Fi—1) = Myy ¥Vt
Tod. Induktiolla, kun ¢t = s,
EP(Mt’JT-.s) = EP(MS|‘FS) = Ms

Muuten voidaan kdyttdd induktiota r = (¢ — s):n suhteen, olettamalla ettd
lemma on voimassa kaikille arvoille ¢, s joilla (t —s) < r, kun (t —s) = r

seuraa

Ep(M|Fs) = Ep(Ep(M;| Foi1)|Fs)
= EP(MS+1|‘FS) = M,

Samoin voidaan tarkistaa myos ali- ja yli- martingaalin epayhtaloita.

Esimerkki 11.0.1. Olkoon (X, : t € N) C L' (P) riippumattomien satunnais-
muuttujen jono jolla E(X;) = pu € R, ja olkoon F; = FX = 0(X1, Xo, ..., X))

St = (Xu + - + Xy) on F-alimartingaali kun v > 0, ja F-ylimartingaali
kun 1 > 0, ja F-martingaali kun p = 0.

Esimerkki 11.0.2. Olkoon (X, : t € N) riippumattomien satunnaismuuttu-
jen jono jolla Xy(w) > 0 P-m.v. ja E(X;) = p € [0,400), ja olkoon F; =
(X1, Xo, ..., X))

Silloin tuloprosessi M, = (X1 X5 ... X;) on F-alimartingaali kun o > 1, ja
F-ylimartingaali kun p < 1, ja F-martingaali kun p = 1.

Esimerkki 11.0.3. Olkoon X;(w) € R? t € N, diskreetti aikainen Markovin
ketju alkujakaumalla 7(dx) ja siirtymiytimelld K (z, dy).
Olkoon F; = FX = 0(Xo, X1,..., Xs).
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Mritellddn operaattori

(Kf)(x) = y Ky, dr) = E.(f(X1)) = Ep(f(Xy)| Xi1 = )

Osoita etti .

M(f) =D (f(X) = (K f) (X))

s=1
on F-martingaali kun f(x) on rajoitettu ja Borel mitallinen.

Teleskoppisen summan esityksestd,

F(X) = f(Xo) + D _(F(Xy) = f(Xem) =

f(X0> + Z(f(Xs) - Kf(Xs—l) + Z((Kf)(Xs—l) - f(Xs—l))

= f(Xo) + Me(f) + A:(f)
saadaan Doobin hajotelma jossa A(f) on ennustettava prosessi

Lause 11.0.1. Olkoon (X;) martingaali ja (Y;) ennustettava prosessi filtraation
(F: : t € N) suhteen.

Miritellddn martingaalimuunnos tai aika-diskreetti stokastinen integraali

t t
My=) Yi(X,=Xo) =) VAKX,
s=1 s=1

Kun E(|Y;AM;|) < oo Vs € N, (M) on martingaali.

Tod. Médritelméstd seuraa ettd M, on F-sopiva ja integroituvuus ehto
seuraa kolmio epdyhtalosta. Tarkistamme ettd martingaali-ominaisuus on

voimassa:
Ep(My—M;_1|Fi—1) = Ep(Ya( Xy — Xoo1) | Fior) = ViEp(Xe — X1 Fim1) =0

jossa kdytettiin integrandin (Y} ):n F-ennustettavuutta.

Integroituuvus voidaan tarkistdd Holderin epayhtilolla
E(‘Y:sAMSD S” Y; HLp H AMS HLq

kun p, ¢ € [1, +00] ovat konjugaatti-eksponentteja joilla p~! + ¢~ = 1.
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Vedonlyonti-tulkinta Oletamme ettd hetkelld (¢ — 1) on mahdollisuus
ostaa tai myyda arpajaisia hinnalla X;_;. Hetkelld ¢ arpajaisen arvo on X,
satunnaisvoittolla AX; = (X;—X;_;) (negatiivinen voitto tulkitaan on tap-
pioksi). Tdssd Y;(w) on vedonlyonti strategia, ennustettava siind mielessa
ettd on F;_;-mitallinen kun AX, on F;-mitallinen, siis kun lyoddan vetoa

ei tiedetd mitd tapahtuu seuraavaksi. M, on pelajan pddoma ja
t
My, — My =) Y.AX,
s=1

on pelajan voitto. Reilussa pelissa £p(AX;|F;_1) = 0ja arpajaisen arvopro-
sessi on martingaali. Lause[I1.0.Tkertoo ettd niin kauan kun integroituvuus-
ehdot ovat voimassa ja pelistrategia on ennustettava, pelajan voitto-prosessi
on martingaali. Kun X; on ylimartingaali (kuten roulette-pelissd), ja en-
nustettava pelistrategia on rajoitettu ja ei-negatiivinen, voittoprosessi on

edelleen ylimartingaali.

Madritelma 11.0.5. Satunnais-hetki 7(w) € T = N on (F;)-pysihdyshetki kun
{w:it(w)<tyeF VteN

Jokaisella ajanhetkelld ¢t € N, o-algebran F; sisdltiman informaation
perusteella voidaan paattdd onko 7(w) tapahtunut jo, vai se tapahtuu vasta
tulevaisuudessa.

Satunnais hetki 7(w) on pysdhdyshetki jos ja vain jos laskuri prosessi
Ni(w) = 1(7(w) < t) on (F;)-sopiva.

Tehtava 11.0.1. Jos 7(w) ja o(w) ovat (F;)-pysiahdyshetkid, siitid seuraa ettd nii-
den minimi 7(w) A o(w) ja maksimi T(w) V o(w) ovat myds (F;)-pysihdyshetkid,



Luku 12

Martingaalien konvergenssi

12.1 Doobin Martingaali-konvergenssi lause

Martingaali (M; : ¢t € N) joka on rajoitettu L'(P) normissa, suppenee P-
melkein varmasti kunt — +o0.

Teoreema 12.1.1. (Doob) Olkoon (X, : t € N) ylimartingaali jolla sup Ep(X; ) <
teN

oo, ((tissd x~ = max(—=z,0)). Silloin

sup Ep(|Xy]) < 00
teN

tllglo Xi(w) = Xo(w) P-mo.

jossa X (w) € LY(Q)

Huomautus : vaikka X (w) € L'(P), kun (X, : t € N) ei ole rajoitettu
L*(P) normissa, L' (P)-konvergenssi ei vilttaméttd pade.
Tod. Koska X; on ylimartingaali, V¢ € N

BE(X{") < E(Xo) + E(X;)

joten
sup B(X;") < E(Xo) + sup E(X;)
t t

jossa E(]Xo|) < oo, siksi (X;);en on rajoitettu L'(P) avaruudessa.

153
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Olkoon a < b, ja médritellan pysdhdyshetkien jono

oo(w) =inf{s € N: X,(w) < a}
(ensimmadinen a tason alituksen hetki)

7i(w) = inf{s > 0;(w) : X,(w) > b},
oi(w) =inf{s > 71 (w) : X,(w) <a}, i >1

joilla 0 < 0; < 73 < 0341 < ... Namd ovat pysdhdyshetkid, koska V¢ € N

tapahtumat

{w:oiw) <t} ja A{w:mw) <t}
riippuvat ainoastaan prosessin polusta (X;(w), . .., X;(w)), ja siksi ovat F-
mitallisia.

Maéritellddn sijoitusstrategia

C( ) 1 te (O’i,’fi] ]oﬂlekmz eN
UJ fr—y
t 0 t€(7i,0i41]

Koska 7; ja 0; ovat pysdhdyshetkid, kaikille t € N

G=1=lte.n}=J{o<t-1}n{n<(t-1}ecF
ieN ieN
Koska C;(w) € {0,1} on ei-negatiivinen ja rajoitettu ennustettava pro-

sessi, seuraa ettd martingaali muunnos

t
Yi(w) =) Cu(w)AX,
s=1
on my6s ylimartingaali, erityisesti £(Y;) < E(Y;) = 0. Olkoon

“"montako kertaa aikavilissa [0, ], prosessi X on ylittanyt b-tasoa

aloittamalla a-tason alapuolelta” .
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Ennustettavalla sijoitustrategialla C;, jokaisesta tason [a, b] vélin ylitykses-
ta alhaalta ylospain kertyy sijoittajalle vahintaan (b—a) > 0 verran voittoa,
ja viimeisen ylityksen jdlkeen on kertynyt korkeintaan (X; — a)~ tappiota.
Koska

Yi 2 (b= a)Upay([0.1]) = (Xi —a)”
ja koska E(Y;) < E(Yy) = 0, seuraa Doobin ylitysten-epiyhtilo (upcrossing-
inequality)

Ep(Unau([0,1))) < ﬁEP((Xt —a)”)

Koska Uy, ([0, t]) on ei-vdhenevé, Vw on olemassa

Ula ([0, 00), w) == tliglo Ulay([0,t]) € NU {400}
(X¢ —a)” = max(a — X;,0) < |a| + X,

seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta

EP(U[a,b]<[0> OO))) = tliglo EP(U[a,b}([OatD) < (b i a) (‘a|+st1€1£ EP(Xt_)> <00

Erityisesti Uy, ([0, 00),w) < oo P-melkein varmasti.
Olkoon

N={w: li{gglet(w) < lim sup X;(w) }

t—o00

= U {w: li%niant(w) <a<b<limsup X;(w)}
—00

a<beQ t=ro0

= U {Un(l0,50),w) = o0}

a<beQ

on P-nolla tapahtumien numeroituva yhdiste, joten P(N) = 0.

Tama tarkoittaa ettd P-melkein varmasti (X;(w))en suppenee kohti
raja-arvoa X (w) := limsup, , Xi(w), Vw € Q.

A priori X (w) € [—00, 00|, mutta Fatoun lemmasta seuraa

E(|Xs|) = E(limtinf | X¢|) < limtinfE(|Xt|) <sup E(|Xy]) < oo,
¢

siksi | X (w)| < 0o P-melkein varmasti 0.
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Seuraus 12.1.1. Olkoon (X, : t € N) alimartingaali jolla Ep(X;") < co. Silloin,
P-melkein varmasti 31im;_,., X;(w) = X (w) € L(P).

Tod. Doobin konvergenssi lause soveltuu ylimartingaalille (—X).

Seuraus 12.1.2. Kun X, on ei-negatiivinen ylimartingaali, on olemassa P-melkein

varmasti raja-arvo X (w) = tlim Xi(w) > 0jolla Ep(Xw|Ft)(w) < Xi(w)
— 00

Vit < oo.

Tod. Doobin martingaalikonvergenssilause soveltuu koska X, (w) = 0.

Fatou lemmasta ehdolliselle odotusarvolle

<liminf Ep(X,|F) < X;

(X;) on ylimartingaali laajennetulla indeksijoukolla NU {+0c0} O

12.1.1 Tasaisesti integroituvat martingaaalit

Lause 12.1.1. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) € L*(Q, F, P). Kokoelma
{Ep(X|G)(w) : G C F ali o-algebra }
on tasaisesti integroituva.

Tod. Koska { X} Ce L'(P) on tasaisesti integroituva, Ve > 03§ > 0
jolla Ep(|X|14) < e kun P(A) < 6.
Olkoon Y (w) = Ep(X|G)(w), seuraa ettd Ep(|Y|) < Ep(|X]|) < 00

KP(|Y|> K) < Ep(|Y]) < Ep(|X])
josta seuraa P(|Y| > K) < dkun K > Ep(|X])0}, ja

e > Ep(IX[1(]Y| > K)) = Ep(Ep(|X||G)1(]Y] > K))
> Ep([Y[L([Y] > K))

on voimassa samaan aikaan kaikille ali o-algebroille G C F.
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Seuraus 12.1.3. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) € L'(Q, F, P), jaF = (F; :
t € T) filtraatio. Silloin

My(w) = Ep(X|F)(w) teT

on tasaisesti integroituva martingaali.

Teoreema 12.1.2.  ® F-martingaali (M, : t € N) on tasaisesti integroituva
jos ja vain jos on olemassa satunnaismuuttuja M, (w) € L' (Q, Foo, P)
jossa Foo = \/,en Ft Ja
M(w) — My (w) P-melkein varmasti ja L'(P) mielessii.

* Kun F-martingaali (M, : t € N) on ei-negatiivinen, erityisesti se on
ei-negatiivinen ylimartingaali, seuraa laueseesta (12.1.2| ettid on olemassa

My (w) € LY(P)jolla My(w) — My (w) P-melkein varmastija Ep(Mu| F;)(w) <

Silloin (M, : t € N) on tasaisesti integroituva ja M;(w) = Ep(Moo| Ft)(w)
jos ja vain jos Ep(My) = Ep(My,).

Tod. Koska (M, : t € N) on rajoitettu L'(P):ssa koska on tasaisesti
integroituva ja

sup Ep(|M|) < K+su£Ep(\Xt|1(\Xt| > K)) < oc.
t te
Doobin martingaali konvergenssi lause soveltuu

lim My(w) = My(w) P-m.v.

t—00
jossa maédritellddn Vw
My (w) = liminf M;(w)
t—o00
1 . . . o L'(P)
L'(P) konvergenssin karakterisaatiosta seuraa etta M, — " M.

Olkoon A € F;, koska (M;(w)14(w) : t € N) on tasaisesti integroituva,
seuraa kun Vu >t

Ep(Mt]_A) = EP(Mu]-A) — Ep(MOO]_A) kun u T x VAe€ JT';g
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joka tarkoittaa Ep(Myo|Ft)(w) = My(w).

Kun (M;) on ei-negatiivinen martingaali, seuraa etta
My — Ep(Meo|Fi) 2 0
jos
0= Ep(M;) — Ep(My) = Ep(M, — Ep(M|F))
seuraa etta
My = Ep(Mx|F3)

ja se on tasaisesti integroituva.
Huomautus (1, : t € N) on tasaisesti integroituva martingaali, jos ja

vain jos (M;) on martingaali laajennetussa aikaindeksijoukolla N U {+o0}.

Esimerkki 12.1.1. Olkoon X(w) > 0 ja P-riippumattomia, joilla Ep(X;) = 1
vVt € N. Silloin My(w) = X;(w)X2(w) ... X (w) on F-martingaali jossa F;, =
o(Xy,..., Xy).

Koska M, on ei-negatiivinen ylimartingaali, seuraa etti P-melkein varmasti
limy oo My(w) = Moo(w) € L'(p), ja My(w) > Ep(Moo|F)(w).

Jos (M, : t € N) on tasaisesti integroituva, seuraa My(w) = Ep(Moo|Ft)(w).

12.1.2 Martingaalin takaperdinen konvergenssi

Olkoon (F; : t € —N) filtraatio. Kun —oco < s <t <0
FOR2F2Fw=)F
te—N
jossa F_., on hiinti o-algebra .
Teoreema 12.1.3. (Doobin martingaalin takaperiinen konvergenssilause) Ol-

koon (X, : t € —N) ylimartingaali filtraatiossa (F; : t € —N).
Tarkastellaan miti tapahtuu kun t | (—oo) ja informaatio pienenee.
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1. P-melkein varmasti on olemassa raja-arvo

X o(w)= lim X;(w) € [—o0,0)

t——o0

2. Kun

sup E(X,;") < 400
£<0

seuraa etti X . (w) € L'(P).

3. Kun (X, : t € —N) on martingaali, koska X; = Ep(X,|F:) Vt € —Nse on
on tasaisesti integroituva ja

Xoso(w) = E(Xo| F_oo)(w)

eli martingaalin ominaisuus on voimassa lajennetussa aika-indeksi joukos-

sa{—oo}UZ, ja lthm X = X_o myds L' (P) konvergenssin mielessii.
——00

Tod. Olkoon U, ([t, 0]) prosessin (X¢):n (a, b)-ylitysten maara aikava-
lissd [t,0],jossaa < be R, t € —N.
Olkoon Ci(w) € {0,1} sama ennustettava pelistrategia kuten Doobin

etuperdisessa martingaalikonvergenssilauseessa, ja
u
Y, - Y, = Z CAX, t<u<0
r=t+1

on ylimartingaali aikaparemetrillaw € {¢t,t+1,...,0}. Kunt <u =0
Yo(w) = Yi(w) = Ut (1t.0, ) — (Yo(w) — @)~

E(Yy —Y;) < 0koska (Y;) on alimartingaali, josta seuraa

Ep((Xo —a)”) < (la| + Ep(]Xo)

EP<U[a,b}([t7 0])) < (b _ CL) — (b — CL)

ja kuten etuperdisessa martingaalikonvergenssilauseessa

X wo(w) :=limsup X;(w) = lgm inf X;(w) P-m.v.
——00

t——o00

Kun X, on martingaali, on tasaisesti integroituva ja siitd seuraa kon-

vergenssi L' (P) mielessa.
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Alimartingaalin tapauksessa, koska X; < E(X,|F ;) kunt < 0, seuraa
X" < E(Xo|F )" < E(X{|F4)
ja Fatou lemmasta seuraa

E(|X_ &) < limtinf Ep(X;) + limtinf Ep(X[)
< Ep(|Xo|) + sup Ep(X;")
¢

Olkoon A € F_o, C F; Vt € —N. Koska (X; = Ep(Xo|F;) : t € —N)
on tasaisesti integroituva martingaali, L' (P)-konvergenssin karakterisaa-
tion nojalla voidaan ottaa raja-arvoa odotusarvon sisddn kun tarkistamme

ehdollisen odotusarvon maaritelmas, eli
EP(X()]_A) = Ep(thA) — EP(Xoo]-A) VA € F_wo
joka tarkoittaa X o, = Ep(X¢|F-_oo)-

Teoreema 12.1.4. ( Kolmogorovin vahva suurten lukujen laki)
Olkoon (X;(w) : t € N) riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnais-
muuttujia jossa X, € L'(P), ja olkoon

Si(w) = Xa(w) + -+ + Xi(w)
Silloin
lim ¢t 'Sy(w) = Ep(X:)  P-melkein varmasti ja L*(P)m mielessi.

t—o00

Tod.
Olkoon (F_; : t € N) filtraatio jossa kun ¢ < 0

f_t == U(St,St+1, Ce ),
ja martingaali (M_; : t € N) jossa
M,t = Ep(Xl‘JT';t)

Huomataan ettd o-algebran F_;:n sisdltdimd informaatio vihenee kun
t 1 oo.
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Symmetrisyyden nojalla satunnaisparit (S;, X,) ja (S;, X1) ovat samoin
jakautuneita kun 1 < r <t,ja P-riippumattomuusesta seuraa kunt > 0

M_; = EP(Xll}lt) = EP(XﬂSt, St+17 St+27 .- )
= EP(X1|St,Xt+1,Xt+2 .. ) = EP(X1|0'(S7§)) = EP(XAO‘(St)) \Vll S T S t

eli
t
Si=Ep(Xi+ -+ X|o(S)) = Y Ep(X,|0(S))) = tEp(Xi|o(S-))
r=1
jaM_(w) = Si(w)/t kunt > 0. Doobin takaperdisestd martingaali-konvergenssi
lausesta seuraa P-melkein varmasti ja L'(P) mielessd on olemassa rajaar-
VO

M_oo(w) = lim t71Sy(w) = M_o(w) Pm.wv.

t—00

jossa

M_oo(w) :=liminf ¢ 'Sy(w) Vw

t—ro0
Huomataan myos ettd Vw € (), Vn € N

] N 1
lim inf ZSt(w) = h{ggf n ;Xi(w) + lim inf n Z Xi(w)

t—o00 t—00
i=(n+1)
1 t
=0+ h{ggf n Z Xi(w)
i=(n+1)

on 7_, = o(X,, X,41,...)-mitallinen Vn, on mitallinen hédntd o-algebran
T_ suhteen (??), koska (X;)¢ey ovat P-riippumattomia Kolmogorovin 0 —
1 lemmasta seuraa ettd M_ . (w) on P-triviaali:

P(t < M_y) € {0,1} Vtja P(M_» < o0) = 1, siitd seuraa ettd on
olemassa c € Rjolla P(M_o =c¢) = 1.

Siis P-melkein varmasti ja L'(P) mielessi

%St(w) — ¢ = Ep(Xq|F ) (W)
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Ottaamalla odotusarvoa seuraa
¢c=Ep(M_s) = Ep(Ep(X1|F_&)) = Ep(X1).

Huomautus Symmetriasta seuraasi ettd t~'S;(w) = Ep(X1| 0(S;))(w),
ja sen konvergenssi P-melkein varmasti ja L'(P) mielessé seurasi taperéi-
sestd martingaali-konvergenssi lauseesta. Riippumattomuuden tarvittiin

osoittamaan
Ep(X1| 0(S:))(w) = Ep(Xi1|o(St, Sy, Stz - - ))(w)

ja ettd raja-arvo on P-triviaali. Kun luovutaan rippumattomuudesta, raja-
arvo on satunnainen. Siihen pohjautuu De Finettin lause. Bruno De Finetti

(1906-1985) oli italialainen matematiikko, taloustieteilija ja filosofi.

12.2 Vaihdettavuus ja De Finettin lause

Midritelma 12.2.1. Satunnaisjono (X;)ien joka saa arvot todennikdisyysava-
ruudessa (S,S) on direttomiin vaihdettavissa (engl. infinitely exchangeable)
kun¥n, t1,...,t, € Njaindeksien {1,... ,n} permutaatio 7, satunnaisvektorit
(Xiws s Xa) ja (X5 - - o5 Xoy,)) OvAL samoin jakautuneita P mitan suhteen.

Huomataan ettd kun jono (X;);en saa arvot R:ssa, kuuten riippumatto-

mien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujen tapauksessa
M_i(w) =t1S(w) := B(X,|T,), teN

on martingaali jolla on martingaali jolla on raja-arvo P-melkein varmasti

ja L*(P):mielessd kun ¢ — oo
M_oo(w) = E(X1[T o) (w)

Héntd o-algebra 7_ ei tarvitse olla triviaali ja M_,,(w) on aidosti satun-

nainen.
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Madritelma 12.2.2. Satunnaismuuttujat (X;(w) : t € N) jotka saavat arvo-
ja todenniikdisyysavaruudessa (S,S) ovat ehdollisesti riippumattomia ja samoin
jakautuneita ehdolla o-algebraa G kun Vn, t,...,t,, A1... A, € S.
P(Xy, € Ay, Xy, € AnlG)(w) = [[ P(X1 € AilG)(w) P mo
i=1
Ottaamalla ehdollisen odotusarvon odotusarvoa, seuraa ettda ehdolli-
sesti riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujat ovat da-

rettomaan vaihdettavissa.

Teoreema 12.2.1. (De Finetti) Olkoon (S, S) Borelin avaruus. Kun satunnaisjo-
no (Xy(w) : t € N) C S on direttomisti vaihdettavissa P:n suhteen toinen impli-
kaatio on myos voimassa, satunnaismuuttujat ovat ehdollisesti riippumattomia ja

samoin jakautuneita ehdolla hinti-o-algebraa T_ . joka tullaan miirittelemdin.

Proof Olkoon

t

py(dryw) =1 Z 1(X;(w) € dx)

i=1
satunnaismuuttujen (X, ..., X;) empiirinen mitta joka virittdd o-algebran
o) =o{m(A): Ae S} CF.
Huomataan ettd o(y;) C o(X3,...,X;), jakun ¢ > 1 se on aidosti pie-
nempi koska empiirinen mitta sisdltdd satunnaismuuttujen arvot mutta
unohtaa niiden jdrjestyksen.

Madritellddan vahenevéa o-algebroiden jono

T = \/ o), T-oo = ﬂ 7_: , on hdnta-o-algebra .

k>t teN

Olkoon k € Nja f(z1,...,xx) : S* — R rajoitettu ja mitallinen funktio.
Kun ¢ > k laskemme symmetrian avulla Ep(f(X, ..., X5)|T-)(w).

Olkoon 1 < k < tja médritellddn satunnaistodenndkoisyysmitta

p e S¥F — 10, 1]
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joka on saannollinen versio satunnaisvektorin (X7, . .., X}) ehdollisesta ja-
kaumasta ehdolla o(y) (joka on olemassa koska (.5,S) on Borelin ava-
ruus).

Symmetriasta seuraa

Ep(f(Xy,..., ))( )
k(fiw) / f () ¥ (da; w) ‘Zf s Xy (W)

:( t' Z f(XZUXlza"' Xlk)

1<iy,...,ip<t erildisid
jossa summa otetaan yli {1, ..., ¢} joukon permutaatioita 7.

Huomataan ettd ;°%(dz;w) on o(u,)-mitallinen, koska rippuu vain ar-
voista {X;(w), ..., X¢(w)} eikd niiden jdrjesyksestd. Huomataan my®ds ettd
u¥(dx) ei ole tulo mitta, koska summassa ei ole toistuvien indeksien ter-
meja.

Huomataan myos ettd kun k£ = 1

A = lA) = 31X € A)

k=1

on otoksen (X;(w), ..., X;(w))mn empiirinen mitta.

Kun k < t vaihdettavuuden nojalla kaikille {1,...,¢} joukon permu-
taatiolle (X1, ..., Xj, 11e) ja (Xrq1), - - -, Xr(r), i4¢) Ovat samoin jakutuneita,
josta seuraa

Ep(F(X1, .. Xilo (1) (@) = Ep(f(Xays - Xl (1))

Kun summataan permutaatioiden 7:n yli ja jaetaan niiden maéaralld saa-
daan

et (frw) = Ep(f(X1,- . Xi)lo () ()

Osoitamme seuraavaksi

Ep(f(X1,..., Xp)|o(T))(w) = Ep(f(Xy, ..o Xi)lo () (w)
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Huomaamme my0s etté

T-o = o (e, pes1, fegos - - ) = 0 (pte, Xoy1, Xego, oo .)

koska empiiriset mitat s, (dz; w) ja pi+1(de; w) madaravat X, (w) yhtdlossa

(e — o)) = (1<Xt+1 € do) - m(dm)

Then from infinite exchangeability it follows that in law, for m € N
(X1, Xoy oo, X, X1, Xogos o - X))
(Xﬂ(l)a Xﬂ(2)a s 7X7r(n)a Xn—i—la XTL+27 s Xn+m)

for any permutation 7 of {1,...,n}.

£

Esimerkki 12.2.1. (Xy,...,X,) ja (X,41, Xnto, ... ) ovat ehdollisesti riippu-
mattomia ehdolla o (),

R. Huomataan ensin etti satunnaismuuttuja W(w) on o(u,,) mitaalinen jos
ja vain jos W(w) = g(X1,...,X,) jossa g on mitallinen ja symmetrinen, eli

9(x1,. . 2m) = 9(Tr1), - -, Tam)) V7 permutaatiolle .

Oletaamme myos etti g on rajoitettu.

Olkoon myds Y (w) rajoitettu ja o(X,41, Xnto, . . . )-mitallinen, ja f(z1, ..., x,)
rajoitettu S®™ mitallinen, (ei vilttamittd symmetrinen) Jonon ddrettomiisti vaih-

dettavuudesta seuraa Vn € N ja kaikille {1, ..., n} indeksien permutaatioille =,

jonot
L

(X1, Xo, .o X, Xog1, X1, -+ ) = (Xr)s Xr@)s - - Xorn)s X1 Xt 1, - -+ )
ovat samoin jakautuneita P-mitan suhteen
Ep(Y W f(X1,..., X.)Ep(Y g(X1,.... X)) f(X1,.... X))
= Ep(Y 9(Xrq), s Xam) [(Xrqr), -+, Xam)))
( koska jono on vaihdettavissa )
=Ep(Y 9(Xq,..., X)) f(Xrq), - Xaw)) = Ep(Y W f(Xrq), - Xam)))

( koska g on symmetrinen )

1 1
= > Ep (YWf(Xm), s X)) = Ep (YWH > (X, ,Xﬂ(n)))

= EP(Y w M%n(f))
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Ehdollinen odotusarvon miidritelmisti seuraa etti

Ep(f(X1s - Xa)|o(pn; Xngr, Xz, - )) (w) = i (frw) = Bp(f(Xy, - Xa)|o(pn)) (@)

eli (X1,...,X,) ja (Xpi1, Xogo, ... ) ovat ehdollisesti P-rippumattomia ehdolla
o (n)-

Toisin sanoen, T_,, ei sisilli informatioota jono ensimmidiisten n-arvojen jirje-
syksesti.

Koska M™ (f) :== p*(f) on martingaali filtratiossa (7_; : t € N),
Doobin takaperdisestd martingaalikonvergenssi lauseesta seuraa ettd kun
t — 00, on olemassa rajaarvo M™.(f) P-melkein varmasti ja L'(P):ssa.

Koska (X, ..., X)) saa arvot Borel avaruudessa, ehdollisella todenna-

koisyydella
P((X1,..., Xp) € AIT o)(w), AeS®

on saannallinen versio,
eli 7_ -mitallinen todennékoisyysydin p2¥ (dz;w) on (51 x - - - x Sy jolla
P-melkein varmasti kaikille rajoitetuille ja mitalliseille funktioille

M) (fiw) = Bp(f(X1, ..., Xe)|o(Too0)) ()
= / fl@r,. o) pd(dey, . doy w)
S1 Sk

.....

Kun k = 1 merkitddn p., = u2, jossa

o1
lim -
t—o0 t

Zf(Xz(w)) :/f(x),uoo<dl',w> P-m.v.

Esimerkki 12.2.2. Koska (S, S) on Borelin avaruus, on olemassa mitallinen ini-
jektio f : (S, 8) — ([0,1], B([0, 1])) jolla on mitallinen kidnteiskuvaus f~*. Tis-
td seuraa etti kun A C S, A € S jos ja vain jos f(A) on Borelin joukko. Koska

a{(a,b] :0<a<b<l1,abe Q} = B([0,1])
seuraa ettii myos S on numeroituvasti generoitu, koska

S=c{f(a,b]Nf(5):0<a<b<1,a,beQ} =c{A((): ¢ cN}
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A priori tiedetiin etti YA € S, IN, C Q jolla P(N4) =0 ja
p(A;w) = peo(A;w)  Yw & Ny

Koska P(N') = 0 jossa N' = |J Na), seuraa etti

leN

(A w) = poo(Agw) VIEN Vw g N
jakoska oc{ A, : ¢ € N} = S seuraaetti VA € S

(A w) = o (A;w) VAES Yw g N (12.2.1)
Samoin loytyy nolla mittainen joukko N' C Q jolla Vk € N, ¥{ 4;} C 8

PEF(AL X X Apyw) = (A X - X Apw) Yw @ N (12.2.2)

o0

P-melkein varmasti dérellisulotteisten jakaumien kokoelma

{uglg(d:cl, codrgw) k€ N}

on yhteensopiva (tarkista!), ja Kolmogorovin laajennuslauseesta seu-
raa ettd on olemssa satunnaismitta v.,( - ;w) jonojen (z;, : k € N) C S
avaruudessajolla Vk, A;,..., A, €S

leg(Al % Ak;w) :I/OO({(ZL‘Z ol EN)3171 EAl,...7$k EAk};w)

Naytan ettd P-melkein varmasti v (-; w) on satunnaismitan kopioiden
dareton tulomitta, eli Vk
k
P(X1 € Ar,... X} € AT o) (w) = [[ P(X1 € AilT-o0) (w)
=1
Olkoon ;¥ k-kertainen tulomitta empiirisestd mitasta ;. Kun f(z1, ..., zy)
rajoitettu ja Borel mitallinen,

:u?k<f):t_k Z f(Xu?szk)

1<t1,...,0x <t
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joka sisédltdd myos termeja joissa on toistettuja indekseja. Silloin

(g™ = ™)) = pg®(f) = w™(f) =
I
M?k(f)<1_m) +t_k Z f(Xu?aXZk)

’ 1<in, i <t: Al£m ij=im

jossa ensimmadisessd osassa on termeja ilman toistettuja indekseja ja toises-
sa osassa kaikissa termeissd viahintddn yksi satunnaismuuttuja on toistet-
tu. Silloin Vk € Nw € (),

1" (frw) — e (frw))
1

k—
< f Moo (1— <t_l)+tk<§)tkl) - 0kunt — o
1=0

t

jossa || f |lco= Sup,eg | f(x)|ja arvio ei riipu w:sta
Kaikille A, Ay - -- € S, Vk P-melkein varmasti kun ¢ — oo

pF (AL x Ay X oo X Ay) = i (A x Ag X -+ X Ay)
jakunk =1
w7t (Ai) = pioo(Ad),

kovergenssi seuraa myos tulomitoille

k k

(A x Ay o x Ag) = [T 5" (Ai) = [ poo(Ai) = pSF(Ar x Ag -+ x Ay).
=1 =1

Kolmio epdyhtilosta

1 (F) = 125, (f)]
< () = w OO+ g™ () = 2 (O + () = pSF ()] — 0

P-m.v. kunt — oo, ja

pee(fiw) = p(fiw)  P-as
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kaikille rajoitetuille mitallisille f(z1,..., ). Se tarkoittaa Kolmogorovin
laajennus v, on tulomitta jonojen avaruudessa S". Rajoitetuille mitalli-

selle funktiolle g1, ...,gx : S = R

Er(on () X0IT)@) = T [ ot}
Ottaamalla odotusarvoa seuraa

Ep(g1(X1) ... gx(Xk))

= Ep (/Sgi(fc)uoo(dr > = /M(S){H/gz } (dps)

jossa () on satunnaismitan /.., (dz; w) jakauman avaruudessa
M(S) = { todenniksisyys mittoja v : S — [0,1] }

Toisin sanoen, permutaatio-symmetrinen (eli ddrettomaésti vaihdetta-
vissa) satunnaismuuttujen jono joka saa arvot Borelin avaruudessa, on

riippumattomien ja samoin jakautuneiden jonojen sekoitus O

Esimerkki 12.2.3. De Finetti todisti ensin lauseensa yksinkertaisimmissa ta-
pauksessa, binaarijonoille, jossa S = {0, 1}. Silloin M(S) = [0, 1].

Olkoon Si(w) = (X1(w) + - - - + Xi(w)).

Jos kolikkoheittojenjono on ddrettomiisti vaihdettavissa P-mitan suhteen, raja-

arvo J(w) = tlim t715,(w) € [0,1] on olemassa P-melkein varmasti ja L*(P):ssa
—00

Olkoon Q(df) = P({w : ¥(w) € db}). Kun ehdollistetaan o-algebraan o(V),
kolikonheitot ovat ehdollisesti riippumattomia ja Bernoulli jakautuneita, samal-
la satunnais-todenndikoisyysparametrilla 9(w) € |0, 1]. Raja-arvon todennikdi-
syysmitta Q)(df) tulkitaan prioritodennikoisyydeksi parametrille . Silloin Yk,
(zi)ien € {0,1},

k

P(Xi=a1,..., X =13) = /;{H P(X) = z;]9 = 9)}Q(d9)

i=1

/ 65+(1 — 0)==SDQ(d)
({w lim #7 'Sy(w) € B}), BeB([0,1])
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De Finettin lause on avain Bayeslaiseen piittelyyn.



Luku 13
Radon-Nikodymin lause

Madiritelma 13.0.1. Olkoon p ja v positiiivisia mittoja todennitkdisyysavaruu-
dessa (2, F), ja G C F ali o-algebra
v on absoluttisesti jatkuva p:n suhteen ali o-algebrassa G, kun

Aeg, n(A)=0=rv(A) =0

o . g
Silloin merkitiin v < pu.
Kun pp < v jav < pmitat ovat equivalentteja, niillid on samat nolla-mittaiset

joukot, ja merkitidn p ~ v.

Lemma 13.0.1. Olkoon @Q < P todennikdisyysmittoja avaruudessa (§2, F).
Ve > 0 on olemassa 6 > 0 jolla

AeF, PA)<d=Q(A) <¢

Tod. Muuten on olemassa ¢ > 0 ja jono (4, : n € N) C F jolla
P(A,) <27"jaQ(A,) > ¢ > 0 Borel Cantelli lemmasta P(limsup A4,) = 0.

Kadnteisestd Fatou lemmasta seuraa
Q(limsup A,) > limsup Q(A,) > >0
joka on ristiriidassa oletuksen () < P kanssa O

Teoreema 13.0.1. (Radon-Nikodym) Olkoon p ja v o-iirellisia positiivisia mit-

].'
toja todennikoisyysavaruudessa (2, F). Kun v < i, on olemassa F-mitallinen

171
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kuvaus 7 : (2, F) — (R, B(R™)), jolla piitee mitan vaihto kaava

V(A) = /Q Z(@)1a(w)p(dw) VA€ F

Tod Koska 1 ja v are o-dérellisid, on olemassa numeroituva mitallinen
ositus 0 = (J, oy 2 jolla p(€2,) < oo and v(€,) < oo ¥n. Kun otamme
P, (dw) = p(dw)/u(2y,) ja Qn(dw) = v(dw)/v(§2,) jokaiselle 2, huomaam-
me ettd lause seuraa yleisesti kun se todistetaan todenndkoisyysmitoille
Q< P.

Oletamme ensin ettd o-algebra F on numeroituvasti viritettdvassa tai
separoituva , eli F = o(F,, : n € N)jossa {F,}nen C N, esimerkiksi silloin

(€2, F) on Borelin avaruus.

Olkoon filtraatio F = {F,,} jossa F,, = o(F1, ..., F,),ja F =\, cn F-
Kaikille n € N, ottaamalla leikkauksia joukoista Fi, ... F,, 16ytyy {2n
F,-mitallinen ositus {A", ..., A% }jolla F, = o(A™ : k= 1,...,m,).

Maaritellddn F,, mitallinen satunnaismuuttuja
Zn(w) = —r1(we A”)
2 pa) <

jossa 0/0 saa mielivaltainen arvo, esimerkiksi 0.

Koska Q < P, seuraa ettd Q(A™) = 0 kun P(A™) = 0, siksi Z,(w) €
[0, 4+00).

Seuraa madritelmaéstd ettd 7, (w) on F,,-mitallinen, Q(AL”)) = FEp(Z,1 A;ﬁn))
, ke {l,...,m,},jasiksi Eg(X) = Ep(Z,X) kun X on F,-mitallinen sa-
tunnaismuuttuja.

Huomataan myos ettd Z,(w) on P-integroituva (koska saa aédrellisesti
monta arvoa) Fp(Z,) = Q(Q2) = 1.

Naytamme ettd satunnaisjono (Z,,(w))nen on (P, {F,})-martingaali.

Olkoon A} = UJI, AZ_“ joillekin m, f, ..., .

m

Ep(Znlar) = Q(Ay) = ZQ(AZ.Jrl) = Z EP(Zn+11A;+1) = Ep(Zny1lap)

j=1 7j=1
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josta seuraa
Ep(Z,14) = Q(A) = Ep(Zp111a) VA€ F,
ja martingaali ominaisuus seuraa ehdollisen odotusarvon méaaritelmasta
Bp(Zuia| F) (@) = Za(w).
Madritellan kaikille w € 2

Zoo(w) := limsup Z,(w) .

n—oo

Koska (Z,(w)) > 0 Doobin etuperdinen martingaalikonvergenssi lausees-
ta seuraa ettd P melkein varmasti

Zoo(w) = lim Z,(w)

jolla Zo, € LY(Q, F, P)ja Ep(Zs) < Ep(Zy) = 1.
Osoitan ettd Q(A,) = Ep(Zx1a4,) Vn, A, € F,,jakoska ndma virittavat
F o-algebran, seuraa Q(A) = Ep(Z14) VA € F.
Koska Q(A,,) = Ep(Z,,A,) kun m > n, yhtdlo
Ep(ZyA,) = lim Ep(Z,14,) = Q(A,)

m—0o0

seuraa L' konvergenssin karakterisaatiosta kun osoitamme ettd P-martingaali
(Z,) on P-tasaisesti integroituva.

Koska ) < P, lemman13.0.1|nojalla kaikille £ > 0 on olemassa ¢ > 0
jollakun A € Fja P(A) <  seuraa Q(A) < e.

Chebychevin epadyhtalosta

P(Z,>K)< K 'Ep(Z,)=K' V¥n
Kun valitaan K > 67!, koska {w : Z,,(w) > K} € F,, mitanvaihto kaavasta
sup Ep(Z,1(Z, > K)) =supQ(Z, > K) < ¢
joka tarkoittaa tasaista integroituvuutta:

lim sup Ep(Z,1(Z, > K)) =0

K—oco
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Siis lause on todistettu silloin kun o-algebra F on separoituva.
Yleisemmin joudumme kdyttdmaan yleistettyjen jonojen konvergens-
sia.

Muistetaan méadritelmd topologian kurssista:

Miiritelma 13.0.2. Topologisessa avaruudessa (E, T") verkko (engl. net) on yleis-
tetty jono (z, : o € I) jossa indeksi joukko (I, <) on suunnattu, eli osittain jir-
jestetty joukko jolla kaikille o, B € Z on olemassa (o V [3) € I jolla

aVi>a, aVB>p, y>ajaa>pf=y>aV}
o — x € E kun kaikille avoimille U > x , 3o jolla x,, € U Voo > a.

(G, €) on suunnattu joukko, jossa
G := {Q C F : G on separoituva ali-o-algebra }

Kun G7,G" € G ovat separoituvia, myos G/V G” := (G, G") on separoitu-
va ali-o-algebra. (G, C) on verkko.
Kun G on separoituva tiedimme ettd on olemassa satunnaismuuttuja

0 < Zg(w) € L', G, P) jolla mitan vaihto kaavassa on voimassa
Q(A) = Ep(Zgly) VYAEG

Osoitamme ettd (Zg : G € G) on Cauchy-verkko L'(2, F, P):ssa, ja tay-
dellisyydesté seuraa ettd on olemassa raja Z € L'(Q2, F, P).

Osoitan ettd Ve > 0 on olemassa G € G jollakun G/ O G, G" D G,
G1,G" € G, seuraa
Ep(|Zg) — Zgn|) < €

Yhtapitivisti, Ve > 0 3G separoituva o-algebra jolla kun G C G/ sepa-
roituva, seuraa
Ep(|Z5 — Zgll) <€
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Jos (Zg) ei olisi Cauchy verkko 16ytyisi ¢ > 0 ja ei-vdhenevd jono (G, :
neN)CG
EP(|Zgn - Zgn-‘rl‘) 2 € > 0

Olkoon G, = \/,,cy Gn, joka on my0s separoituva.

Kuten todistuksen ensimmaisessd vaiheessa seuraa etta
Zg,(w) = Ep(Zg,.|Gn)(w) = Zg,, (w)

on tasaisesti integroituva martingaali joka suppenee P-melkein varmasti
ja L'(P):n mielessd, joka on ristiriidassa kanssa.

Taydellisessd metrisessa avaruudessa (E,d) jokainen Cauchy verkko
(o : a € I) suppenee, eli on olemassa z* € E jolla Ve > 0 Ja jolla
d(z*,xy) < eVa > a.

Todistamme myds tédtd véiteettd, joka seuraa numeroituvien Cauchyn
jonojen suppenemisesta.

Olkoon @, n € Njolla d(zg,, z,) < n~'Va > @,, ja valitaan a,, > a,, ;.

T, = Zg, on Cauchyn jono jolla on raja-arvo z* € E, joka on my0s
verkon (z,) raja-arvo, koska kun n on tarpeeksi suuri jolla d(z*, 25,) < €

jan > (1/¢), seuraa Va > @,
d(ze, ") < d(x4,x5,) + d(zg,,x") < 2

Siksi yleistetylld Cauchyn jonolla (Z; : G € G) on raja-arvo Z,(w)
LY(Q, F, P)n normissa.

Seuraavaksi osoitaamme ettd mitdnvaihtokaava patee.
Olkoon A € Fja g € Gjolla

Ep(|Zs — Zg)|) < e

kaikille G’ D G, Gr € G.
Olkoon G := o(GV F) € G.
Koska A € G
Q(A) = Ep(Zz14)
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seuraa
Br(Zaa) - Q)| < B (|2 - 75 ) <

jossa € > 0 on mielivaltainen pieni O



Luku 14

Johdatus Cramerin suurten

poikkeamien teoriaan

Lause 14.0.1. (Heikko suurten lukujen laki ) Olkoon {X,, : n € N} C L?*(P)

satunnaismuuttujen jono joilla E(X,) =0
Ep(X3)<c<ooVn , Ep(X,X,)=0 kunn#m

Merkitiin S, (w) = X1 (w) + Xa(w) + - - - + X,,(w) ja otoksen keskiarvo S, (w) =
n 1S, (w).

Silloin S,,—0 L*(P)-mielessii ja stokastisesti kun n 1 oo.

Samoin, kun Ep(X,,) = 1 ¥n, seuraa S,, — p L?(P)-mielessi ja stokastisesti.

Tod.

Ep(S)) = %{Z Ep(X))+> ) Ep(XZ-Xj)} = % ZEP(XE) < %

i=1 1<j<i
Stokastinen konvergenssi seuraa L*-konvergenssista O

Huomautus 14.0.1. Stokastisesta konvergenssista seuraa P(S, > ) — 0Vz >
. Suurten poikkeamien teoria kertoo (tietyilli oletuksilla) ettd suppeneminen on

eskponentiaalinen otoskoon n suhteen ja miten vauhti rippuu x:sta.

Mairitelma 14.0.1. Jono {a(n) : n € N} C RU {400} on subadditiivinen kun

a(n+m) < a(n)+ a(m) Vn,m € N

177
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Lemma 14.0.1. Olkoon {a(n) : n € N} C R U {400} subadditiivinen. Silloin

1.
3 lim @ = inf M
n—oo N neN n
2.
. a(n)
lim =400 <= a(n) =+o00 VneN

n—oo N

Tod. Olkoon n > m > N, n = (gm +r)jossal < r < m,q € N.
Subadditiivisuudesta,

a(n) < a(gm) + a(r) < ga(m) + max a(r)

1<r<m
1
aln) < ga(m) + — max a(r)
n n n 1<r<m
— limsup _a(n) < _a(m) VYm > N
n n m
ﬁlimsupw < 1r>1§V (m) < liminf (m)
n n m> m m m
Téasté seuraa
lim sup aln) = lim inf aln) =1 aln)
n n n n n n
Viite seuraa kun osoitamme
k
inf ) 5 jpp 2m) (14.0.1)
k<N k m>N m

Tamad on selvd jos a(m) = oo V0O < m < N. Muuten a(k) < oo jollekin
0 < k < N, ja subadditiivisuudesta seuraa
a(kN) _ a(k)
kN k

jossa k < N < kN, Tasta seuraa (14.0.1):

alk) _ . . a(kN) _ . . a(m)
RASAZASS ST =
e SN St e P

<

inf
k<N
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Teoreema 14.0.1. Olkoon satunnaismuuttujat {X,, : n € N} P-rippumattomia

ja samoin jakautuneita. Silloin

1. funktio

h(z) :== — lim llog P(S, > ) = (— supllog P(S, > x)) € [0, +o0]

n—ooon neN 1
on hyvin mdiritelty
2. h(x) on ei-vihenevi ja konveksi.
3. h(z) <o <<= PX;>2)>0
h(z) on jonon (S,)nen vauhtifunktio
Tod.

1. Koska
P(Spsm > x) = P(Spim > (n+m)z) > P({Sn > nz} N {Spim — S, > ma}) =
P(S, > nx)P(S,, > mx) = P(S, > z)P(S,, > )

jono a(n) := —log P(S,, > x) on subadditiivinen ja viite seuraa lem-
masta
2. Tod.

p(@n > fT“J) — P(Sy > n(z+y) > P(S, > ) P(S, > y)

r+y
2

1 — 1/1 — 1 —
- < —_— — —
— o log P(Sa, > ) 5 (n log P(S, > =)+ - log P(S,, > y)>

kun n 1 oo seuraa

x—l—y)

h(2

1
< 3 (o) + 1)
Tdama ominaisuus kutsutaan keskipiste-konveksisuudeksi . Seuraa etta
jatkuva kuvaus on konveksi jos ja vain jos se on keskipistekonvek-
si (harjoitustehtdvd). Tdssd osoitamme ettd ei-vdhenevd kuvaus on

konveksi jos ja vain jos se on keskipistekonveksi.
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Osoitamme
h(az + (1 — a)y) < ah(z) + (1 — a)h(y) (14.0.2)

dyadisille luvuille « = k27, £k =0,...,2Y , N e N.

Viite on jo osoitettu kun N = 1 a = a; = 0,1 5, 1. Oletamme in-
duktiohypoteesia: (14.0.2) on voimassa kun o = k27" k = 0,...,2",
1 <n < N.Olkoon

_ on- Loy
2

jossa ay_y = k2", af_y = (k127N

anN ‘= (2k5+1)

h(zay +y(1 — ay))
_ 1
= h< ($O‘N LTyl - O‘N—1)) + 5(370‘;—1 +y(l - O‘;—l)))
( keskipiste-konveksisuus )
1 _ _ 1
< §h(xO‘N1 +y(l - O4N1)> + §h<5€0@1 +y(l - %J\rr1)) <
(induktio)
1/ _ _ 1
< g (o) + - i) ) + 3 (@) + (1= ad ) )
= anh(z) + (1 —an)h(y)
eli (14.0.2) on voimassa myos kun n = N ja induktiosta seuraa kai-
kille dyadisille luvuille o.
Olkoon « € [0, 1] ja x > y, joten h(z) > h(y). VN on olemassa dyadi-
nen ay jolle 0 < (ay —a) < 27N,
ah(z) + (1 = a)h(y) = anh(z) + (1 = an)h(y) + (@ — an)(h(z) = h(y))
> h(ayz + (1 —an)y) + (@ — an)(h(z) = h(y))
> h(az + (1 = a)y) + (a — an)(h(z) = h(y))

koska an(x—y)+y > a(z—y)+y, honei-vihenevd,ja0 < (ay—a) <

27 on mielivaltainen pieni seuraa Vo € [0, 1]

ah(x) + (1 — a)h(y) > h(ax + (1 — a)y)
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3. Koska jono (—log(P(S, > z) : n € N) on subadditiivinen,

h(z) =400 <= P(S,>2)=0<= P(X;>2)=0 O

Maiiritelma 14.0.2. Ay (?) := log Ep(exp(tX1)) = logmx (t) on momenttige-
neroivafunktion logaritmi joka kutsutaan kumulanttigeneroiva funktioksi.

Maiaritelma 14.0.3. Jono

dn
k, = —Ax(t
dt™ ®)

kutsutaan X jakauman kumulanttien jonoksi. Kumulantit ovat kertoimet kumu-
lanttigeneroiva funktion Taylorin kehitelmiissi:

o0

=S t™

n!
n=0

Lemma 14.0.2. Ax(t) on konveksi.

Tod. Kun « € [0,1], eksponentit ™! ja (1 — a)~! ovat konjugatteja,
Holderin epadyhtélosta seuraa
Alat + (1 — a)s) := log Ep(exp(atX) exp((1 — a)sX))
<log <Ep((exp(atX)l/o‘)aEp((eXp((l — a)sX)l/(la))la) =
alog Ep(exp(tX)) + (1 — a) log Ep(exp(sX)) O
Olkoon P todenndkéisyysmitan P:n Esscherin muunnos (8.0.3)jonka

suhteen satunnaismuuttujat X; ovat edelleen riippumattomia ja samoin

jakautuneita

POUX, e Bi}n{X, € B}n---N{X, € B,}) =
mx (t) " Ep(exp(tS,)1{X1 € B1}1{X5 € B} ... 1{X,, € B,,}) =

ﬁEp(exp(tXl - AX(t))l{Xl S Bl})

=1

jossa B; € B(R),n € N.
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Muistetaan etta

%Ax( t) = mX(t)I%mX(t) = mX(t)ilEP(Xl exp(tXy)) = EP(t)(Xl)

jossa integraalin ja derivaatan jdrjestyksen vaihto on sallittu olettamalla
ettd mx(s) <ocokuns € (t —e,t+¢)jollekine > 0
Olkoon = # p = Ep(X;). Osoitamme ettd on olemassa mitanvaihto-

parametri ¢ = ¢(z) jolla Ep)(X;) = =
Maaritelma 14.0.4. Miiritelliin Legendren muunnos
ANy (z) = Sl;/lp{xt —Ax()}

Huomautus 14.0.2. Koska kuvaus t — (xt —Ax(t)) on derivoituva ja konkaavi,
huomataan ettii sen maksimi saavutetaan pisteessi t = t(z) jos ja vain jos

dAx

o —=(t) = Bpw(X1) =

ja Ny (z) = ot — Ax(t).
Huomautus 14.0.3. Legendren muunnos on konveksi: kun o € [0, 1],

Ay(az+ (1 —a)y) = sgp{a(mt —Ax () + (1 — a)(yt — )} <

asup{at = Ax(t)} + (1= a) sup{ys = Ax(9)} = al(@) + (1= )Ax(v)

Teoreema 14.0.2. (Cramerin lause) Olkoon satunnaismuuttujat (X,, : n € N)
riippumattomia ja samoin jakautuneita, jolla mx (t) = Ep(exp(tX;y)) < oo Vt >
0 (josta seuraa E (|X1|p) < oo Vp>0,t € R). Silloin, Vo > = Ep(Xy),

lim ~log P(S, > z) = —h(z) = —A*(x)

n—oo M

Tod. Chebychevin epdyhtélostd, Vt € R,

(§ >1x) < _t‘”Ep( p(tS,)) = exp(—tz)mx(t/n)" = exp(—tx + nAx(t/n))
xp(—n(z t/n — n)))



183
kun optimoidaan ¢:n suhteen

_ 1 -
P(S, > x) <inf exp(—n(tx — A(t))) <= —log P(S, > x) < —sup{tex — A(t)}
teR n teR

=—N(x) VYn,z>p
Alarajan todistus: Olkoon

dA
b =sup — = P-esssup, { X(w)}
ter dt ©

jossam = Ep(X) < bjab < oo jos ja vain jos satunnaismuuttuja X on
olennaisesti rajoitettu. Silloin osoitettiin jo ettd kun x > 0, P(S,>z)=0,

vauhtifunktio saa arvoa h(z) = 400, ja myos
A*(t) = sup{at — A(t)} > sup{(z — b)t} = +o0
t t

Olkoon sitten m < x < b. Silloin on olemassa parametri arvo ¢ = ()
jolla < A(%) =z
Olkoon P = P® todenndkéisyysmitan P:n Esscherin muunnos, para-

metrilla ¢ = () uskottavuusosamadralla
dp®
dP

jolla E5(X;) = x. Koska exp(tXi(w)) > 0 Vi, w, seuraa P(A) = 0 <
P(A) =0VA e Fjakun X;,..., X, ovat riippumattomia ja samoin jakau-

(w) = exp(X(w)%v— A(%V))

tuneita jakaumalla P®*), uskottavuusosamaira on
P
= (d_P(w)

Huomataan ettd kumulanttigeneroiva funktio P mitan suhteen on

dP

5w

Ax(s) :=log Es(exp(sX1)) = log Ep(exp((s +1))) — Ax(t) = Ax(t + s) — Ax(t)
Mitan vaihto kaavalla

P(|S, —a|l <e) = Eﬁ(exp(—?Sn(w) +nAx(t)1(|S, —a| < £))
> exp(n(Ax(f) — (a+&)))P(|S, — a| <¢)
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Koska oletetusti Ep(exp(tX)) < oo my6s t(a)mn ympadrilld, tistd seuraa
E5(|X]?) < 0o Vp > 0, ja heikon suurten lukujen lain nojalla, Ve > 0 seuraa

P(|S,—al<e)—1 kun n — oo,

— %logP(Gn —al <¢e) > Ax(t) — (a+e)t + o(1/n)

Kuna =z + ¢, seuraa, Ve > 0
1 — 1 — ~ ~

—log P(S, >x) > —log P(x <5, <x+2)>Ax(t)— (z+2)t + o(1l/n)

n n

Téasta seuraa

1 — ~ ~
liminf —log P(S,, > z) > Ax(t) — (z + 2¢)t > —sup{(x + 2e)t — Ax(t)}
t

n—oo n

= —A%(z+2) Ve>0,
ja koska A% (t) on konveksi ja siksi jatkuva, siitd seuraa
1 _
liminf — log P(S, > x) > —A%(x) O
n—oo N

Huomautus 14.0.4. Katkaisemalla X satunnaismuuttujan jakaumaa voidaan
luopua oletuksesta mx (t) < oo Vt € R, oletus X, € L*(P) riittii (Lause 27.3
Kallenbergin kirjasta, Foundations of modern probability).

Teoreema 14.0.3. (Dini) Olkoon f, : K — R jono jatkuvia funktioita jossa K
on kompakti topologinen avaruus, esimerkiksi K = [—T,T).

Kun f,(z) < fori(x), Vn € N,z € K, f,(z) T f(z) € R pistettiin. Jos
raja-funktio f : K — R on jatkuwva, silloin konvergenssi on tasainen

lim sup{f(z) — fu(z)} =0

n—oo e K

Tod. Koska funktio (f — f,,) onjatkuva, Ve > 0

Eon=H{z: (f(z) = fulz)) < ¢}

on avoin joukko, ja koska f,(z) T f(x) Vo € K, seuraa ettd | J, .y Len = K.
Koska K on kompakti, on olemassa N (¢) jolla |, <N (o) E., = K.Koska f,

jono on monotoninen, seuraa ettd Ve > 0, 3N (¢) jolla

f(@) = fulz) < f(2) = fre(e) <e, VeeKn=N() O
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Lemma 14.0.3. Olkoon f(t), g(t) jatkuvia funktioita kompaktissa K, ja
fr=sup f(t), g" =supg(t).
tek tek
Silloin
[f* = g" <suwp [f(t) =g =l [ = g [l
teK

Tod. Epdyhtdlo on triviaali kun f* = ¢*. Kun f* > g%, 3t* € K jolla

f* = f(t*) > g(t*) > ¢*. Siitd seuraa
1" =g 1 < 1) =g <l f =9l

Seuraus 14.0.1. Kun X, € L'(P), Cramerin lause pitee, mygs silloin kun
Ep(exp(tX)) = oo jollekin t > 0.

Tod. Olkoon = > p = Ep(X;). Cramerin lauseen yldraja

1 —
lim —log P(S,, > z) < —A*(z)

n—oo 1,
seuraa joka tapauksessa Chebychevin epayhtalosta.
Olkoon
XM(w) = (Xn(w) A M) 1 X, (w) kun M 1 oo,
S = LX) 4 g x ()

Kun z > n = EP(Xl)

(M)

1 — 1 —
ElogP(Sn > ) > ElogP(S > ) = —(AM)*(z) VM > 0.

Viite on todistettu kun osoitamme ettd (A))*(x) | A*(z) kun M — oo.

Monotonisen konvergenssilauseesta seuraa V¢ > 0
A (1) = log Ep(exp(t(X1 A M))) T A(t) = log Ep(exp(t(X1))) € RU {+oc}

jossa AM () < +o0o VM, t > 0, ja Dinin lauseesta seuraa ettd suppenemi-
nen on tasainen kompakteissa K joissa A(t) < oo.
Kun kiinnitetdan = > m, koska A + A on olemassa K < oo jolla
A*(z) = sup{at — A(t)} = sup {zt —A(t)} =
t t€[0,K]

(AMDY*(z) = sgp{xt —AM(t)} = tes[g}?q{:ct — AM(t)},

ja Dinin lemmasta [14.0.3|seuraa ettid (A))*(x) | A*(z) kaikissa z > m.
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Luku 15
Jakaumien konvergenssi

Olkoon (£2,,, F,, P, )nen jono todennédkoisyysavaruuksia, ja X, : 2, — (S, B(S))
satunnaismuuttujen jono jossa (S, p) on metrinen avaruus, esimerkiksi S =

R¢, Olkoon X (w) satunnaismuuttuja todennikdisyysavaruudessa (2, F, P).

Maaritelma 15.0.1. Sanotaan ettii jono X,, suppenee heikosti tai jakauman mie-
lessii kohti X :n ja merkitian X 4ox , kun

Vf € Cy(S;R) = {f: S — R, jatkuva ja rajoitettu },
Ep,(f(X,) = Ep(f(X)) kunn— oo

Huomataan ettd heikko konvergenssin késite koskee vain satunnais-
muuttujen jakaumia, siksi soveltuu myos tapaukseen jossa satunnaismuut-
tujat eivit eld samalla todenndkoisyysavaruudella. Kun 2, = Q F,, = Fja

P, = P ¥n, ndhddan myos ettd heikko konvergenssi on kaikien heikompi

konvergenssikaésite:
Lemma 15.0.1. Kun X,, > X (stokastisesti) ja f on jatkuva seuraa etti f(X,,) 4
F(X).

Tod. Kaikille alijonolle (n;) on olemassa alijonon aljjono (ny,) jolla X, (w) —
X (w) P-melkein varmasti. Koska f on jatkuva seuraa myos ettd samalla
aljjono alajonolla f(X,, (w)) = f(X(w)). Tdstd seuraa f(X,) KR F(X).

Lause 15.0.1. Kun X,, — X (stokastisesti) seuraa etti X, -5 X (jakauman
mielessii)

187
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Tod. Olkoon f jatkuva ja rajoitettu. Seuraa lemmasta ettd f(X,) —

f(X). Koska f on rajoitettu jono {f(X,) : n € N} on tasaisesti integroi-

tuva ja siksi f(X,,) e f(X),josta seuraa Ep(f(X,)) = Ep(f(X)).
Osoitamme vield lauseessa ettd stokastinen konvergenssi seuraa

jakauman konvergenssista ainoastaan kun rajajakauma on degeneroitu,

Lause 15.0.2. Olkoon X,, : Q, = R, X : Q — R satunnaismuuttujat, F,,(t) =
P.(X, <t), F(t) = P(X <t). Silloin

X, 5 X < F,(t) > F(t) Vt:F(t—)=F(t)

Tod. = Approksimoidaan indikaattorin z — 1(z < t) jatkuvalla
funktiolla h. jossa e > 0

1 t>x
he(v)=q 1-E2 t<az<t+e
0 t+e<zx

Huomataan etta
1(z <t) < h(zr) <1l(x <t+¢)

josta seuraa

Fo(t) < Br, (he(X)) = Bp(he(X)) < F(t + )
= limsup F,,(t) < F(t +¢) Ve >0,

— limsup F,,(t) < F(t+) = F(t)

koska t — F'(t) on oikealta jatkuva.
Samoin valitsemalla g.(x) = h.(x + ¢), koska
1z <t) >g(x) >1L(x <t—¢g)

seuraa

Fo(t=) = Ep,(9:(Xn)) = Ep(g:(X)) = F(t —¢)
(t—e) Ve>0

= liminf F,,(t—) > F
> F(t-)

= lim inf F,,(t—)
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Kun F(t) = F(t—) saadaan
limsup F,(t) < F(t) = F(t—) < liminf F,,(t—)

josta seuraa ettd lim F,,(t) = F(t).

n—o0

Toinen implikaatio seuraa Skorokhodin esityksesta.

15.0.1 Skorokhodin esitys

Olkoon t +— F\(t) ei-vdahenevd, oikealta jatkuva, F/(—oo) = 0, F'(+00) = 1.
Kanonisessa todennédkoisyysavaruudessa €2 = [0, 1], joka on varustettu Bo-
relin o-algebralla ja tasajakaumalla P (Lebesgue mitta), voidaan rakentaa
satunnaismuuttuja X (w) jolla P(w : X(w) <t) = F(t).

Maaritellaan kertyméafunktion Fn yleistetyt kddnteisfunktiot

Xt (w):=inf{t: F(t) >w} =sup{t: F(t) <w}, (15.0.1)
X (w):=inf{t: F(t) > w} =sup{t: F(t) < w} (15.0.2)

e XT(w)> X~ (w) ovat ei vihenevid w:n suhteen

* w+— XT(w) on oikealta jatkuva ja w — X~ (w) on vasemmalta jatku-

va.

e Huomataan myos ettd F(X (w)—) < w < F(X*(w)), koska F on

oikealta jatkuva.

Osoitamme ettd P(w: X~ (w) < z2) = P(w: X" (w) < 2) = F(2),
jaP(X~ =X")=1.Koska

X (w)<z<=w<<FX (w) <F(2),
ja P on Lebesguen todenndkdisyysmitta, seuraa
F(z)=P([0,F(2)]) =Plw:w < F(z)) = Plw: X (w) < 2).

Koska X" (w) > X~ (w) > XT(«') > X~ (') kun w > u/, seuraa

S

XHw) > X (w) > XT(w—) := lim X (w),

wtw
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siksi joukko {w : X~ (w) < X" (w) } on korkeintaan numeroituva ja
P(X~ < X*) =0 (P on Lebesguen mitta). Tastd seuraa

PXt<2)=P{X~ <2In{X*=X"})=P(X~ <2)=F(2)

Lauseen implikaation < todistus Olkoon 2z € Rjolla F(z—) =
F(z),ja F,(z) — F(z). Olkoon X} (w), X, (w) kertyméfuntkion F, yleiste-
tyt kdaanteisfunktiot kuten kaavoissa[15.0.1}2.

Koska Xt (w) < z <= w < F\(z), kun n on tarpeeksi suuri w < F,,(z) ja
tamad tapahtuu jos ja vain jos X, (w) < z. Silloin, lim sup,, X, (w) < z. Tastd
seuraa

limsup XM (w) < X*(w)

n

muuten olisi olemassa z jolla

limsup XM (w) > 2 > X (w),

n

josta seuraa ristiriita.
Jos X~ (w) > z seuraa w > F'(z) ja kun n on tarpeeksi suuri w > F,(2)
josta seuraa X, (w) > z. Silloin lim inf,, X, (w) > X~ (w).

X (w) < liminf X, (w) < liminf XM (w) < limsup X,/ (w) < XH(w)
Joukossa {w : X~ (w) = X (w)} jolla on todenndkoisyys P = 1, pétee
lim X (w) =lim X, (w) = X (w) = X~ (w)

Siis olemme rakentaneet satunnaismuuttujan X (w) = X*(w) ja satun-
naismuuttujen jonon X, (w) = XF(w) (ei ole vélid kumpaa versiota vali-

taan) samassa todennékéisyysavaruudessa jolla
X, (w) = X(w) P-melkein varmasti, P(X, <t)=F,(t), P(X <t) = F(t)

Jos f(z) on rajoitettu ja jatkuva testifunktio, seuraa dominoidun konver-
genssin lauseesta Ep(f(X,)) = Ep(f(X)). O
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Varoitus: Olkoon X,,,n € Nja X(w) satunnaismuuttujat jotka eldvat
samassa todennikoisyysavaruudessa (€2, F, P), jolla X, 4 X,

Koska P(X,, < t) = F,(t) = F(t) = P(X < t)Vtjolla F(t) = F(t—)
Skorokhodin esitykselld saadaan kanonisessa todenndkoisyysavaruudes-
sa {2 = [0, 1] varustettuna Borelin o-algebralla ja Lebesgue mitalla P,

satunnaismuuttumjen jono X, (@) ja satunnaismuuttujan X (&) jotka
eldvdt kanonisessa todenndkdisyysavaruudessa Q = [0,1] varustettuna

Borelin o-algebralla ja Lebesgue mitalla P, joilla

P(X, € B)=P(X, € B) jaP(X € B)=P(X € B),
Xo(@) = X,(@) Pmv

Tama ei kerro yhtddn mitdan alkuperdisesta jonon X, (w) P-melkein var-
ma konvergenssista alkuperdisessd todenndkoisyysavaruudessa (£2, F, P).

Skorokhodin esityksessd satunnaismuuttujen (X (W), X, (w),n € N) yh-
teinen jakauma sattaa olla aivan eri kun alkuperdisten satunnaismuuttujen
(X(w), X;,(w), n € N) yhteistd jakaumaa, vaikka yksi-ulotteiset marginaali-
jakaumat tdasmavat. Vaikka X,(@) — X (@) P-melkein varmasti kanoni-
sessa avaruudessa (1 , siiti ei saa tehdi johtopaitoksid alkuperiisen jo-
non X, (w) stokastisesta konvergenssista alkuperdisessd todennakoisyysa-
varuudessa (2, F, P).

Esimerkki Todenndkoisyysavaruudessa (€2, F, P) olkoon (G;(w) : i €
N) riippumattomia ja samoin jakautuneita standardi gaussisia satunnais-
muuttujia, jolla Ep(G1) = 0, Ep(G%) = 1.

Olkoon S, (w) = —A=(G1(w) + - - + Gan (w))

Koska S; = \/%(G’l(w) + G2(w)) on Astandardi gaussinen (harjoitusiceh—
tavd) seuraa induktivisesti ettd myos S,, on standardi gaussinen, P(S,, €
B) = P(G, € B), ja koska Gaussinen jakauma siilyy on selvii ettd S, %
G jakauman mielessd, eikd kuitenkaan suppene stokastisesti.

Muuten voitaisiin kirjoittaa

R
Sn—i—l = ﬁ(

jossa 5! = 5= (Gan1gy 4+ Gon) 1L Sh.

S, +51)
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Koska jono (S ) olisi stokastisesti Cauchy, Koska Ve > 0,n € N

P(|Su1 = 8n | 2 €) = P(IS), = (V2= 1)S, | = V2e)
= P(IGy — (V2= 1)Gs| > V2e) =5 > 0

~

jossan > 0 ei riipu n:sta, jono (.5, (w)) ei voi olla stokastisesti Cauchy O

Maairitelma 15.0.2. Olkoon G, F' todennikéisyysjakaumat todennikdisyysava-

ruudessa (R, B(R)). Niiden totaali-variaatio etdisyys on

dry(F,G) := sup ‘F(B)—F(G)‘

BeB(R)

Kun (F), : n € N)ja F ovat todennidkoisyysjakaumien kertymafunktiot
ja F, ¥ F totaali-variaation mielessd, kun valitaan B = (—o0, t] seuraa

oo d . L ”
ettd F,, — F heikon konvergenssin mielessa.

Lemma 15.0.2. (Scheffe) Oletetaan ettii kaikille jakaumille F ja (F), : n € N) on
tiheydet f(t), f.(t) yhteisen mitan p(dt) suhteen. Silloin

1.

dry (Fy, F) = / Falt) = FO)lpa(d) (15.03)

2. Jos lim,,_,o fu(t) = f(t) p-melkein kaikille t, seuraa dry (F,, F') — 0.

Todistus VB € B(R)

0=1=1= [ (50 = FO)ntat) = [ (5al0) = FO)ntar) + [ () = 10t

josta seuraa

[ Gt = s)utan) -

/Bc (fal®) = f(t))u(dt)‘

Téasta seuraa

2|Fu(B) — F(B)| =

(30~ ro)tan| +] [ (o6~ rptan)

< [ 150 = olutan + [ 5.0 = r@lutan) = [ 15,60 = 5ol
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Huomataan ettd kun B = {t : f,(t) > f(t)}, epayhtdlostd tulee yhtilo, ja

(15.0.3)) seuraa.

Koska f,(t) — f(t) u-melkein kaikkialla, seuraa etta (f(t)— f,(t))" — 0
p-melkein kaikkialla jossa 0 < (f(t) — f,(t))" < f(t)ja f € L'(R,p).

Lebesguen dominoidun konvergensin lauseesta seuraa

lim 2dgy (F, F,) = lim [f(t) — fa(t)|p(dt) = 2 lim B(f(t) — fu®)p(dt) =0 O

Esimerkki 15.0.1. Olkoon X,, binomi-jakautunut parametreilla n ja p,,

n

Po(X, = k) = (k

)pfl(l —p)"F k=0,1...,n, jossaoletetaan lim np, = A > 0.
n—o0

Silloin X,, —% X jossa X on Poisson(\) jakautunut. Koska

(Z)pﬁ(l )R = %(n; H (n—sJr 1)% (npn>k(1 i %)nk

ja lim, o <1 — %) = exp(—N\),

Kun k on kiinteii jan — oo, np, — A, "=~

n

— 1, (n—k) — oo, josta seuraa

1
lim P, (X, =k) = E)\’“ exp(—A) = P(X = k)
n—oo

jossa X on Poisson(\) jakautunut.

Esimerkki 15.0.2. Olkoon (X, (w) : n € N) P-riippumattomia ja samoin jakau-

tuneita 1-eskponentiaalisia satunnaismuuttujia, jolla
P(X >t)=exp(—t), Vt>0,
ja olkoon
X} (w) == max{X;(w), Xo(w),..., X, (w)}

jonon juokseva maksimi. Silloin

(X} —logn) Ly
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jossa P(Y < t) = exp(—e™") ,Va € R kutsutaan Gumbelin standardisoitu
ddriarvo-jakaumaksi.
Todistus

P(X} <t+logn)=P(Xy <t+logn k=1,...,n)

= { 1— exp(—(t—l—logn))}n = { 1— W}n — exp(—e ") kunn — oo O

Lause 15.0.3. Jos Vn X,, on satunnaismuuttuja todennikoisyysavaruudessa (S, F,, P,,)
ja X, 4o jakauman mielessii) jossa c on vakio, seuraa etti X, B4 ¢ (stokastises-
ti), eli

P.(| X, —¢|>¢) =0 kunn— oo
Tod. Koska
P,(X, <t)=F,(t) > F(t) =1(c <t) kunt # c.
seuraa Ve > 0
P,(X,—¢c|<e)=P,(X,<c+e)—P(X,<c—¢) > F(c+e)—F(c—e)=1-00O
Seuraavaksi yleistetddn lause satunnaisvektoreille.

Lemma 15.0.3. (Portmanteau) Olkoon X,, € R¢ satunnaismuuttujat todennii-
kaisyysavaruuksissa (Q,, F, P,) ja X € R? satunnaismuuttujat todennikoisyy-

savaruuksissa (2, F, P). Seuraavat lauseet ovat yhti pitevii:

1. P(X, < x) — P(X < ) kaikissa pisteissi jossa Fx(x) = P(X < x)
on jatkuva.

2. Ep,(f(X,)) — Ep(f(X)) kaikille jatkuville rajoitetuille funktioille f.
3. Ep, (f(X,)) — Ep(f(X)) kaikille rajoitetuille Lipschitz funktioille f.

4. liminf, Ep, (f(X,)) > Ep(f(X)) kaikille ei-negatiivisille jatkuville funk-
tioille f.

5. liminf, P,(X, € U) > P(X € U) kaikille avoimille U C R



195
6. limsup,, P,(X, € C) < P(X € C) kaikille suljetuille C C R,

7. P(X, € B) — P(X € B) kaikille B € B(R?) jolla P(X € 0B) = 0,

jossa 9B = (B\ B) on joukon reuna, B = N C' ) on joukon
BCC suljettu

sulkeuma, B = < U U ) on joukon sisus.
B2U Avoin

Huomautus 15.0.1. Ei ollut ketdiin kuuluisaa ranskalaista matematiikkoa nimel-
td Portmanteau. Ranskankieleinen sana tarkoittaa naulakko, lemman nimi viittaa
sen kiyttokelpoisuuteen.

Tod (1) = (2) Oletetaan ensin ettd F'y onjatkuva. Oletuksesta (1) seu-
raa P,(X,, € I) — P(X € I) kaikille suorakulmaisille tulojoukoille /. Ol-
koon € > 0ja I suorakulmainen kompaktijoukko jolla P(X € I) > (1 —¢).
Koska f on jatkuva, se on tasaisesti jatkuva kompaktissa I. On olemas-

sa dérellinen ositus I = (Ji_,
|f(z) — f(y)| < ekunz,y € I; jollekin j. Valitaan z; € [; Vj = 1,...,mja

; jossa I; ovat suorakulmaisia joukkoja ja

madrtiellddn yksinkertainen funktio

m
=2 )iyl
7=1

Koska | f(z) — f-(z)| < ¢, seuraa

[Er(F(X)) - Bpl(f(X))] < e+ P(X ¢ 1) < 2
‘EPn(f(Xn)) - EPn<fe(Xn))| <e+P(X,gI) Vn,

< 2¢ kun n on tarpeeksi suuri.

Myo6s
|Ep, (f(Xn)) = Ep(fo(X Z|f (z;)|| Pu(X, € I;) — P(X € I)|

< flloe Y |PulXa € I;) = P(X € I;)| — Okunn — 0
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Kolmion epédyhtélén avulla

| B, (f(X2) = Ep(f(X))| <
|Er, (£(X0)) = Ep, (F-(X)| + | Br, (f:(X0)) = Ep(f:(30)| + [Ep(f:(3)) = Ep(f(X)|

< 5¢ kunn on tarpeeksi suuri, ja vdite seuraa.

Sanotaan B on Fx jatkuvuuden joukko jos P(X € 0B) = 0. Kun Fx(x)
ei ole jatkuva, edellinen argumentti menee lédpi jos voidaan valita kaik-
ki suorakulmaisia joukkoja I ja I} jatkuvuuden joukoiksi. Tdamé on mah-
dollista koska jokaiselle satunnaisvektorin X (w) = (XW(w),..., XD (w))

koordinaateille, joukko
{r cR:P(XD(w)=r)> 0}

on korkeintaan numeroituva. Siis on olemassajoukkoja@; CR,i=1,...,n
joilla on numeroituva komplementti ja jokainen suorakulmainen joukko
joilla on kulmat tulojoukossa Q1 X Q2 X - - - x Q4 on kertyméafunktion Fix (x)
jatkuvuuden joukko.

(3) = (5) Olkoon U C R? avoin. Mé&éritellddn Lipschitz funktioden

jono
fu(z) :=nd(z,U°) A1 jollaO < f,(z) T 1y(x)

jolla | fr(x) — fu(y)] < n| xz — y|. Téassd d(x, A) = inf,ca | x — y|. Kaikille
méeN,

liminf P,(X,, € U) > liminf Ep, (f,(X,)) = Ep(fn(X))

Kun m 1 oo, monotonisen konvergenssin lauseesta seuraa Ep(f,,(X)) 1
P(X eU).

5) <= 6) ottaamalla joukkojen komplementteja.

(5) + (6) = (7)

P(X € B) <liminf P,(X, € B) <limsup P,(X, € B) < P(X € B)

Jos P(X € 0B) = 0, kaikki epdyhdlot ovat yhtdloitd, ja P(X € B) =
lim P, (X, € B).
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(7) = (1) Jos = on kuvauksen z — P(X < z) jatkuvuuden piste,
suorakulmainen joukko B = (—o0,z] = (—00,21] X - -+ X (—00, 4] on jat-
kuuvuden joukko.

(2) = (4) Koska 0 < f(z),Vk € N

lim Ep, (f(Xn) Ak) = Ep(f(X) AK),

n—oo

ja monotonisen konvergenssin lauseesta Ep(f(X) A k) T Ep(f(X)) kun
k1 oo.

Olkoon ¢ > 0. Kun k on tarpeeksi suuri,

liminf Ep, (£(X,)) > lim Ep, (f(X,) AK) = Ep(f(X)Ak) > Ep(f(X)) +¢

n—oo n—oo

ja véite on osoitettu koska ¢ on mielivaltainen.

(4) = (2) Olkoon f(x) jatkuva ja rajoitettu.

Voidaan olettaa 0 < f(z) <|| f ||co, muuten osoitetaan erikseen vdite
rajoitetuille jatkuville funktioille f*(x), f~(z) > 0.

Koska g(z) :=|| f |lco —f(x) > 0, seuraa

1S Nloe —limsup Ep, (f(X,)) = liminf Ep, (9(Xa)) 2 Ep(g(X)) =[| f |l —Ep(/(X))
ja koska liminf, Ep, (f(X,)) > Ep(f(X)), seuraa

Ep(f(X)) = limsup Ep, (f(X,)) > liminf Ep, (f(X,)) > Ep(f(X)) O

n

Teoreema 15.0.1. (Jatkuvan kuvauksen lause)
Olkoon C C R jolla P(X € C) = 1,ja g : RY — R™ joka on jatkuova
kaikissa pisteissi x € C. Silloin jos X,, —— X, seuraa g(X,,) — g(X).

Tod. Jos f : R™ — R on jatkuva ja rajoitettu, (f o g)(z) = f(g(x)) on

myos jatkuva ja rajoitettu, ja koska X, <% X, seuraa

Ep,(f(9(Xn)) — Ep(f(9(X))). O

Seuraus 15.0.1. (Slutskyn lemma) Jos (X,,,Y,,) ovat satunnaismuuttujat toden-
nikaisyysavaruuksissa (Q,, F, B,) ja X, e Y, - Y, seuraa

1. (X, Y,) -5 (¢,Y)
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2. (Xp+Yn) 5 (c+Y)
3. XY, -4 ey
4. %ﬁ% kun ¢ # 0.

Huomautus 15.0.2. Huomataan, jos X, — X ja Y, -5 Y, yleisesti ei seu-
ra etti pareina (X,,Y,) LN (X,Y), koska ei ole mitiin tietoa (X,,Y,):n ja
(X, Y):n yhteisisti jakaumista. Tamd pitee pelkistidn kun jommankumman ja-

kauman raja on pistemassa.

Tod (1). Huomataan ensin etta
(e.Y) = (Y).

tama seuraa koska jos f(z, y) jatkuva ja rajoitettu testi-funktio, vdite seuraa
koska kuvaus y — f(c, y) on jatkuva ja rajoitettu.

Jos f(x,y) on jatkuva ja rajoitettu,

|Ep, (f(Xo,Ya)) = En(f(c,Y))| <
|Ep, (f(Xa, Vo) — fle,Ya)| + |En (F(e. Vo)) — Ep(f(e.Y))|

jossa Ep, (f(c,Yn)) — Ep(f(c,Y)).
Olkoon Z,, := (X,,,Y,) — (¢, Y,,), osoitamme ettd 7, 0.

Tama seuraa Portmanteau lemman pykaloista (5),(6)
Ve >0, 1=liminf P(] (X,,Y,) — (¢,Y,)| <e),

0= limsupP(| (Xnyyn) - (Cv Yn)| > 5)

on tosi koska (X, — ¢) 2% 0, eli lim P(|X,—¢| >¢)=0.
Portmanteaun lemman pykald soveltuu sitten avoimille joukolle U C
R?, jossa

liminf P(| (X,, Y,) = (e, Y,)| € U) = 15(0) = P(0 € U)

(2),(3),(4) seuraavat sitten (1) ja jatkuvan kuvausken lauseesta[15.0.1{O0.
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Huomautus 15.0.3. (Van Der Vaartin kirjasta 'Asymptotic Statistics’): Sluts-
ky’s lemman pykilit (4) sovelutuvat myos kun X, c,Y,,Y ovat matriisi ar-
voisia ja c on d x d kidntyvi matriisi. Matriisin kéidnnos on jatkuva kuvaus
Ré*d — R4 kaikissa pisteissa jossa matriisi on kiiintyvi.

Madritelma 15.0.3. Satunnaismuuttujen jono {X, : n € N} on tiukka (engl.
tight) kun

lim sup P, (| X, > K) =0
K—oo p

Lause 15.0.4. (Hellyn valinta lause)

® Olkoon (F,, : n € N) kertymijkaumien jono. On olemassa alijono F,, ja
ei-vihenevi ja oikealta jatkuva F : R — [0, 1] jolla F,,, (t) — F(t) kaikissa
t jossa F(t) = F(t—).

* [Iman lisidoletuksia, rajafunktio F'(t) ei ole vilttidmitta kertymdifunktio, eli

F(+oo):tli>r]éloF(t)§1jaF(—oo): lim F(t) >0

t——o00
jossa epayhtilot saavat olla aitoja. Seuraava tulos on Prohorovin lause:

Jos jono (F,, : n € N) on tiukka, kaikki alijonojen rajafunktiot F ovat
kerymifunktioita.

Tod.

Olkoon Q = {Q,, : n € N} rationaali lukujen numerointi.

Koska F),(q1) € [0, 1] joka on kompakti, on olemassa alijono n(1, k) ja
rajapiste G(¢1) jolla Fy,q 1) (q1) = G(q1).

Koska F,(1.1)(q1) € [0,1] on olemassa alijonon alijono n(2, k) ja rajapiste
G(q2) jolla Fo)(q1) = G(q1) ja Fur)(q2) = G(g2) kun k — oo.

Induktiivisesti, kaikille i on olemassa alijono { n(i, k) : k € N} ja rajaar-
votjoillaVj =1,...,4. Fuur(q) — G(g;) kun k — oo.

Olkoon ny, = n(k, k) diagonaali jono. Seuraa ettd Vg € Q, F,, (¢) — G(q)
kun k£ — oo. Koska kertyméafunktiot F,, ovat ei vdhenevid, myos kuvaus

q — G(q) on ei-vdheneva. Olkoon jatkossa Fj, = F,( k) kyseinen alijono.
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Olkoon Vt € R
F(t):=inf{G(¢) : ¢ € Qjag >t}

Kun t kasvaa inf pienemmastd joukosta ei-vahene, F'(t) on ei-vaheneva.
F(t) on oikealta jatkuva: kun ¢ > 0, 3¢ > tjolla Vt < ¢ < ¢, infimumin

madaritelmasti seuraa

F(t') —e <Glq) —e < F(t) < F(t') < G(g)

Osoitamme ettd jos F'(t) = F(t—) seuraa F,(t) — F(t).
Ve > 0 On olemassa s < tjolla F'(s) < F(t) < F(s)+¢e.Olkoonr,qg € Q
jollas <r <t<gqgjaG(q) < F(t) + . Koska

Fo(r) < Fu(t) < Fu(q)
vdite seuraa arviosta
F(t)—e< F(s) <G(r) < limninf F,(t) <limsup F,,(t) < G(q) < F(t) +¢
jossa € on mielivaltainen.

Jos {F}, : n € N} on tiukka, méaritelmasta seuraa etta

lim inf F,(K)=1, lim supF,(K)=0

K—o00 neN K——00 peN
ja koskakun K € Q
. <1 _
inf F,(K) < lim F,(K) = G(q)
tastd seuraa ettd limy o, G(K) = limg . F(¢) = 1. Samoin

lim G(K) = Klim F(q) =0.

K——



Luku 16

Karakteristinen funktio ja

Konvoluutio

16.0.1 Lyhyesti kompleksi-analyysista

Olkoon satunnaisvektori (£(w),n(w)) € R% ((w) = £(w) +in(w) € Con
kompleksi-arvoinen satunnaismuuttuja jossa i = v/—1 on imaginaarinen
yksikko jolla (i)? = —1.

Muistetaan myos ettd kun z = v + iy, 2,y € R,z :=r —iyja |(|> = ({ =
&+

Olkoon f : C — Cjossa f(z) = u(x,y) +iv(z,y), z = (x +1iy), z,y € R,
u:R? >R, v:R? >R,

Sanotaan ettd f(z) on analyyttinen pisteesséd z jos ja vain jos on olemas-
sa derivaatta

) — 1 100 =)
w—z w—z

riippumatta siitd suunnasta josta w lahestyy z:n.

Sijoittamallaw =z +¢,w =2+1ig,e € R, e =0,

oy Ou(zyy) | Ov(zyy) 1 (Ou(x,y)  Ov(z,y)\  Ov(z,y) Ou(z,y)
f2) = ox i or i dy e dy Oy ! y

josta seuraavat Cauchy Riemannin ehdot:

ou(z,y)  Ov(z,y)  Ov(z,y) ou(z,y)

Ox oy Oz dy

201
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Kun f(z) on analyyttinen Vz € Q C C, patee Cauchyn lause:

j{f(w)dwzo, f(Z)Z%%%dw z€Q\ 0N

jossa integroidaan suljetun 02 kdyran yli.

Mairitelmid 16.0.1. Olkoon X (w) = (X1(w), ..., X4(w)) € R? satunnaisvek-
tori todennikoisyysavaruudessa (2, F, P).

Sen karakteristinen funktio px : R? — C on

px(t) = Ep <exp(\/—_1(t : X))) =Ep <exp(\/—_1ithk)>

Téssi exp(iX (w) - t) = cos(X (w) - t) + isin(X (w) - t). Koska X (w) -t € R,
seuraa | exp(it - X (w))| < 1, ja siksi karakteristinen funktio on aina olemassa ja
ox(t)] < 1.

Muita ominaisuuksia:

* vx(0)=1
* ox(—t) =px(t) t e R
* Yupx(t) == Ep(exp(i(a+ bX) - t) = eitpx(bt), kuna,t € R:, b e R

e Kuvaus t — ¢x(t) on jatkuva (dominoidun konvergenssin lausees-

ta),
* px(t) on ei-negatiivi-definiitti, eli kaikille n € N,#;, ...,t, € R?
matriisi | px(t; — tk)} on ei-negatiivinen:
1<j,k<n

n

Z ZjEkQOX@j_tk) >0, Vz,...,2,€C
k=1
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Tod.

n

0< Ep sz exp(iX - t))
j=1

)

Lause 16.0.1. Olkoon X (w),Y (w) P-rippumattomia. Silloin satunnaisvektorin
(X,Y) karakteristinen funktio faktorisoituu

pxy(s,t) = Ep(exp(i(sX +1Y))) = px(s)ey (t) := Ep(exp(isX)) Ep(exp(itY))
Erityisesti
px (D (t) = pxy(t,t) = Ep(exp(it(X +Y))) = pxiy(t)
Osoitamme pian ettd tima on my®os riittdva ehto.

Esimerkki 16.0.1. Olkoon G(w) standardi gaussinen jolla E(G) = 0 E(G?) =
1. silloin

Ep(exp(itG)) = exp(—%tQ)

Koska kuvaus z — exp(—32°) on analyttinen, Cauchyn lauseesta seuraa

1
}{exp(—§z2)dz =0
r

kun integroidaan suljetun polun yli. Valitaan suljettu polku joka kulkee suoraana
linjana pisteiden (R —1i6, R, — R, — R —10) vilissii kellon vastaisesti, jossa R > 0,
0 € [0,2m].
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Siksi
R

B 0 N _1 o 2 < _12
o—/_eep< S(R—it) >dw+/R exp(—5r)dr
R

—0
+/0 exp(—%(—R—i¢)2)dw+/ exp(—%(r—i@)z)dr:

—R

exp(—572) [ (expliRe) = exp(=iR0) exp(50")dv

R 1 1 - 1
—i—/ exp(irf + =6?) exp(—=r?)dr —/ exp(—=r?)dr
n 2 2 n 2
Kun R — oo, ensimmiiinen integraali suppenee kohti nollaan, ja seuraa

+o0 1 ) 1 ) +oo . 1 )

V2 = exp(—ér )dr = exp(—ée ) exp(ird) exp(—§r )dr

Kun X = aG + b, midritelmin mukaan X on edelleen Gaussinen odotusarvolla
E(X) = bja varianssilla B(X?) — E(X)? = a? ja sen karakteristinen funktio on

6%a?
vx(0) = exp(ifb)p(al) = exp (i@b — T)
Karakteristinen funktio méaraa satunnaismuuttujan jakauman:

Teoreema 16.0.1. (Lévyn inversio lause)

T exp(—iat) — exp(—ibt)

lim . ox ()t _ (16.0.1)
%{ F(b) + F(b—)} — %{ Fla) + F(a—)} (16.0.2)

Kun [, |¢x(t)|dt < oo, ylli oleva integraali suppenee absoluttisesti ja satunnais-
muuuttujan jakaumalla on tiheysfunktio

fx () Z/RGXP(—it$)90X(t)dt

Tod.

/ /R exp(—tat) Z—t exp(—ibt) exp(itz) Px (dz)dt =

/ / " exp(it(z —a) — exp(it(@ b))y g

r it
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jossa Fubinin lause soveltuu koska

[/,

koska | exp(i6) — exp(iv))| < |0 — | kun 6, € R.

/T exp(it(x — a)) — exp(it(z — b))dt _y /T sin(t(z — a)) — sin(t(z — b))dt

L it t

exp(it(x — a)) — exp(it(z — b))
it

‘dtPX(dx) <2T(b—a)

koska t — sin(t) on ei-parillinen ja ¢ — cos(t) on parillinen, ja integroidaan
[—T,T] valissa,

=2 U(T(x —a)) — U(T(x — b))}

jossa U(t) = [} sin(z)a~"du.
Huomataan ettd kun = € (k27, (k + 1)27], ¢ € (0,1)

sin(x) 1 .
1
I T 1)27r€ (|sin(z)| > ¢)
ja siksi
> |sin(x) 2 _ =1
dr > —(m/2 — — = 00.
/0 —|dr = — (m/ arcsm(s))kz:; =0
Kuitenkin,

00 - T .
/ sm(x)dx — lim / SID(IL‘)dI
0 X T—o0 0 x

ja tatd kautta madritellddn integraali joka ei suppene absoluttisesti. Siind
kéaytetdaan Cauchyn kaavaa: Olkoon I' on suljettu kédyra joka koostuu pa-
loista

I':={z=x+1i0:2 € [-R,—¢|},

I'y = {z = g(cos(m — ) +isin(m — 6)),0 € [0, 7]}
I'3:={z=x+1i0:2x € [, R|},

I'y :={z = R(cos(f) +isin()),0 € [0, 7]}
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jossa 0 < ¢ < R. Koska f(z)/z on analyyttinen kun z # 0, erityisesti I'
kdyran rajoittaman alueen sisilld ja,

j{exp(zz)dz _0
r oz

Seuraa
/ exp(i /7r exp(iR(cos(@)' +isin(0))) dz(9) 4 =
T, 0 Re? db
/ exp(iR cos(f) — RSin(a))iRede
0 Re

= '/0 exp(iR cos(f)) exp(—Rsin(0))dd

jakun R — +o0

/07r exp(iR cos()) exp(—Rsin(G))d@’ < /07r exp(—Rsin())dd — 0

jossa sin(f) > 0 kun 6 € (0,7), ja kdytdimme dominoidun konvergenssin

lausetta.

Samoin
lim/ exp(%z)dz = —limi/ exp(ie cos(f)) exp(—esin(h))do = z/ dO = —in
EJ,O FQ z 5~l/0 0 ;

/ exp(iz)dz _ /5 cos(r) +1 sin(r)dr N /R cos(r) + isin(r)dr
I ul's —R £

z T T

R -
_ 22,/ sm(r)dr
. r

koska cos(r) = cos(—r) ja sin(r) = —sin(—r). Kun R 1 oo, € | 0, Cauchyn
kaavasta seuraa

ja

0 kunz =0
lim U(Tz) =4 Zkunz >0

T—o0

—gkunx<0
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KunT — o0, a <b
Tlim 2U(T(x —a)) —U(T(x—10))}
—00
0 kunz >btaiz<ataiz=a=25b
= q 27 kun z € (a,b) = 27 ,

T kinz=a<btaiz=b>a

dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa véite 16.0.1

L tim B, <U(T(X —a)) = U(T(X — a))) _

Fx(b)—Fx(b—) Fx(a)—Fx(a—)
2 * 2

Teoreema 16.0.2. (Lévy) Olkoon X, (w,) € R satunnaismuuttujen jono toden-

Fx(b—> — FX(CL) +

niikdisyysavaruudeilla (Qy,, Fo, P,), n € N, ja ,(0) = Ep, (exp(i0.X,,)) niiden
karakteristiset funktiot.
Kun

1. On olemassa
©(0) :=lim,, o0 0 (0) VO € R.
2. kuvaus 0 — (0) on jatkuva pisteessi 6 =0,

siitd seuraa etti p(0) = Ep(exp(i60X)) on jonkun satunnaismuuttujan X :n ka-

rakteristinen funktio ja X, 4 X jakauman mielessa.

Tod. Osoitamme ensin ettd jono (X, : n € N) on tiukka. Koska
©n(0) + ©n(—0) = 2Ep, (cos(0X,,)) € R

seuraa ettd (¢(0) + ¢(—0)) € [-2,2] C R.
Koska ¢(6) on jatkuva pisteessd 0, Ve > 0, 3§ > 0jolla

11— p(0)] < e/dkun 0] < 6

Tasta seuraa

0 < %/0 (2 o(6) — p(—6))db < =2
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Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa ettd kun n on tar-

peeksi suuri

é
0< %/0 (2= ©n(8) — pn(—0))do < e

Kuitenkin
1 /9
—/ /(1—exp(i9:r:))Fn(da:)d9
0J s Jr

- /R /_ 2(1 — exp(i0z))dOF, (dx) = 2 /R (1 - Sm;jx))mdx)

jossa Fubinin lause soveltuu koska |1 — exp(ifz)| < 2. Kun n on tarpeeksi

suuri, saadaan

e> 24(1 - Sin(s(jx))Fn(dx) > 2/R<1 - ﬁ) F,(dz) > P,(|1X,| > 1/6)

eli jakaumien jono F,,(-) = P,(X,, < -) on tiukka.

Helly valinnan lauseesta seuraa ettd on olemassa alijono F;,, ja
rajajakauma F jolla F'(—o0) = 0, F(+00) = lja F,, (t) — F(t) kun k — oo
kaikisissa t jossa F'(t) = F'(t—).

Heikon konvergenssin karakterisaatiosta seuraa ettd

On,. (0) = pp(0);= /Rexp(it:r)F(dx) Vo € R,

josta seuraa ettd () = pr(0).
Osoitamme nyt ettd kun F'(t) = F(t—), koko jono F,(t) — F\(t). Se

tarkoittaa ettd jokaisesta alijonosta n, 16ytyy alijonon aliljono n,; jolla
Fr, (1) = F(t).

Mutta tdma seuraa kuten ennen, koska tiukkuuden avulla 16ytyy alijonon
alijono jolla 7, suppenee heikosti kohti rajajakaumaa F, ja koska sen ka-
rakteristinen funktio pitdd olla myos ¢(6), Lévy inversio lauseesta seuraa

ndhdddn ettd myos tdima alijonon alijonon raja-jakauma on sama F' O
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Teoreema 16.0.3. (Lévy keskeinen raja-arvo lause) Olkoon (X,,) P-riippumattomia
ja samoin jakautuneita jolla Ep(X,) =0, Varp(X) = 0% < 00
Olkoon

Sp(w) = X1(w) + -+ Xp(w), Gplw) =

Kunn — oo,

P(G,>xz) — ®(2) \/ﬁ/ exp( 2>dx:P(G§x)

EliG, %G jossa G on standardi Gaussinen.

Todistus.

Kun kehitetdadn funktion exp(iz) Taylorin sarjaksi, jadnnostermille

Ro(x)=e" =) e
k=0
patee
Ro(z) =e* —1= z/ e"dy, josta seuraa |Ro(z)| < min{2, |z}
0

ja rekursio

R, (z) :/ iR,—1(y)dy, josta seuraa

|{£‘ |:E| Tn—1
= / / / |R0 xn |dxndl‘ndxn 1- dl‘l =~ / / .. / Indl'ndl'n_l c.. dl’l
Tn—1 0 0
Ny S

= Tp4+1ALp,ATLp—1 ... AT 1 = ,

o Jo 0 0 " (n+1)!
lz|  px1 Tp_1 ||

ja |Ru(z)| < / / / 2dz,, = 2

o Jo 0 n!

. O
<
eli |R,(x)| < mm{ o (a1

Koska E(X) = 0ja Var(X) = 02 < oo,

[ox(0) =1+ 0%0/2| = | Ep(Ba(0X))| < Ep(|R2(0X)]) < 0°Ep <X2 A |el|%|3> =
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ja Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa
: 2 XY
£1_>11%EP(X A 0] 5 ) =0
siksi

292
2

ox(0) =1— +0(0*) kuné —0 (16.0.3)

Huomataan myos ettd kun log(re®) = log(r) + i kunr > 0,6 € [0,27) on

logaritmin pddarvo,

1
t
log(1 —2= —dw = — dt
og(l+2z2)—z= /1+ww Z/o T

jakun z € C, |z| < 1/2seuraa |1 +tz] > 1/2,ja

log(142) — 2| < [2[*, kun |2| < 1/2. (16.0.4)

Mennéén nyt keskeisen raja-arvo lauseen todistukseen: kun 6 € R, ar-

viosta (16.0.3) seuraa

vc,(0) = ps, (%) = oy (0_%)” _
(-5

jossa 62/71 — 0 kun n — oo. Arviosta (16.0.4) seuraa

62 02 62 92 62

Sovellus: Enndysten jono Olkoon (X,, : n € N) P-riippumattomia ja
samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, jolla on jatkuva kertyméafunktio
Fx(t). Jatkuvuudesta seuraa ettd P(IN) = 0 jossa

N={w:3i#j: Xi(w)=X;w)}

eli tasatuloksilla on nolla todenndkoisyys (harjoitusetehtdva). Madriteldan
enndtys-tapahtumia

A, = {w c Xp(w) > Xp(w) VI <k < n}
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ja n-satunnaismuuttujan sijoitus

3

k=1

Teoreema 16.0.4. ( Rényi ) Satunnaismuuttujat (R,, : n € N) ovat P-riippumattomia
PR,=k)=1/n k=1,...,n

Tiisti seuraa etti tapahtumat (A, : n € N) ovat P-riippumattomia ja P(A,) =
P(R,=1)=1/n

Todistus Koska satunnaismuuttujat ovat P-riippumattomia ja samoin

jakautuneita,
P(Xw(l) < Xﬂ(g) < -0 < Xﬂ(n)) = 1/72'
kaikille joukon { 1,...,n} permutaatioille 7, eli kaikki otoksen jdrjestyset
ovat yhtd-todennakoisia.
Huomataan myos ett jokainen realisaatio (R; = 1, Ry = 79,..., R, =
r,)jossar, € {1,2,..., k} mddra otoksen jarjestystd, siksi

P(R1:1,R2:r2,...anrn):1/(n!)

Vre € {1,...,k}, k < n. Erityisesti

P By = k) = Pm(k) =np) = L=y

n!
josta seuraa

n

11
HP({Rk:Tk}):HE:—:P(Rlzl,Rgzm,...Rn:rn) O

k=1 k=1
Olkoon nyt
(@) =Y 1a(w) =Y 1Ry =1)
k=1 k=1

enndtysten mddrd jonossa (Xi, ..., X,).
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Lause 16.0.2.

fn(w)
log(n)

Todistus Olkoon
"1 “ 1
anun—zgzz Lo (@)~ ¢
k=1 k=1

M,, on P-martingaali omassa filtraatiossa jolla on ennustettava kovariaatio

<M>n:Z%

=1  P-melkein varmasti




Luku 17

Keskeinen raja-arvo lause,

Steinin todistus

Lemma 17.0.1. (Gaussinen osittaisintegrointi kaava ) Olkoon G(w) ~ N(0, 1),

jolla on jakauma

1 x?

i o)

ja olkoon f,h € CY(R) N L*(R,B(R),~) jolla myds f',h' € L*(R,B(R),~).
Silloin

Er(£(ONE) = Er (GGG - 1(G))
erityisesti, kun h(z) = 1 saadaan
Er(F(G)) = Ep(f(G)G) = Coop((G),G)
kun h(z) =z, f € C*(R)
Ep(£(G)) = En(f/(€)G) = Ep(f(G)(G? — 1)) = Covp(F(G).C?)
Kun f(z) = 2™, h = 1 seuraa
ME(G™) = Ep(f'(G) = Ep(J(G)G) = Ep(G™G) = Ep(G™)

213
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Tod.

= flao) + / F)dy

Koska 07(z) = —z7(z), Fubinin lauseesta

Ep(f'(G)) Z/Rf’(:v)v /f / yy(y)dydx
= —/R( yoo f’(x)dx)m(y)dyz

~ f(o0) / v (y)dy + / FW)yr(w)dy = — f(00) Er(G) + Ep(F(G)G)

jossa Ep(G) = 0, ainakin silloin kun on olemassa f(o0) = limy_,o f(1) €

R, ja vaikka ndin ei olisi,

T
Jim f(T) /Tyv(y)dy =0

joka tapauksessa, koska Gaussinen jakauma on symmetrinen.

Tama pdtee kun f(z) on absoluttisesti jatkuva Lebesgue mitan suh-
teen ja f'(x) € L'(R,v) eli [, |f'(z)]y(z)dx < oo, silloin Fubinin lauseen
integroituvuuden ehto on voimassa

/If ) (z dfv—//!f )y (v dydw+// z)y| v(y)dydz < oo

—00 —O0

Olkoon (X,(w) : n € N) riippumattomien ja samoin jakautuneiden sa-
tunnaismuuttujenjono,ja Ep(X;) = 0, Ep(X7) = lja Ep(|X1]™) < coVm >
0.

Merkitddn S, (w) = X;(w) + - -+ + X, (w). Osoitamme aluksi ettd, kun
f(x) on polynomi,

i By ( f(Sn/\/ﬁ)) — Ep(f(G))

jossa satunnaismuuttuja G(w) ~ N(0,1) on standardi gaussinen.
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Oletamme induktio hypotheesia: kaikille / = 1,...,m

S Z
dL,:= lim EP(<\/—Z> ) )
n—o00 n

Selvéasti L1 = 0ja Ly = 1.

Kun ! = (m + 1), symmetrisyydestd ja Newtonin kaavasta (a + b)" =
> (7)a‘b " seuraa
=0

Bo(57) = (15101 X6 -4 X+ X)) -

nEp ((Snl(w) + Xn)an>

=ny_ (m) Ep(SI'7 X7

Jj=0 J
o (m m—j j+1
_nZ(j)Ep(Sn_l)Ep(Xn )
7=0

koska Ep(X,) = 0ja Ep(X?) = 1. Jakamalla kertoimella n(™*1)/2 saadaan

“(5)7)
() ) B () e

Kun n — oo induktio hypotheesistd seuraa

Lyir = nh_g)lo EP((%) ) =mLy_

Koska L; = 0, seuraa induktiolla Ls,,11 =0 Vm,ja koska L, = 1 seuraa

e (2m)!
Low = (2m — 1) Lopn 1) = (2m — 1)(2m — 3)Liay_ay = «-- = [ (20 — 1) = 270
om = (2m — 1) Lo(n—1) = (2m — 1)(2m — 3) L(2m-2) €Hl( )= om
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Lemmasta seuraa ettd satunnaismuuttujan (S, (w)/y/n) asympotti-
set momentit tdismaviat A (0, 1) jakauman momenttien kanssa, riippumat-
ta satunnaismuttujan X;:n jakaumasta.

Voidaan my0s laskea formaalisesti raja-jakauman momentti generoiva

funktion

_ Sh , =t S, \"
i (oo (172) ) = i e (3105 ) ) =

(2m)!L2m a Z_ % <§>m = eXP(?) = Ep(exp(tG))

eli formaalisesti n~1/25,,(w) raja-jakauman momentti generoiva funktio on
standardi gaussinen.

Lemma 17.0.2. Olkoon {Xj(w) : k € N} riippumattomien satunnaismuuttujen
jono, jolla Ep(X},) = 0ja Ep(X?) = 0} < o0
Merkitdin

Yp =101+ -+ 02

N 1
Sp(w) = Z_(X1<w> 4 X (w))
TGS,
1 n
gn(e) = w7 ZEP<X,31(\Xk] > eEn)>, e>0
k=1

ja G(w) ~ N(0,1) on standardi gaussinen satunnaismuuttuja.
Olkoon f(z) € C*(R) jolla on rajoitetut derivaatat:

1" llooi= sup [f*(z)] < 00, || " [loci= sup |f"(2)] < oo,

1. Silloin Ve > 0,

Ep(f(50) - Ep(f(G))‘ < () 1 e 400 1 £ e
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2. Koska r? < &? + g,(), kun lim g,(¢) = 0Ve > 0, seuraa
n—o0

lim Ep(f(S.)) = Ep(f(Q))

n—oo

Tod. Olkoon {¢; : k € N} riippumattomia gaussisia satunnaismuttujat
jotka ovat myos riippumattomia (X; : k£ € N) jonosta, ja Ep(&;) = 0ja
Ep(&2) = Ep(X}?) = ok. Merkitasn

G(w) = Ein(fl(w) +oo+ 6(w))

Huomataan ettd Vn G,,(w) on standardi gaussinen.
Kiinnitimme nyt n, ja merkitdan

Rilw) = T2, g = )

A~ ~

Un(w) = (K1) + -4 Kina (@) b (@) + - +Eu(w)) m <

~ ~

Koska f(Uy + Xi) = f (UkH + €k+1), teleskoppisella summalla,

f(gn> _f< n) :f(ﬁn"‘)zn) _f(Un+gn)
AUy + X 1) = fOnr 4+ Ena) + -+ (O + X1) — F(UL + &)

Tasta seuraa

En(f(5,)) - Ep<f<G>)j <3

B (50 X)) - B (10 +80))

Olkoon

N 2

Ri(z) == f(Up(w) +z) — f(U(w)) — 2f' (Ur(w)) — 2 F"(Ur(w))

toisen asteen Taylorin kehitelmén jadnnostermi, jossa

: 2 " @ "
Ri(w) < min(@® | £ oo o 11" Il

Koska X, L Uyja &, LL Uy, Ep(Xy) = Ep(&) = 0, Ep(X2) = Ep(&2) =
(02/32) seuraa

B (10 + %)) - Br (10+60)| < B (IR0 ) + B (| R2(60) )
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jossa
- £ Ep(|G " "
> (i) < 20 () < By R
k=1
jossa G ~ N(0,1)ja Ep(|G[?) = 23/2771/2,ja
ZEP<|RI€(XI€)})
k=1
< Ll Sm b (10050 <20) 17 1 X B (K210 > 0))
k=1 k=1

m n "
< 7l f6 = S Ep (5Xg1(|Xkr < e)>+ £l > Ep (Xil(leI > s))
k=1 k=1

/" oo
g
- 6

+ 1 " oo gn(e)

Vdite seuraa kun summataan yhteen nditd approksimatioita O

Huomamme ettd kun satunnaismuuttujat (X, : £ € N) ovat riippumat-
tomia ja samoin jakautuneita, joilla Ep(X;) = 0ja Ep(X?) = 02, automaat-
tisesti lemman[17.0.2| oletus on voimassa, koska

1
gn(e) = —2EP(X121(|X1| > neo?) = 0kunn — oo .
g

Seuraavaksi yleistimme lemman [17.0.2 siloitustekniikalla my®s jatku-

ville funktioille joilla on korkeintaan kvadraattinen kasvu:

Teoreema 17.0.1. (Lindebergin keskeinen raja-arvo lause ).
Lemman 17.0.2|asetuksissa, olkoon f(x) jatkuva funktio jolle

|f(@)] < c (1422 Va, jollekin c > 0
1. Jos gn(g) — 0 kaikille ¢ > 0 seuraa
Ep (f(én)) — Ep(f(@))

jossa G(w) ~ N(0,1).
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2. Sen lisiksi, kaikille a < b

P(a<3n§b)—>P(a<G§b)

Tod. Olkoon Y (w) € (—1,1) satunnaismuuttuja jolla on siled tiheys-
funktio p(y) € C*°(R). Muuttujan vaihto-kaavalla seuraa ettd satunnais-
muuttujalla (Y (w)/k) on tiheysfunktio kp(yk) kun k& > 0. Méddritelldan

fiu(z) == Ep (f(x —Y/E)1(|lz - Y/k| < k;))
1/k N
=L (z —y)1(|z — y| < k)kp(ky)dy = /_k F@)kp(k(z —y))dy

fx(x) on kompaktikantainen, ja koska fi(z) = 0 kun |z| > (k + k'), ja
koska p € C*(R) ja f on jatkuva, kuvaus

(z,y) = K0 ((z — y)k) f(y)
on rajoitettu kompaktissa
Ok = {(l’,y) VRS [—k},k],l‘ S [y - k7y+ k]}

siksi dominoiudun konevergenssin lauseesta seuraa ettd f; on derivoituva

ja
Thle) = [ f@)e (@ = iy

Samoin seuraa korkeimpien derivaattojen olemassaolo.
Kun k& — oo dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa

: , Y
lim fiy(z) := lim Ep( flz—— |1
k—o00 k—o0 k

Osoitamme ettd f(r) — f(z) tasaisesti kompakteissa. Koska f on ta-

. %\ < k)) = Er(f(z—0)) = f(2)

saisesti jatkuva kompakteissa, VR > 0, ¢ > 0 on olemassa § > 0 jolla
|f(x) — f(y)] < e kun |z| < Rja |z — y| < 4. Siksi kun k > §!, kaikille
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lz| < R

(&) — fula)] =
= |0 = Brrta - iR (- /b <)

Ep(f(z) — f(z — Y/k))’ Vx : |z| < R kiinted ja k tarpeeksi suuri
< Ep(|f(x) = flz=Y/k)|) <e

Kolmion epayhtilostd, vk € N,

Br(1(5,) - 1(G)
B (103 = 518 )|+ |Bn (45 = (G0 )| + |0 (G - 161 )

Jokaiselle k € N, fi,(z) on siled ja kompaktikantainen, rajoitetuilla deri-

vaatoilla, ja tayttdd|[17.0.2|ehtoja
Oletuksesta Ve > 0 g,(¢) — 0 kun n — oo, seuraa Vk € N

Ep (fk(gn) - fk(Gn))

Tasaisesta konvergenssista seuraa V1R > 0, e on olemassa ¢ > 0 jolle

- -

— 0 kunn?T oo

£(5) - fk<én>|1(\gny < R) <e
kun k > 1. Siksi Vn, R.

lim sup lim sup Ep<|f(5’n) — fk(gn)|1(|gn| < R>) =0

k—o0 n

Samoin

imsup B¢ (116) - (@)1 (161 < 7)) =0

k—o0

Téasta seuraa

lim sup

s (1(5) - £(6))| <
lim sup lim sup EPOf(S*n) — fu(Sa)|2 (|S‘n| > R))

k—o0 n

+limsupEp<|f(G) — fk(G)|1(|G| > R))

k—o0



221

Nyt kdytimme hypotheesia | f(z)| < ¢ (1 4 2?). Kun |z| > 2 seuraa
[fu(@)] < Bp(|f(z = Y/K)]) < c(1+ (2] +1)%) < 2¢ (1+2%)ja
[fi(@) = f(@)] < [fu(@)| + [f(2)] < 3¢ (1 +27) , siksi

En(1(5) - 1(0))
< limsup 3¢ Ep((l + S5)1(|Sn| > R)) + cEp ((1 + G (|G| > R))

n

lim sup
n

Koska G € L*(P),

lim Ep((l +GH1 (|G| > R)) =0.

R—o0
Seuraavaksi approksimoidaan indikaattori 1(|z| > R) sileélld funktiolla.
Olkoonn € C* : R — [0, 1], jolla

1 kun |z| > 1
n(x) = 0 kun |z| < 1/2
€(0,1) 1/2<|z| <1

Vn(@) == (1+@*)n(e/R) < (1+2%) jolla
(14 2%)1(|z| > R) < ¢p(x) < (1+2°)1(|2] > R/2) .
Koska
dd—;wzfc(w) =R (x/R)(1+2%) + R '/ (x/R)2z + 2n(x/R)
ja derivaatat (¥ (z/R) = 0, £ > 1, ovat kompaktikantaisia seuraa
sup |[Pg(2)] < oo, sup [¢f (2)] < oo .

Lemmasta [17.0.2] seuraa

Ep(¥r(S,)) — EP(@/)R(G))' —0

kunn — oo, ja

Ep ((1 + S§)1<|§n| > R))

< Ep(¥r(Sn)) = Ep(Vr(G)) < Ep<(1 +G)1(|G| > R/Q)) — 0kun R 1 co.
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Lopuksi olkoon a < b. On olemassa jatkuvien funktioden jonoja (1,,),
(¥, ) € C*(R) joilla

0<¢ (@) T 1ay(r), 12> (2) L L (e)

Viiteestd (1) ja monotonisesta konvergenssista seuraa

liminf P(a < S, < b) > liminf Ep(i),,(S,)) = Ep(,,(G)) L Pla < G <b)
limsup P(a < S, < b) < limsup Ep(¢ _(Sn)) = Ep(¥, (G)) 1 Pla <G <b)

n n

kunm — oo O

Teoreema 17.0.2. Yleistetty keskeinen raja-arvo lause Olkoon (X, (w) : n € N)
jono P-riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden ti-

heysfunktio p(x) on olemassa ja totetuttaa

2. lim p(z)z*™ =c € (0,400), jossa 0 < o < 2,

Tr—00
Silloin

& Xi+o+ X,

d AN
Sh e —Y

jossa Y :m jakaumalla on karakteristinen funktio py (t) = exp(—clt|®).

Tod. Osoitamme ensin etta
Pn%gpx(t) =1—c|t|* + o(]t|¥) kunt — 0
*>
Téasta seuraa

@)zz(¢xﬁn_wﬂ)n::(1——ﬂﬂii2g2>n—+emﬂ—fﬂf)kunn—%cm

Y3, n

n

Lahdetdan nyt arvioimaan ¢x(t) kun ¢ — 0. Kdytdmme symmetriaa

p(x) = p(—x), josta seuraa px(t) = ¢x(—t) = px(t) € R-.Kun M > 0
kiinte3,

¢X@:iép@pmmm:/mcwawmxmx:1—/}y—mqm»m@¢p

[e's) R
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olkoont > 0

o0

00 1/t 1/t
/o (1 — cos(tzx))dx = /0 (1 — cos(tzx))p(z)dx + /1 (1 — cos(tx))p(z)dr < t/o xp(z)dz

Jt

/OM p(z) cos(tx)dx + /wp(m) cos(tx)dx + /Jmp(x) cos(tz)da

M 1/t

jossakunt | 0

+o0
/ p(x) cos(tx)dx
1/t

< Const.t* | 0

Koska 1 — cos(z) < 2%/2,

242
—0kunt—=0

/0 p(z)(cos(tx) — 1)dz| <

ja
l/t ) Ct2 l/t
‘ / p(z) (em — 1 —dtx )dz| < 7/ z'"*dr < Const.t® — O kunt — 0
M M
Siis
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Luku 18

Suurten satunnaismatriisien

ominaisarvojen jakauma

Olkoon {¢;;(w) : © € N,1 < j <} P-riippumattomia ja samoinjakautunei-

ta satunnaismuuttujia jolla patee
1. E(|&;]%) <o VEeN.
2 B(é;) =0, B() =1
3. &;; jakauma on symmetrinen, eli P(§;; € B) = P(—¢;; € B).

Jakauman symmetriasta seuraa ettd Ep(&F™') = 0 Vb € N. Merkitdan
myos &;j(w) = &;(w) kun j > 1.
Olkoon A™(w) € R™" symmetrinen satunnaismatriisi jolla AE;) (w) =
Ag?) (w) = 52]—\%), ja olkoon A" < Al < . A" sen ominaisarvot.
Ominaisarvojen jakauma on
IEN n
Q"(B) = Ep <E ST € B)), B € B(R)

i=1

Osoitamme ettd Q™ suppenee jakauman mielessé kohti satunnaismuut-

tujan jakaumaa.
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Tutkimme Q™ momentteja

Mk = / NeQ (dN) :Ep<%i()\§"))k) =
R

i=1
Ep (%Trace((A("))kO = W Z Z T Z Ep (filizfmg x -fikil)
i1=lio=1  ir=1

P-riippumattomuudesta ja jakauman symmetriasta huomataan ettd etta
odotusarvo on nolla silloin kun satunnaismuuttuja §;, esintyy paritonta
monta kertaa. Erityisesti M™" = 0 kun k on pariton. Oletetaan sitten ettd
k = 2m on parillinen.

Todistamme ettd kun n — oo, rajaarvoon kontribuoivat pelkéstdan ter-
meja jossa jokainen indeksi pari {j, {} esintyy tdsmaélleen 0 tai 2 kertaa.

Jokainen termi summassa vastaa suljettua polkua i1isi3. .. %2,%1 joka
kulkee joukossa {1, ...,n} ja palaa takaisiin alkutilaan. Sanotaan ettd pol-
ku kulkee parin {j, ¢} kautta jos is = j,is41 = { taiis = {,is41 = j jollekin
s=1,...,2m. My®6s {j, j} on mahdollinen pari.

Polun kontribuutio on 0 jos jokin pari esintyy polussa paritonta mon-
ta kertaa. Ettd polun kontribuutio summalle olisi positiivinen, jokain pari
{J, ¢} pitdd esintyd parillista monta kertaa.

Sanotaan ettd 7 = (74, ..., 7,) € N on m-osituksen jos
17r1—|—2772—|—~--+m7rm:m

Merkitddn |7| = m + T2 + -+ - + T

Z Z T Z Ep <§i1i2§i2i3 . fzku) = Z N,.C.

i1=113=1 iom=1

jossa 7 on (2m)-ositus,

Olkoon X™(w) € R™*" satunnaismatriisi jolla XZ-(;L) (w) ovat satunnai-

sia.
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