Tilastollisen paattelyn jatkokurssi
7. harjoitus (syksy 2013)

mutta ratkaisut tulevat verkkoon lahipdivina.

Olkoon (X;,Y;), i =1,...,n, riippumaton otos kaksiulotteisesta multinormaalijakaumasta,
jonka korrelaatiokerroin on p = Cor(X1, Y1) € |—1, 1[. Voidaan osoittaa, etté otoskorrelaatio-
kertoimelle (eli p:n su-estimaattorille)

R, = E?:I(Xi - Yn)(Yi - ?n)
VI (X~ X2 S (¥ - V)2
pitee /n(R, — p) A N(0, (1 — p?)?). Tarkastellaan Fisherin z-muunnosta

1, 1+R, 1. 1+p
n=glog g ¢ 31087,

a) Osoita delta-menetelméan avulla, ettd /n(Z, — ¢) A N(0,1).

b) Johda edellisen perusteella muuttujaan Z,, perustuva (approksimatiivinen) testi hypo-
teesille Hy: p = 0 (kun vastahypoteesi on kaksisuuntainen p # 0).

Huom. Z,,:114 on se hyvé piirre, ettd sen asymptoottisen jakauman varianssi ei riipu paramet-
reista eika sitd néin ollen tarvitse estimoida. Fisherin z-muunnos toimii siis tassa varianssin
stabiloivana muunnoksena. Sen normaaliapproksimaatio toimii testeja ja luottamusvélejé
muodostettaessa paremmin kuin R,:n. (Vrt. myos harj. 2, teht. 3.)

Olkoot X ja Z k-ulotteisia satunnaisvektoreita siten, ettd X 1 Z, X on jatkuvasti
jakautunut ja Z ~ Ng(p, X). Osoita, etta satunnaisvektorin Y = X + Z ehdollinen jakauma
ehdolla X =z on Ni(z + p, X) eli symbolisesti

Y| (X =2)~ Ng(x+ p,X).
Huomaa, ettéd kyseessd on muuttujan = + Z jakauma.

Tatd (kenties intuitiivisesti selvdd) tulosta kdytettiin mm. sivulla 18 autoregressiivisen
mallin yhteydessé ja sivuilla 22 padteltaessd yhtélostd (2.16) tulos (2.15). Mieti miten.

Ohje. Parin (X, Z) ytf on helppo. Johda muunnoskaavan avulla parin (X,Y") ytf.

. Jatkoa harjoituksen 4 tehtéviin 4 ja 5. Johda parametrin 6 = (3, 02) Fisherin informaatio
olettaen tarvittavien momenttien #érellisyys. Totea, ettd 3 ja o2 ovat ortogonaaliset.

Olkoot Y7, ...,Y, 1 jaY; ~ N(u,0?(d)), jossa varianssi 02(J) = e riippuu ei-satunnaisesta
selittdjasta v; ja tuntemattomasta parametrista 6. Johda tilastollisen mallin lauseke
(ytf), log-uskottavuusfunktio, pistemééra ja havaittu informaatio, kun parametrina on

0 = (u,9) € R%

. Jatkoa edelliseen tehtivaan.

a) Totea, ettd p ja & ovat ortogonaaliset.

b) Johda Raon pistemédaritesti hypoteesille Hy: 6 = 0 (ts. kaikkien havaintojen varianssi
on 1). Voit kdyttda testisuureen versiota ortogonaalisille parametreille (ks. sivu 41).



